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ABSTRAK 

Algoritma Petkovšek adalah generalisasi dari algoritma HYPER yang menemukan 

semua solusi Hypergeometrik dari persamaan diferensial yang diberikan. Bentuk 

umum persamaan diferensial yang dapat diterapkan untuk algoritma Petkovšek 

adalah  



r

i

ii

ii xyxx
0

)( 0)()(   Dalam hal ini diambil r = 2, untuk i  dan i  adalah 

konstanta rasional sebarang, dengan kata lain bisa berupa 

0)()(')()('')( 2  xeyxydcxxybxax dimana a, b, c, d, dan e    Q serta a & b 

≠ 0 maka dengan menggunakan Algoritma Petkovšek dapat dilakukan dengan dua 

langkah yaitu mencari titik-titik singular serta langkah selanjutnya adalah mereduksi 

orde dengan cara ),()(

0

xyxbxa nr
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 dengan r ≠ 0, r < n dan n > 1 maka untuk 

reduksi orde adalah n – r. 

Kata Kunci : Algoritma HYPER, Algoritma Petkovšek, Persamaan Type 

Hypergeometrik. 
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BAB I 

 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1. Latar Belakang 

Persamaan-persamaan diferensial orde dua mempunyai struktur yang teoritik 

yang kaya dengan metode-metode sistematis dan sangat mudah dimengerti untuk 

level matematika yang sederhana. Adapun bentuk umum dari persamaan diferensial 

orde dua adalah sebagai berikut. 

)()(')('' xgyxqyxpy                                  (1.1.1)

                

Dimana p(x), q(x) dan g(x) adalah fungsi-fungsi kontinu pada suatu interval, dan 

dimana 
dx

dy
y '  dan 

2

2

''
dx

yd

dx

dy

dx

d
y 








 . Jika dalam hal ini g(x)  = 0 maka bentuk 

umum persamaan diferensial diatas disebut dengan persamaan diferensial homogen. 

Apabila jika g(x) berupa suatu fungsi dan tidak nol maka bentuk umum dari 

persamaan diatas merupakan suatu persamaan diferensial non-homogen. Akan tetapi 

jika ditemui bentuk umum persamaan diferensial seperti dibawah ini 

0)(')('')(  yxRyxQyxP                      (1.1.2) 

Dengan masing-masing P(x), Q(x) dan R(x) adalah fungsi-fungsi polinomial yang 

kontinu pada suatu interval, itu juga disebut dengan pesamaan diferensial homogen. 
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Dalam hal ini berbeda metode untuk mencari solusi antara persamaan (1.1.1) dengan 

(1.1.2) dikarenakan masing-masing mempunyai kriteria khusus, seperti pada 

persamaan (1.1.1) jika g(x)  = 0 dan koefisien-koefisien berupa konstanta dapat 

digunakan metode singkat yaitu persamaan karakteristik dan pada persamaan (1.1.2) 

dengan koefisien-koefisien polinomial disini dapat digunakan salah satu Algoritma 

yaitu Algoritma Petkovšek. Algoritma Petkovšek ini digunakan agar dapat 

mempermudah dalam mencari solusi persamaan diferensial dengan tingkat yang lebih 

tinggi. 

 

1.2. Permasalahan 

 

Dalam tugas akhir ini permasalahan ditekankan untuk menjelaskan konsep 

dari Algoritma Petkovšek. Sehingga Algoritma Petkovšek tersebut dapat digunakan 

untuk menemukan solusi suatu persamaan diferensial orde dua dengan koefisien 

polinomial. 

 

1.3. Pembatasan Masalah 

Pembahasan dalam tugas akhir ini hanya difokuskan pada persamaan 

diferensial orde dua homogen dengan koefisien polinomial seperti persamaan 

0)()(')()('')( 2  xeyxydcxxybxax dimana a, b, c, d, dan e    Q serta a & b 
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≠ 0 menggunakan Algoritma Petkovšek saja, sehingga tidak membahas metode atau 

algoritma lain. 

1.4. Tujuan 

 Tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah memperkenalkan Algoritma 

Petkovšek sebagai metode untuk menemukan solusi dari persamaan diferensial orde 

dua dengan koefisien polinomial. 

 

1.5. Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan tugas akhir ini meliputi empat bab. Bab I merupakan 

bab pendahuluan. Bab II berisi dasar teori yang meliputi materi penunjang. Bab III 

merupakan bab pembahasan dari tugas akhir ini. Bab IV merupakan penutup. 
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BAB II 

MATERI PENUNJANG 

 

 Bab ini menjelaskan beberapa materi dan teorema yang merupakan materi 

penunjang dari materi yang akan dibahas pada Bab III. Materi tersebut antara lain 

Ruang Vektor, Kombinasi linier, Kebebasan Linier, Basis, persamaan diferensial orde 

dua yang meliputi persamaan homogen dengan koefisien konstan, persamaan tak 

homogen dengan koefisien tak tentu dan operator D, solusi dengan deret pangkat 

meliputi operasi dengan deret pangkat dan solusi persamaan linier orde dua dengan 

deret pangkat,fungsi factorial serta persamaan Hypergeometrik. 

2.1.   Ruang Vektor 

  Sebelum menjelaskan difinisi ruang vektor disini akan dijelaskan terlebih 

dahulu operasi penjumlahan dan perkalian dari vektor. Untuk penjumlahan vektor 

misalkan u dan v adalah vektor-vektor  di R
3 

maka u = (u1, u2, u3) dan v = (v1, v2, v3)  

berlaku 

u + v = (u1, u2, u3) + (v1, v2, v3) = (u1 + v1, u2 + v2, u3 + v3) 
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serta untuk perkalian vektor  misalkan u dan v adalah vektor-vektor  di R
3 

maka u = 

(u1, u2, u3) dan v = (v1, v2, v3) berlaku 

 u . v = (u1, u2, u3) . (v1, v2, v3) = (u1.v1 + u2.v2 + u3.v3) 

 

Contoh 2.1.1 

Jika  u = (1, -3, 2) dan v = (4, 2, 1) maka 

u + v = (1, -3, 2) + (4, 2, 1) = (1 + 4, -3 + 2 , 2 + 1) = (5, -1, 3) 

u . v = (1, -3, 2).(4, 2, 2) = (1.4 + -3.2 + 2.2) = (4 + -6 + 4) = 2 

Selanjutnya akan diberikan definisi tentang ruang vektor lebih lanjut beserta teorema 

dan contoh-contohnya. 

Definisi 2.1.1 [1] 

 Misalkan V sebarang himpunan vektor yang didefinisikan operasi-operasi 

penambahan dan perkalian dengan skalar (bilangan riil). Dengan kita mengartikannya 

bahwa untuk setiap pasang vektor-vektor u dan v didalam V, kita dapat 

mengasosiasikannya dengan vektor u + v yang tunggal juga berada di V, dan dengan 

setiap vektor u di V dan setiap scalar k kita dapat mengasosiasikan dengan vektor ku 

yang tunggal didalam V.  Jika aksioma-aksioma berikut dipenuhi oleh semua vektor 
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u, v, w pada V dan oleh semua skalar k dan l, maka V adalah sebuah ruang vektor 

(vector space): 

(1) Jika  u dan v adalah vektor-vektor  pada V, maka u + v berada pada V. 

(2) u + v = v + u 

(3) u + (v + w) = (u + v) + w 

(4) Ada sebuah vektor  0 di V sehingga 0 + u = u + 0 = u untuk semua u di V. 

(5)  Untuk setiap u di V, ada sebuah benda – u di V yang dinamakan negatif u 

sehingga u + (–u) = (–u) + u = 0. 

(6) Jika k  adalah sebarang skalar dan u adalah sebarang benda di V, maka ku 

berada di V. 

(7) k(u + v) = ku + kv 

(8) (k + l)u = ku + lu 

(9) k (lu) = (kl)u 

(10) 1u = u 

Teorema 2.1.2 [1] 

 Misalkan V adalah sebuah ruang vektor. u adalah sebuah vektor pada V dan k 

sebuah skalar  maka 
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(a)  0u = 0     

(b)  k0 = 0 

(c)  (–1)u = –u 

(d)   Jika ku = 0, maka k = 0 atau u = 0 

 

Bukti 

Bukti (a), kita dapat menuliskan  

 0u + 0u = (0 + 0)u = 0u                (aksioma 8) 

Menurut aksioma 5 maka vektor 0u adalah bilangan negatif, yakni – 0u. Dengan 

menambahkan bilangan negatif ini pada kedua ruas diatas akan menghasilkan  

 [0u + 0u] +  (–0u) = 0u + (–0u) 

Atau  

 0u + [0u + (–0u)] = 0u + (–0u) 

 0u + 0 = 0 → 0u = 0 

Bukti (b), kita dapat menuliskan menurut aksioma 5 berupa 

 k0 =k ((–u) + u)  
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dengan menggunakan aksioma 7 maka diperoleh 

 k0 = k (–u) + ku = (–ku) + ku 

jelaslah bahwa,  k0 = 0 

Bukti (c), untuk memperlihatkan (–1)u = –u, kita harus memperlihatkan bahwa  

u + (–1)u = 0. Untuk melihat ini, akan diperlihatkan bahwa 

 u + (–1)u = 1u + (–1)u = (1 + (–1))u  = 0u = 0 

Bukti (d), akan ditunjukan bahwa untuk k = 0 maka 

 0u = (k + (–k))u = ku + (–k)u = ku + (–ku)  = 0 

Akan ditunjukan bahwa untuk u = 0 maka 

k0 = k(u + (–u)) = ku + k(–u) = ku + (–ku) = 0 

2.2.   Kombinasi Linear 

Definisi 2.2.1 [1] 

 Diketahui V ruang vektor dan v1, v2, . . . ,vr, w di V dan w dikatakan 

kombinasi linear dari v1, v2, . . . ,vr  jika dapat ditentukan skalar-skalar k1, k2, . . . ,kr 

sedemikian sehingga w = k1v1 + k2v2 +  . . . + krvr 

Contoh 2.2.2 
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Vektor-vektor u = (1, 2, - 1) dan v = (6, 4, 2) di R
3
. Akan diperlihatkan w = (9, 2, 7) 

adalah kombinasi linear u dan v serta bahwa m = (4, - 1, 8) bukanlah kombinasi 

linear u dan v. 

Penyelesaian. Supaya w merupakan kombinasi linear u dan v, harus ada skalar k1 dan 

k2 sehingga w = k1u + k2v; yakni 

   (9, 2, 7) = k1(1, 2, -1) +  k2(6, 4, 2) 

Atau    (9, 2, 7) = (k1 + 6 k2, 2k1 + 4k2, -k1 + 2k2) 

Penyamaan komponen-komponen yang bersesuaian memberikan 

     k1 + 6 k2 = 9 

    2k1 + 4k2 = 2 

    -k1 + 2k2 = 7 

Dengan memecahkan sistem ini akan menghasilkan k1 = - 3, k2 = 2 sehingga  

    w = -3u + 2v 

Demikian juga, supaya m merupakan kombinasi linear u dan v haruslah ada skalar k1 

dan k2 sehingga m = k1u + k2v,  yakni 

    (4, -1, 8) = k1(1, 2, -1) +  k2(6, 4, 2) 

Atau    (4, -1, 8) = (k1 + 6 k2, 2k1 + 4k2, -k1 + 2k2) 
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Dengan menyamakan komponen yang berssuaian memberikan  

k1 + 6 k2 = 4 

    2k1 + 4k2 = -1 

    -k1 + 2k2 = 8 

Misalkan diambil  

k1 + 6 k2 = 4 

    -k1 + 2k2 = 8 

Menghasilkan k1 = -5 dan k2 = 3/2 jika disubstitusikan ke 2k1 + 4k2 = -1 maka 2(-5) + 

4(3/2) = -10 + 6 = -4 ≠ -1 ini yang disebut bahwa sistem persamaan-persamaan yang 

tidak konsisten, sehingga tidak ada skalar-skalar k1, k2 dan k3 yang memenuhi 

persamaan. Sebagai konsekuensinya, maka m bukanlah kombinasi linear u dan v. 

Definisi 2.2.3 [1] 

Jika v1, v2, . . ., vr, adalah vektor-vektor pada ruang vektor V dan jika masing-masing 

vektor pada V dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear v1, v2, . . ., vr, maka v1, v2, . 

. ., vr  dikatakan merentang V. 

Contoh 2.2.4 
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Vektor i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), dan k = (0, 0, 1) merentang R
3
 karena setiap vektor 

(a, b, c) pada R
3
 dapat dituliskan sebagai 

(a, b, c) = a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1) = ai+ bj + ck, yang merupakan kombinasi 

linear i, j dan k. 

2.3.   Kebebasan Linear 

Definisi 2.3.1 [1] 

 Jika S = {v1, v2, . . ., vr} adalah himpunan vektor, maka persamaan vektor  

   k1v1 + k2v2 + . . . + krvr = 0 

mempunyai paling sedikit satu pemecahan, yakni 

   k1 = 0, k2 = 0, . . . , kr = 0   

Jika ini adalah satu-satunya pemecahan, maka S dinamakan himpunan bebas linier 

(linearly independent). Jika ada pemecahan lain, maka S dinamakan himpunan tak 

bebas linier (linearly dependent). 

Contoh 2.3.2 

Akan diperlihatkan vektor-vektor berikut  

  v1 = (1, -2, 3), v2 = (5, 6, -1) dan v3 = (3, 2, 1)  

merupakan himpunan tak bebas linier atau himpunan bebas linier. 
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Penyelesaian. Untuk memperlihatkan bahwa himpunan vektor tersebut bebas linier 

atau tak bebas linier, akan dipenuhi  

  k1v1 + k2v2 + k3v3 = 0 

  k1(1, -2, 3) + k2(5, 6, -1) + k3(3, 2, 1) = (0, 0, 0) 

atau secara ekivalen menjadi 

 (k1 + 5k2 + 3k3, -2k1 + 6k2 + 2k3, 3k1 - k2 + k3) = (0, 0, 0) 

Dengan mnyamakan komponen yang bersesuaian akan memberikan  

   k1 + 5k2 + 3k3 = 0 

           -2k1 + 6k2 + 2k3 = 0 

   3k1 - k2 + k3 = 0 

v1, v2, dan v3 akan membentuk himpunan tak bebas linier jika sistem ini mempunyai 

pemecahan tak trivial, atau membentuk himpunan bebas linier jika sistem tersebut 

hanya mempunyai pemecahan trivial. Dengan memecahkan sistem ini maka akan 

menghasilkan  

  tk
2

1
1    tk

2

1
2    tk 3  
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Jadi, sistem tersebut mempunyai pemecahan tak trivial maka v1, v2, dan v3 

membentuk himpunan tak bebas linier. 

2.4.   Basis 

Definisi 2.4.1 [1] 

Jika V adalah sebarang ruang vektor dan S = {v1, v2, . . ., vr} merupakan himpunan 

berhingga dari vektor-vektor pada V, maka S dinamakan basis untuk V jika 

(1) S bebas linier 

(2) S merentang V 

 

Contoh 2.4.2 Misalkan v1 = (1, 2, 1), v2 = (2, 9, 0) dan v3 = (3, 3, 4) akan 

diperlihatkan bahwa himpunan S = {v1, v2, v3} adalah basis untuk R
3
. 

Penyelesaian. Untuk memperlihatkan bahwa S merentang R
3
, maka harus 

diperlihatkan bahwa sebarang vektor b = (b1, b2, b3) dapat dinyatakan sebagai 

kombinasi linier vektor-vektor pada S, 

   b = k1v1 + k2v2 + k3v3 

Dengan menyatakan persamaan ini dalam komponen-komponennya maka akan 

memberikan  

  (b1, b2, b3) = k1(1, 2, 1)+ k2(2, 9, 0) + k3(3, 3, 4) 
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Atau  (b1, b2, b3) = (k1 + 2k2 + 3k3, 2k1 + 9k2 + 3k3, k1 + 4k3) 

Atau  

  k1 + 2k2 + 3k3 = b1 

  2k1 + 9k2 + 3k3 = b2        (1) 

  k1 + 4k3 = b3 

Untuk membuktikan bahwa S bebas linier, haruslah diperlihatkan bahwa satu-satunya 

pemecahan dari  

   k1v1 + k2v2 + k3v3 = 0       (2) 

adalah 0321  kkk . 

   k1 + 2k2 + 3k3 = 0 

    2k1 + 9k2 + 3k3 = 0       (3) 

    k1 + 4k3 = 0 

hanya mempunyai pemecahan trivial. Bahwa sistem persamaan (1) dan sistem 

persamaan (3) mempunyai matrik koefisien yang sama yaitu 



















1 2 3

2 9 3

1 0 4

 

maka dapat secara serempak membuktikan bahwa S bebas linier dan merentang R
3
 

dengan memperlihatkan bahwa matrik koefisien 
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    A = 



















1 2 3

2 9 3

1 0 4  

Pada sistem persamaan (1) dan (3) dapat dibalik karena  

    det(A) = -1 

Maka jelaslah bahwa A dapat dibalik jadi S adalah sebuah basis.

 

 

2.5.  Persamaan Diferensial Orde Dua  

Terdapat salah satu alasan mengapa persamaan-persamaan linear yang 

berorde dua menjadi sangat penting dalam mempelajari persamaan diferensial, yaitu 

bahwa persamaan-persaman linier orde dua mempunyai struktur teoritik yang kaya 

dengan metode-metode sistematis dalam menentukan solusi. Dengan metode yang 

sangat sistematis ini sangat mudah dimengerti untuk level matematika yang 

sederhana. Adapun bentuk umum dari persamaan diferensial adalah sebagai berikut 

)()(')('' xgyxqyxpy                          (2.5.1)                                                                              

Dalam penulisan ini bentuk diatas dapat diperumum lagi dengan bentuk dibawah ini 

   0)(')('')(  yxRyxQyxP                       (2.5.2) 
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Dimana P(x), Q(x),R(x)  dan g(x) adalah fungsi-fungsi kontinu pada suatu interval, 

dan dimana 
dx

dy
y ' . Hal yang sangat berbeda dengan persamaan diferensial orde 

satu adalah keunikan solusi dari persamaan diferensial orde dua disyaratkan dengan 

dua kondisi awal yang harus dipenuhi yakni 00 )( yxy   dan 00 ')(' yxy  .  

2.5.1. Solusi Persamaan Diferensial 

 Sebuah solusi dari persamaan (2.5.1) dan (2.5.2) pada interval α < x < β 

dengan α dan β adalah bilangan riil adalah suatu fungsi y(x) sedemikian sehingga 

)(' xy dan )('' xy ada dan memenuhi persamaan (2.5.1) dan (2.5.2). Yang dimaksud 

dengan suatu fungsi y(x) ada adalah jika kita ambil x0 di  α < x < β maka y(x0) ada 

nilainya (bukan ∞). 

2.5.2. Persamaan Homogen dengan Koefisien Konstan 

Bentuk umum dari persamaan homogen dengan koefisien konstan adalah 

0'''  cybyay  

a, b, dan c adalah konstanta sembarang dan g(x) = 0, maka kita akan dapatkan 

persamaan kuadrat dalam λ yang nantinya akan kita namakan persamaan 

karakteristik untuk λ, yakni  

02  cba   maka 
a

acbb

2

42 
  
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Jadi solusi kita dapatkan adalah x
ey 


1 , dan x
ey 


2 , dan solusi umumnya adalah 

dapat dinyatakan sebagai berikut 

 xx
ececycycy  


212211  

Contoh 2.5.2.1.  menyelesaiakan 06'5''  yyy dengan y(0) = 2 dan 3)0(' y  

Penyelesaian: misalkan solusi kita dalam bentuk xey  , dari persamaan diferensial 

diatas diperoleh persamaan karakteristik 0652   , didapatlah 

  λ =  -2 dan λ = -3. Jadi solusi umumnya menjadi 

)3(

2

)2(

1

xx ececy    dan )3(

2

)2(

1 32' xx ececy    

Dengan kondisi awal yang diberikan maka kita peroleh  

 2)0( 21

0

2

0

1  ccececy   

dan  33232)0(' 21

0

2

0

1  ccececy  

Dari kedua relasi itu, kita peroleh c1 = 9 dan c2 = -7, sehingga solusi khususnya 

adalah  

 )3()2( 79 xx eey    

Dalam hal ini akan dijelaskan bentuk yang lebih formal, dengan memperkenalkan 

notasi 
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 qypyyyL  '''][  

Dimana p dan q adalah fungsi yang kontinu pada suatu interval I (artinya α < x < β) 

dengan α dan β adalah bilangan riil. Disini akan membuktikan bahwa jika L[y] = 0 

(persamaan homogen) dengan 00 )( yxy   dan   00 ')(' yxy  maka terdapat sebuah 

solusi yang tunggal. Dalam persamaan diferensial orde dua ini kita selalu 

mendapatkan dua solusi, kita gabungkan kedua solusi tersebut sehingga menjadi 

solusi umumnya. Perhatikan  

 Jika y1 adalah sebuah solusi maka L[y1] = 0, 

 Jika y2 adalah sebuah solusi maka L[y2] = 0, 

Kemudian kita bertanya apakah 2211 ycycy   juga solusi? Jawabannya adalah iya, 

karena,  

     L[y]  = ')'( 2211 ycyc   + )'( 2211 ycycp   + )( 2211 ycycq   

=  )()( 2

'

2

''

221

'

1

''

11 qypyycqypyyc   

=  ][][ 2211 yLcyLc   

=  0.0. 21 cc   

= 0 + 0 = 0 
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Jika kita punya kondisi awal 00 )( yxy   dan 00 ')(' yxy   maka kita akan peroleh 

)()( 0220110 xycxycy   dan )(')('' 0220110 xycxycy   

Kedua persamaan diatas memuat dua konstanta yang belum diketahui c1 dan  c2, yang 

jika kita selesaikan akan kita dapatkan 

 
)()(')(')(

)(')('

02010201

020020

1
xyxyxyxy

xyyxyy
c




  

)()(')(')(

)(')('

02010201

010010

1
xyxyxyxy

xyyxyy
c




  

Dimana )()(')(')( 02010201 xyxyxyxy   ≠ 0, atau W(y1, y2) ≠ 0.  

Maka dari penjelasan diatas timbul suatu teorema yaitu sebagai berikut 

Teorema 2.5.2.1 [5]  

Jika y1 dan y2 adalah solusi-solusi dan  

 L[y] = 0 dan W(y1, y2) ≠ 0,  

Untuk suatu x0, maka  

 )()( 2211 xycxycy   

Adalah solusi umum, dimana konstanta-konstanta sebarang c1 dan c2 diperoleh dari 

semua kemungkinan solusi dari L[y] = 0. 
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2.6.  Solusi dengan Deret Pangkat 

Bentuk deret pangkat tak hingga adalah sebagai berikut 

   ...2

210

0






xaxaaxa n

n

n              (2.6.1) 

Deret diatas disebut dengan deret pangkat di x 

   ...)()()( 2

020100

0






xxaxxaaxxa n

n

n  

Deret diatas disebut dengan deret pangkat di x – x0 

Deret pada (2.6.1) dikatakan konvergen dititik x jika  

   n

n

n
m

xa





0

lim ada 

 

2.6.1.  Operasi dengan Deret Pangkat 

       - Diferensiasi dan Integrasi Suku demi Suku  

 Suatu deret pangkat dapat dideferensialkan suku demi suku didalam lingkaran 

konvergensinya, yaitu 

  n

n

n

n

n

n xa
dx

d
xa

dx

d
)()(

00


















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Contoh 2.6.1.1. Akan menentukan uraian/deret untuk fungsi f(x) = 
x1

1
 

Jawab.  

  






 










1

1)1(
)1ln(

1

1

n

n
n

x
ndx

d
x

dx

d

x
 

= 1

0

1

0

1

)1()(
)1( 












 
 n

n

nn

n

n

xx
ndx

d
 

= m

m

m x)()1(
0






 , dengan mensubstitusikan n – 1 = m 

Jari-jari konvergensi deret turunan ini sama dengan jari-jari konvergensi deret 

asalnya, dengan demikian 







 0

1,)1(
1

1

m

nn x
x

  

Suatu deret pangkat dapat diintegralkan suku demi sukunya didalam 

sepanjang lintasan K yang terletak seluruhnya didalam lingkaran konvergensi 

deretnya, yaitu 

dxxadxxa
n K

n

n

K

n

n

n  

















00

)()(  

Contoh 2.6.1.2.  Akan menentukan uraian/deret untuk fungsi f(x) = cos (x) 
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Jawab.  


K

dxxx )sin()cos(  

=   

















K n

n
n dx

n

x

0

12

)!12(
)1(  

= 









0

12

)!12(
)1(

n K

n
n dx

n

x
 

= 









0

22

)!22(
)1(

n

n
n

n

x
 

=










0

)1(2
1

))!1(2(
)1(

n

n
n

n

x
 

=





0

2

)!2(
)1(

m

m
m

m

x
, dengan mensubstitusikan n + 1 = m 

 

2.6.2.  Solusi Persamaan Linier Orde Dua dengan Deret Pangkat 

 Sekarang kita kembali lagi ke persamaan Diferential orde dua yang homogen 

yaitu berupa  

  0)(')(''  yxqyxpy  

dari persamaan diatas dapat didefinisikan sebagai berikut 
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  yxqyxpy )(')(''            (2.6.2.1) 

maka dari persamaan (2.6.2.1) kita dapatkan 

\  yxqyxqyxpyxpy )('')(')(''')('''         (2.6.2.2) 

Dengan '''y (0) dapat dihitung sekali dengan ''y (0) diketahui. 

Proses diatas dapat kita lanjutkan seperti yang kita harapkan dan dapat untuk 

mentukan y
(n)

(0) . didalam ilmu Kalkulus kita dapat menggunakan formula Maclaurin 

berikut, 

  





0

)(

!
)0()0()(

m

n
n

n

x
yyxy ; 

 

a. Solusi dengan Menggunakan Deret Pangkat 

Persamaan diferensial orde dua secara umum sebagai berikut 

   0)(')(''  yxqyxpy  

untuk penyelesaian dalam deret pangkat dapat kita ambil solusi dalam bentuk deret 

pangkat yaitu sebagai berikut 

  





0n

n

n xay  

Untuk lebih jelasnya kita perhatikan contoh berikut ini 
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Contoh 2.6.1.3.  Dengan menggunakan deret pangkat akan dicari solusi dari 

0'''  yxyy  

Penyelesaian. Asumsikan bahwa solusi 





0n

n

n xay dan kemudian kita punyai 







1

1'
n

n

n xnay , 





1

'
n

n

n xnaxy , dan 





2

2)1(''
n

n

n xanny  

Kemudian kita substitusikan kepersamaan diferensial yang telah diberikan, maka 

akan didapat 

0)1(
002

2  












 n

n

n

n

n

n

n

n

n xaxnaxann  

0)1()1(
02

2  








 n

n

n

n

n

n xanxann  

n

n

n

n

n

n xanxann 








 
02

2 )1()1(  

n

n

n

n

n

n xanxann 








 
00

2 )1()1)(2(  

Maka dapat menghasilkan (n+2)(n+1)an+2 = -(n+1)an dan kemudian  

0,
)2()1)(2(

)1(
2 







 n

n

a
a

nn

n
a n

nn  



 

 

28 

 

Dan koefisien-koefisien mengikuti seperti berikut ini 

2

0
2

a
a      

3

1
3

a
a   

424

02
4




aa
a     

535

13
5




aa
a  

6426

04
6




aa
a    

7537

15
7




aa
a  

 .      .    

  .      . 

 .      . 

)!(2

)1(

)2....(642

)1( 00

2
k

a

k

a
a

k

kk

k







   

)12....(753

)1( 1
12






k

a
a

k

k
 

Kemudian solusi untuk persamaan yang telah diberikan adalah berupa penjumlahan 

dari dua deret pangkat yakni penjumlahan koefisien genap dan penjumlahan koefisien 

ganjil. Maka solusinya berupa 
























 ...

533
...

422
1

53

1

42

0

xx
xa

xx
ay  








 







0

12

1

0

2

0
)12....(753

)1(

)!(2

)1(

k

kk

k
k

kk

k

x
a

k

x
a  
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Solusi diatas adalah solusi umum dari persaman diferensial yang diberikan dengan 

dua konstanta sebarang yaitu a0 dan a1. 

2.7.  Fungsi Faktorial 

Kita definisikan fungsi faktorial (a)n untuk n integer positif. Bentuk umum dari fungsi 

faktorial adalah didefinisikan sebagai berikut: 

)1)...(2)(1()(  naaaaa n , untuk n ≥ 1; 

1)( 0 a , a ≠ 0. 

Simbol (a)n  dinotasikan a hasil dari n faktor dimulai dengan faktor a, salah satu 

faktor lebih besar dari faktor sebelumnya. Untuk lebih jelasnya akan diberikan contoh 

berikut; 

 10987)7( 4  , 

 )3()4()5()5( 3   

 )
2

3
()

2

1
()

2

1
()

2

1
( 3   

Fungsi faktorial adalah generalisasi dari faktor biasa. Tentu saja untuk 

 !4321)1( nnn   

Fungsi Gamma  berasal dari relasi fungsional 
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  )()1( xxx               (2.3.1) 

Dengan menggunakan relasi (2.3.1), jika n adalah integer akan diperoleh fungsi 

Gamma dibawah ini 

  )( na    = )1()1(  nana  

       = )2()2)(1(  nanana  

       =  . . . 

       = )()()2)(1( aanana   = )()( aa n  

Oleh karena itu, diperoleh hubungan antara Fungsi Faktorial dan Fungsi Gamma 

yaitu sebagai berikut; 

  ,
)(

)(
)(

a

na
a n




  n integer , n > 1. 

Tidak salahnya dalam hal ini akan menambahkan apa itu fungsi Gamma dan juga 

fungsi Beta.  

 Fungsi Gamma biasa dalam bentuk umum dibawah ini 

)!1()(
0

1  


 ndxexn xn
, untuk setiap bilangan riil n, 

misalkan akan diambil contoh berikut. 
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dxex x






0

3
 maka integral ini sama dengan integral berikut dxex x






0

14
 maka didapat 

6!3)!14()4(   

 Fungsi Gamma biasa dalam bentuk umum berikut. 

)(

)()(
)1(),(

1

0

11

nm

nm
dxxxnm nm




 


 

Untuk setiap bilangan riil n, 

misalkan akan diambil contoh berikut. 

dxxx 

1

0

43 )1(  maka integral ini sama dengan integral berikut dxxx
 

1

0

1514 )1(   

Maka
40320

144

40320

)24)(6(

!8

)!4)(!3(

)!19(

)!15()!14(

)9(

)5()4(

)54(

)5()4(
)5,4( 
















 

2.8.  Persamaan Hypergeometrik 

Bentuk umum dari persamaan hypergeometrik adalah sebagai berikut: 

0'])1(['')1(  abyyxbacyxx          (2.8.1) 

dengan a, b, c adalah parameter-paremeter, x variabel bebas, y variabel tak bebas 

(tergantund pada x) dan persamaan diatas terkenal dengan sebutan persamaan 

hypergeometrik Gauss. 
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 Selanjutnya akan dicari penyelesaian dari (2.8.1) dengan titik singular x = 0. 

Untuk persamaan (2.8.1)  terdapat akar nol dan (1 – c)  karena x(1 – x) = 0 dan untuk 

ini ambil c tidak integer nanti diperlukan untuk jika akar tidak sama dengan 0 . Kita 

ambil dengan akar nol 

   n

n

n

n

n

n xexey 










0

0

0

 

   1

0

' 




 n

n

n xney  

   2

0

)1('' 




  n

n

n xenny  

pada persamaan (2.8.1) dan kemudian setelah disederhanakan seperti biasa menjadi 

0(1 – 0) 2

0

)1( 




  n

n

n xenn  + [c – (a + b + 1)(0)] 1

0






 n

n

n xne – (ab) n

n

n xe


0

= 0 

[c] 1

0






 n

n

n xne – (ab) n

n

n xe


0

= 0 

0))(()1(
0

1

0

 









n

n

n

n

n

n xebnanxecnn              (2.8.2) 

index pengganti koefisien x
n
 jadi x

n-1
 dipersamaan (2.8.2) didapat 

0)1)(1()1( 1

1

1

1

0

 











 n

n

n

n

n

n xebnanxecnn                 (2.8.3) 
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1

1

1

1

0

)1)(1()1( 











  n

n

n

n

n

n xebnanxecnn  

dan kemudian diperoleh bahwa e0 adalah sembarang dan untuk n ≥ 1, 

  1
)1(

)1)(1(





 nn e

cnn

bnan
e             (2.8.4) 

Dengan hubungan balik dari (1.4) untuk n ≥ 1diperoleh, 

0
)1)...(2)(1(!

)1)...(2)(1().1)...(2)(1(
e

nccccn

nbbbbnaaaa
en




             (2.8.5) 

Persamaan (2.8.5) adalah penyederhanaan dengan menggunakan fungsi faktorial. Dan 

(2.8.5) dapat juga ditulis sebagai berikut; 

   0
)(!

)()(
e

cn

ba
e

n

nn
n   

Dan pilih e0 = 1dan disini kita dapat peroleh solusi persamaan hypergeometrik 

sebagai berikut; 

  
n

n n

nn x
cn

ba
y 






1

1
)(!

)()(
1              (2.8.6) 

Bisa juga ditulis seperti ini 




 




0

1
)1)...(2)(1(!

)1)...(2)(1().1)...(2)(1(
1

n

nx
nccccn

nbbbbnaaaa
y  
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Solusi diatas disebut dengan barisan Hypergeometrik 

Maka solusi y1 dipersamaan (2.8.6) adalah seperti berikut ini  

   
n

n n

nn x
cn

ba
xcbaFy 






1

1
)(!

)()(
1);;,(  

Solusi diatas disebut dengan dengan fungsi hypergeometrik yang disimbolkan dengan 

);;,( xcbaF dan );;,(1 xcbaFy  adalah solusi dari dari persamaan (2.8.1). 

Untuk persamaan (2.8.1) dengan akar yang lain yaitu (1 – c). Kita ambil saja 

   cn

n

n xfy 




 1

0

 

   cn

n

n xfcny 




 
0

)1('   

   1

0

))(1('' 




  cn

n

n xfcncny  

pada persamaan (2.8.1) untuk menemukan solusi kedua dengan akar (1 – c) sama 

dengan menentukan solusi dengan akar nol, dengan mengambil persamaan (2.8.2) 

dan mengambil akar (1 – c) 

0))1)(()1(()1)1)((1( 1

00

 









 cn

n

n

cn

n

n xfbcnacnxfccncn
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0)1)(1())(1( 1

00

 









 cn

n

n

cn

n

n xfbcnacnxfncn  

cn

n

n

cn

n

n xfbcnacnxfncn 









  1

00

)1)(1())(1(  

cn

n

n

cn

n

n xfbcnacnxfncn 











 
0

1

0

))(())(1(  

dan kemudian diperoleh bahwa f0 adalah x
1- c

 dan untuk n ≥ 1, 

  1
)1(

))((





 nn f

cnn

bcnacn
f  

Akar mempermudah untuk pencarian fungsi faktorialnya bentuk diatas akan diubah 

sebagai berikut 

1
)12(

)11)(11(





 nn f

cnn

cbncan
f  

Dengan hubungan balik dari atas untuk n ≥ 1diperoleh, 

0
)2(!

)1()1(
f

cn

cbca
f

n

nn
n




  

Maka didapatlah solusi kedua dengan akar (1 – c) yaitu sebagai berikut 

  
cn

n n

nnc x
cn

cbca
xy 





 



 1

1

1

2
)2(!

)1()1(
          (2.8.7) 
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Untuk solusi yang kedua ini dapat juga ditulis dalam notasi hypergeometrik yaitu  

 
cn

n n

nncc x
cn

cbca
xxccbcaFxy 





 



 1

1

11

2
)2(!

)1()1(
);2;1,1(  

Jika c adalah sebuah bilangan integer, maka solusi yang benar adalah salah satu dari 

solusi diatas solusi (2.8.6) atau (2.8.7) tapi harus melibatkan penyebut lain nol. 

Sebagai contoh, jika c = 5, dan kemudian untuk solusi (1.7), 

nnnc )3()52()2(  dan untuk n ≥ 4, (-3)n = 0, dari (-3)4 = (-3)(-2)(-1)(0) = 0. 

 

 

 

 

 

 

 

BAB III 

 

PEMBAHASAN 

 

 

 Dalam bab ini akan dijelaskan bagaimana mencari solusi persamaan 

diferensial orde dua dengan koefisien polinomial menggunakan Algoritma Petkovšek. 

Sebelumnya akan dijelaskan terlebih dahulu ruang vektor dari fungsi-fungsi untuk 

mengetahui polinomial-polinomial yang bebas linier atau tak bebas linier yang 
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nantinya akan diterapkan  pada persamaan indisial yang semua solusinya bebas linier 

serta persamaan type hypergeometrik untuk mencari semua solusi hypergeometrik 

dari persamaan diferensial orde dua dengan koefisien polinomial, yang kesemuanya 

itu berperan penting terhadap Algoritma Hyper yang merupakan Algoritma dasar dari 

Algoritma Petkovšek. 

 

3.1.   Ruang Vektor dari Fungsi-Fungsi 

  

Untuk menentukan suatu himpunan vektor dalam R
n
 bebas linier atau tidak, kita 

harus menyelesaikan sistem persamaan linier homogen. Situasi yang serupa berlaku 

untuk ruang vektor Pn. 

3.1.1  Ruang Vektor Pn 

Untuk memeriksa polinom-polinom p1(x), p2(x), . . . , pk(x) bebas linier atau 

tidak, akan diterapkan  

   c1p1(x), c2p2(x), . . . , ckpk(x) = z(x)       (3.1.1.1) 

dimana z menyatakan polinom nol. 

   z(x) = 0x
n – 1

 + 0x
n – 2

 + . . . + 0x + 0 

 Jika polinom diruas kiri persamaan (3.1.1.1) ditulis kembali dalam bentuk a1x
n – 1

 + 

a2x
n – 2

 + . . . + an – 1x + an, maka karena dua polinom adalah sama jika dan hanya jika 

koefisien-koefisiennya sama, ini berarti bahwa semua koefisien ai harus sama dengan 
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0. Tetapi setiap ai adalah sebuah kombinasi linier dari cj. Ini akan menjadi sebuah 

sistem linier homogen dengan peubah-peubah c1, c2, . . . , ck. Jika sistem ini memiliki 

penyelesaian trivial, maka polinom-polinom p1, p2, . . . , pk adalah bebas linier; jika 

tidak demikian, p1, p2, . . . , pk bergantung linier. 

Contoh 3.1.1.1 

Untuk memeriksa apakah vektor-vektor  

,32)( 2

1  xxxp

 

,82)( 2

2  xxxp ,78)( 2

3  xxxp  

Adalah bebas linier, akan ditetapkan 

  000)()()( 2

332211  xxxpcxpcxpc    

Maka   000)78()82()32( 22

3

2

2

2

1  xxxxcxxcxxc

 

Dengan mengelompokan suku-suku berdasarkan pangkat dari x, maka akan diperoleh 

000)783()82()2( 2

321321

2

321  xxcccxcccxccc  

Dengan menyamakan koefisien-koefisiennya maka akan diperoleh sistem 

    02 321  ccc  

            082 321  ccc  

             0783 321  ccc  
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Matriks koefisien dari sistem diatas adalah dengan determinan 

matrik ini adalah 0 maka matrik tersebut singular dan dengan demikian terdapat 

penyelesaian-penyelesaian tak trivial. Oleh karena itu p1, p2 dan p3 bergantung linier. 

 

3.1.2  Ruang Vektor C
(n – 1)

[a, b] [3] 

Dalam contoh 3.1.1.1 telah digunakan determinan untuk memeriksa bebas linier atau 

tak bebas linier dalam R
3
. Determinan dapat juga digunakan untuk membantu 

memutuskan apakah himpunan n vektor adalah bebas linier dalam C
(n – 1)

[a, b]. 

Misalkan nfff ,...,, 21  elemen-elemen dari C
(n – 1)

[a, b]. Jika vektor-vektor ini 

bergantung linier, maka terdapat scalar-skalar nccc ,...,, 21  yang tidak nol semua 

sehingga  

   0)(...)()( 2211  xfcxfcxfc nn        (3.1.2.1) 

Untuk setiap x dalam [a, b] dengan a,b adalah bilangan riil. Dengan mengambil 

derivatif terhadap x dari kedua ruas dari persamaan (3.1.2.1) akan menghasilkan  

   0)('...)(')(' 2211  xfcxfcxfc nn  

Jika dilanjutkan mengambil derivatif dari kedua ruas, maka akan berakhir dengan 

sistem  
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   0)(...)()( 2211  xfcxfcxfc nn  

        0)('...)(')(' 2211  xfcxfcxfc nn  

     . 

     . 

     . 

        0)(...)()(
)1()1(

22

)1(

11 


xfcxfcxfc
n

nn

nn
 

Untuk setiap x yang tetap dalam [a, b], persamaan matrik 

 f1(x) f2(x)   . . .     fn(x)  α1        0   

         )('1 xf   )('2 xf     . . .   )(' xfn    α2              0 

 .      .         . 

 .      .        =        .           (3.1.2.2) 

 .        .           . 

      )(
)1(

1 xf
n

   )(
)1(

2 xf
n

  . . .  )(
)1(

xf
n

n


  αn             0 

Akan memiliki penyelesaian tak trivial yang sama yaitu T

nccc ),...,,( 21 . Jadi jika 

nfff ,...,, 21   bergantung linier dalam C
(n – 1)

[a, b], maka untuk setiap x yang tetap 

dalam [a, b], matriks koefisien dari sistem (3.1.2.2) adalah singular. Jika matriks 

koefisien ini singular, maka determinannya adalah nol. 

Definisi 3.1.2.1 [3] 
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Misalkan nfff ,...,, 21  adalah fungsi-fungsi dalam C
(n – 1)

[a, b] dan akan 

mendefiniskan W[ nfff ,...,, 21 ](x) dalam [a, b] dengan a, b adalah bilangan riil untuk  

                  f1(x)       f2(x)      . . .    fn(x)  

W[ nfff ,...,, 21 ](x) =    )('1 xf   )('2 xf     . . .   )(' xf n  

                  )(
)1(

1 xf
n

   )(
)1(

2 xf
n

  . . .  )(
)1(

xf
n

n


 

Fungsi W[ nfff ,...,, 21 ](x) disebut dengan Wronskian dari nfff ,...,, 21 . 

 

Teorema 3.1.2.2 [3] 

Misalkan nfff ,...,, 21  adalah elemen-elemen dari C
(n – 1)

[a, b]. Jika terdapat satu titik 

x0 dalam [a, b] sehingga W[ nfff ,...,, 21 ](x0) ≠ 0, maka nfff ,...,, 21  bebas linier 

Bukti  

Jika nfff ,...,, 21  bergantung linier, maka matrik koefisien dalam (3.1.2.2) akan 

menjadi singular untuk setiap x dalam [a, b] dan dengan demikian W[ nfff ,...,, 21 ](x) 

akan identik dengan fungsi nol dalam [a, b]. 

Contoh 3.1.2.3 

Akan ditunjukan bahwa e
x
 dan e

-x
 bebas liner dalam C(-∞, ∞). 
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Penyelesaian  

  e
x
  e

-x 

W[e
x
,  e

-x
]  =    e

x
 -e

-x
    =  - 2 

Karena W[e
x
,  e

-x
]  tidak identik dengan nol, maka e

x
 dan e

-x
 bebas liner. 

Contoh 3.1.2.4 

Akan ditunjukan bahwa vektor-vektor 1, x, x
2
 bebas linier dalam P3. 

Penyelesaian 

      1   x x
2
   

 

W[1, x, x
2
, x

3
] =   0   1 2x   = 2 

      0   0 2 

Karena W[1, x, x
2
, x

3
] ≠ 0, maka vektor-vektor tersebut bebas linier. 

 

3.2.   Persamaan Indisial 

Sebelum menjelaskan definisi dari persamaan indisial akan dijelaskan terlebih dahulu 

definisi titik singular dan titik singular teratur. 

 

Definisi 3.2.1 
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Untuk x = a adalah titik singular persamaan diferensial berikut  

   0)(')(")( 310  yxPyxPyxP                (3.2.1) 

Dimana Pi(x) adalah polinom-polinom akan menghasilkan bahwa P0(a) = 0. 

Contoh 3.2.1 

Untuk persamaan diferensial berikut 

   02')(" 22  yyxxyx  

Adalah mempunyai titik singular di x = 0 karena P0(0) = 0 dimana P0(x) = x
2
. 

Definisi 3.2.2 

Titik singular x = a dari persamaan (3.2.1) disebut teratur apabila persamaan (3.2.1) 

diubah dalam bentuk  

   0
)(

)(
'

)(

)(
"

2

21 





 y
ax

xR
y

ax

xR
y  

 Dimana R1(x) dan R2(x) dapat diekspansikan dalam deret Taylor disekitar x = a. 

Contoh 3.2.2 

Untuk persamaan diferensial berikut 

03'2")1(  yxyyx  
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x = - 1 adalah titik singular karena P0(-1) = 1 + (-1) = 0. Jika persamaan diferensial 

diatas diubah dalam bentuk 

   0
)1(

)1(3
'

)1(

2
"

2








 y

x

x
y

x

x
y  

Ekspansi Taylor dari masing-masing R1(x) dan R2(x) disekitar x = -1 adalah  

  R1(x) = 2x = 2(x + 1) – 2 dan R2(x) = -3(x + 1) 

Jadi, x = -1 adalah titik singular yang teratur. 

Contoh 3.2.3 

Untuk persamaan diferensial 0'" 23  yyxyx  

Mempunyai x = 0 adalah titik singular karena P0(0) = (0)
2 

= 0. Jika persamaan 

diferensial diatas diubah dalam bentuk 

   0

1

'
1

"
2

 y
x

xy
x

y  

Ekspansi Taylor dari masing-masing R1(x) dan R2(x) disekitar x = 0 adalah  

  R1(x) = 1 dan    R2(x) = 1/x 

Untuk R2(x) = 1/x  tidak dapat diekspansikan dalam deret Taylor disekitar x = 0. Jadi, 

x = 0 adalah bukan titik singular yang teratur. 
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Untuk x = 0 adalah titik singular yang teratur dari persamaan (3.2.1) akan terdapat 

suatu penyelesaian deret yang berbentuk 

  ......2

2

1

10

0

 




 nm

n

mmm

n

n

n

m xAxAxAxAxAxy         (3.2.2) 

Dengan A0 ≠ 0 maka disini akan ditentukan m dan A sehingga nantinya persamaan 

(3.2.2) memenuhi persamaan (3.2.1) 

Contoh 3.2.4 (selisih akar adalah bukan bilangan bulat) 

Akan diselesaikan dalam bentuk deret untuk persamaan diferensial berikut 

    03')1("2  yyxxy  

Disini x = 0 adalah titik singular yang teratur. Akan disubstitusikan  

......2

2

1

10   nm

n

mmm xAxAxAxAy  

...)(...)2()1(' 11

21

1

0   nm

n

mmm xAnmxAmxAmxmAy  

...))(1(...)2)(1()1()1(' 2

2

1

1

2

0   nm

n

mmm xAnmnmxAmmxAmmxmAmy

 

Kepersamaan persamaan diferensial yang diketahui, diperoleh 

0.......])2()122)([(...

])4()32)(2[(])3()12)(1[()12(

1

1

1

0201

1

0











nm

nn

mmm

xAnmAnmnm

xAmAmmxAmAmmxAmm

 

                        (3.2.4.1) 
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Karena A0 ≠ 0, koefisien suku pertamanya akan lenyap asalkan m(2m – 1) = 0, yaitu 

m = 0 atau m = ½. Akan tetapi, tanpa memperhatikan m, semua suku setelah suku 

pertama akan lenyap asalkan A memenuhi formula rekursi 

  1,
)122)((

)2(
1 




  nA

nmnm

nm
A nn  

Jadi, deretnya 

   








 2

0
)32)(12)(2)(1(

)4)(3(

)12)(1(

3
1[ x

mmmm

mm
x

mm

m
xA m

  

        .....]
)52)(32)(12)(2)(1(

)5)(4( 3 



x

mmmmm

mm
      (3.2.4.2) 

Memenuhi persamaan  

  
1

0)12(3')1("2  mxAmmxx        (3.2.4.3) 

Ruas kanan pada persamaan (3.2.4.3) akan nol, jika m = 0 atau m = ½. Jika m = 0, 

dari (3.2.4.2) akan diperoleh penyelesaian khusus (A0 = 1), 

  ..........
3

2
231 32

1  xxxy  

Dan jika untuk m = ½ dengan A0 = 1, penyelesaian khususnya adalah 

  ..........
80

11

40

21

6

7
1( 32

2  xxxxy  
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Penyelesaian lengkapnya dengan demikian 

21 ByAyy   

)..........
80

11

40

21

6

7
1(()..........

3

2
231( 3232  xxxxBxxxAy   

Koefisien pangkat x yang yang paling rendah dalam persamaan (3.2.4.1), (juga, 

koefisien pada ruas kanan (3.2.4.2)), berbentuk f(m)A0. Persamaan f(m) = 0 disebut 

Persamaan Indisial. Penyelesaian yang bebas linier y1 dan y2 diatas, sesuai dengan 

akar-akar yang berbeda m = 0 dan m = ½ dari persamaan. 

Akar-akar peramaan indisial bisa berupa; 

1. Tidak sama dan selisihnya bukan bilangan bulat 

2. Sama  

3. Tidak sama dan selisihnya adalah bilangan bulat 

Keadaaan untuk yang pertama telah dijelaskan dengan contoh 3.2.4 . 

Apabila akar-akar persamaan indisial m1 dan m2 sama, penyelesaian yang sesuai akan 

identik. Penyelesaian lengkapnya diperoleh sebagai 

   11 mmmm
dm

d
BAy 


  



 

 

48 

 

Apabila kedua akar persamaan indisial itu m1 < m2 dan selisihnya adalah bilangan 

bulat akar yang lebih besar m2 selalu menghasilkan suatu penyelesaian sedangkan 

akar yang lebih kecil m1 mungkin menghasilkan mungkin juga tidak. Dalam keadaan 

yang terakhir, ambil A0 = B0(m1 – m2) dan diperoleh penyelesaian khusus sebagai  

   11 mmmm
dm

d
BAy 


  

Sekarang akan diambil dua contoh masing-masing akar dari persamaan indisialnya. 

Contoh 3.2.5 (akar sama) 

Akan menyelesaikan persamaan diferensial berikut 

   0'"  yyxy  

Disini x = 0 adalah titik singular yang teratur. Akan disubstitusikan  

......2

2

1

10   nm

n

mmm xAxAxAxAy  

...)(...)2()1(' 11

21

1

0   nm

n

mmm xAnmxAmxAmxmAy  

...))(1(...)2)(1()1()1('' 2

2

1

1

2

0   nm

n

mmm xAnmnmxAmmxAmmxmAmy

 

Kepersamaan persamaan diferensial yang diketahui, diperoleh 

0.......])[(

......])2[(])1[(

1

1

2

1

12

2

01

21

0

2











nm

nn

mmm

xAAnm

xAAmxAAmxAm
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Semua suku kecuali yang pertama akan lenyap jika A1,  A2, . . . memenuhi persamaan 

rekursi 

1,
)(

1
12




  nA
nm

A nn  

Jadi, 

 ......)
)3()2()1(

1

)2()1(

1

)1(

1
1( 3

22

2

2220 








 x
mmm

x
mm

x
m

xA m

 

Memenuhi  

   
1

0

2'"  mxAmx
                   (3.2.4.4) 

Akar-akar persamaan indisial adalah m = 0, 0. Dengan demikian terdapatlah hanya 

satu deret penyelesaian yang memenuhi dengan m = 0. Tetapi, dengan 

memperhatikan y sebagai suatu fungsi variabel bebas x dan m. 
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Dan dengan menurunkan persamaan (3.2.4.4) secara parsial terhadap m, diperoleh  
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Dari persamaan (3.2.4.4) dan (3.2.4.5) mengakibatkan  
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Dan penyelesaian lengkapnya adalah 
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Contoh 3.2.6 (selisih akar adalah bilangan bulat) 

Akan menyelesaikan persamaan diferensial berikut 

   0'3"  xyyxy  

Disini x = 0 adalah titik singular yang teratur. Akan disubstitusikan  
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Kepersamaan persamaan diferensial yang diketahui, diperoleh 
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Diperoleh akar-akar persamaan indisial adalah m1 = 0 dan m2 = 4 dan diperoleh 

keadaan khusus yang telah disinggung sebelumnya, karena selisih kedua akar itu 

adalah suatu bilangan bulat. Diambil A1 = 0 dan dipilih yang lain agar memenuhi 

formula rekursi berikut 
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Jelas bahwa hubungan ini menghasilkan nilai-nilai yang berhingga, jika m = 4 akar 

yang lebih besar tetapi jika m = 0, A4 → ∞. Karena akar m = 0 memberikan kesulitan, 

A0 diganti B0(m – 0) = B0m dan akan dicatat dideret berikut 
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Memenuhi persamaan diferensial berikut 
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Karena ruas kanannya mengandung faktor m
2
, yang diikuti oleh argumen yang 

dikerjakan pada contoh 3.2.6 yaitu ψ  dan m


, dengan m = 0, adalah penyelesaian 

persamaan diferensial yang diketahui. Didapatkan 
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Akan menggunakan akar m = 0, dengan B0 = 1, didapatkan 
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Dan penyelesaian lengkapnya adalah 
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 3.3.   Persamaan Type Hypergeometrik 

     Persamaan Type Hypergeometrik adalah suatu persamaan diferensial orde dua 

dimana persamaan tersebut dapat dicari solusi persamaan diferensial dengan metode 

deret pangkat, dari solusi deret pengkat terakhir inilah dengan menerapkan fungsi 

faktorial didapat solusi yaitu berupa fungsi hypergeometrik. Untuk lebih jelasnya 

akan diambil beberapa contoh persamaan diferensial yang merupakan persamaan type 

hypergeometrik. 

Contoh 3.3.1 

Untuk contoh 3.2.1 akan diambil suatu persamaan diferensial yang merupakan bagian 

dari persamaan hypergeometrik gauss yaitu Konfluensi Persamaan Hypergeometrik. 

Bentuk umum dari konfluensi persamaan hypergeometrik adalah sebagai berikut 
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    0')(''  ayyxcxy                     (3.3.1.1) 

Karena persamaan diatas merupakan bagian dari persamaan hypergeometrik maka 

juga punya titik tunggal/singularitas di x = 0 dengan nol dan (1 – c) adalah akar dari 

persamaan diatas. Persamaan (3.3.1.1) disebut dengan persamaan konfluensi 

hypergeometrik. Jika c tidak integer maka dengan mengambil 
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Dengan mengambil akar nol dan titik titik tunggal tetap yaitu x = 0 persamaan 

(3.3.1.1) menjadi 
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index pengganti koefisien x
n
 jadi x

n-1
 dipersamaan (3.3.1.2) didapat 
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dan kemudian diperoleh bahwa b0 adalah sembarang dan untuk n ≥ 1, 
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bn ,  

Dengan hubungan balik dari atas untuk n ≥ 1diperoleh, 

0
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nccccn

naaaa
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


                      (3.3.1.4) 

Persamaan (3.3.1.4) dapat disederhanakan dengan menggunakan fungsi factorial, 

kemudian persamaan (3.3.1.4) dapat juga ditulis sebagai berikut; 

    0
)(!

)(
b

cn

a
b

n

n
n   

Pilih b0 = 1 karena mengambil akar x = 0 dan disini kita dapat peroleh solusi 

persamaan hypergeometrik sebagai berikut;   

Didalam notasi fungsi faktorial bahwa solusi untuk persamaan (3.3.1.1) adalah  
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1
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1                          (3.3.1.5) 

berlaku untuk semua x yang terbatas. 
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Pada (3.3.1.5), barisannya hanya punya satu parameter pembilang yaitu a dan satu 

parameter penyebut yaitu c. pada persamaan (3.3.1.6) ada dua parameter pembilang 

yaitu a dan b serta satu parameter penyebut yaitu c. Pada persamaan (3.3.1.5) dapat 

juga kita tulis dalam notasi seperti berikut 
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Dengan subscripts sebelun dan sesudah dari F  menotasikan nomor parameter 

pembilang dan penyebut, analog juga pada persamaan (3.3.1.6) dapat juga ditulis 

menjadi );;;(12 xcbaF . 

Untuk persamaan (3.3.1.1) dengan akar yang lain yaitu (1 – c). Kita ambil  
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pada persamaan (2.1) untuk menemukan solusi kedua dengan akar (1 – c) sama 

dengan menentukan solusi dengan akar nol, dengan mengambil persamaan (3.3.1.2) 

dan mengambil akar (1 – c) 
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dan kemudian diperoleh bahwa d0 adalah x
1- c

 dan untuk n ≥ 1, 
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Agar mempermudah untuk pencarian fungsi faktorialnya bentuk diatas akan diubah 

sebagai berikut 
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Dengan hubungan balik dari atas untuk n ≥ 1diperoleh, 
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Maka didapatlah solusi kedua dengan akar (1 – c) yaitu sebagai berikut 
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Untuk solusi yang kedua ini dapat juga ditulis dalam notasi fungsi hypergeometrik 

yaitu  

   );2;1(11
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2 xccaFxy c    

Contoh 3.3.2 

Contoh berikut akan diselesaikan dengan metode yang sama dengan persamaan 

konfluensi hypergeometrik dengan mengambil Persamaan Legendre sebagai 

persamaan diferensial yang mempunyai solusi fungsi hypergeometrik. Adapun 

bentuk umum dari persamaan Legendre sebagai berikut; 

0)1('2'')1( 2  ynnxyyx        (3.3.2.1) 

Mulai dengan mengambil titik tunggal x = 1 dan misalkan x – 1 = v dari persamaan 

(4.1) berubah menjadi sebagai berikut 
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vv       (3.3.2.2) 

Di v = 0, persamaan (3.3.2.2) punya akar persamaan yaitu c = 0, dengan ambil  
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Karena di v = 0 maka persamaan (3.3.2.2) dapat disederhanakan dengan mengambil 

masing-masing deret pangkat yang telah ada diatas. 
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dan kemudian diperoleh bahwa a0 adalah sembarang dan untuk k ≥ 1, 
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Maka akan diperoleh, 
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Dengan mengambil (1)k = k!, maka bentuk diatas senantiasa 
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Dan pilih a0 = 1dan disini kita dapat peroleh solusi persamaan yang akan diubah 

kebentuk fungsi hypergeometrik sebagai berikut; 
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Karena x – 1 = v, maka solusi diatas berubah menjadi 
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Maka diubah kebenntuk fungsi hypergeometrik adalah sebagai berikut; 
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Untuk persamaan (3.3.2.1) dengan akar yang lain yaitu (c - 2). Kita ambil saja 
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pada persamaan (3.3.2.1) untuk menemukan solusi kedua dengan akar (c - 2) sama 

dengan menentukan solusi dengan akar nol, dengan mengambil persamaan (3.3.2.3) 

dan mengambil akar (c - 2) 
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dan kemudian diperoleh bahwa a0 adalah sembarang dan untuk n ≥ 1, 
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Maka akan diperoleh, 

   
0

)(2

)1()2()1(
a

c

cncn
a

k

k

kk

k

k




 

Dan pilih a0 = 1 dan disini kita dapat peroleh solusi persamaan yang akan diubah 

kebentuk fungsi hypergeometrik sebagai berikut; 
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Karena x – 1 = v, maka solusi diatas berubah menjadi 
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Maka diubah kebenntuk fungsi hypergeometrik adalah sebagai berikut; 

   )1;;12,2(2 xcncnFy   

Dari kedua contoh diatas jelaslah bahwa persamaan konfluensi hypergeometrik dan 

persamaan Legendre merupakan persamaan type hypergeometrik. 
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Persamaan type hypergeometrik merupakan langkah awal timbulnya Algoritma 

HYPER. Setelah ini akan dibahas tentang Algoritma HYPER lebih lanjut. 

 

3.4.   Algoritma Dasar (Algoritma HYPER) [4] 

 Disini akan membahas tentang algoritma dasar dari algoritma Petkovšek dalam 

mencari solusi hypergeometrik dari persamaan diferensial linear. Ada tiga langkah 

yang mendasar dari algoritma ini. 

Langkah 1. (Mencari Formula Rekursi ) 

Langkah ini dimulai dari persamaan diferensial linear homogen dengan bentuk seperti 

dibawah ini, 

    0)()(

0 0



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 
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xyxp i
r

i

d

j

j

ij

i

           (3.4.1) 

Dengan mengasumsikan koefisien pid jika diturunkan 0 atau dengan kata lain adalah 

suatu konstanta. Deret pangkat diatas bertujuan agar solusi 

 


0
)(

n

n

n xfxy berdasar persamaan (3.4.1). Kemudian disubstitusikan f 

kepersamaan (3.4.1) dan persamaan koefisien dari x
n
. Ini sangat popular dalam 

mendapatkan sebuah masalah linear dengan koefisien polinomial. Maka akan 

diperoleh, 



 

 

67 

 

   0)1)...((
0 0

 
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          (3.4.2) 

Berlaku untuk semua n, dengan fk = 0 untuk k < 0.  

Langkah 2. (Mencari Polinomial-Polinomial Monic) 

Diberikan persamaan linear seperti bentuk (3.4.2) dengan koefisien di Q[n] berupa 

bilangan aljabar Z dan tiga polinomial monic A(n), B(n), dan C(n) di Q[n] maka 

solusi yang bersesuaian dengan persamaan (3.4.2) berupa 

    nn fnCnZAfnCnB )1()()()( 1             (3.4.3) 

Untuk masing-masing element dari {(Zp, Ap, Bp, Cp)}, kita harus menghitung nilai 

pertama dari barisan. Misalkan A(n0 + k), B(n0 + k), C(n0 + k) untuk setiap k ≥ 0. 

Kemudian untuk sebarang konstanta K, maka berupa barisan 
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nn

n  



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Memenuhi persamaan (3.4.2) untuk semua n ≥ n0 + M. 

Jika n > 0, kita masih harus menentukan f0, . . ., 10nf . Untuk mendapatkan nilai ini, 

kita tulis sistem linear dari n0 persamaan diperoleh dengan menentukan n = M, . . ., M 

+ n0 – 1 pada persamaan (3.4.2) dan menyelesaikan sistem ini untuk f0, . . ., 10nf  dan 

K. Jika dimensi dari solusi lebih besar dari 1, kemudian kita bisa memisahkan solusi 
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dengan syarat terbatas. Catatan bahwa dimensi dari solusi mungkin juga 0, ketika 

A(n0 – 1) = 0. Dalam kasus ini koefisien sisa dari persamaan (3.4.2) hilang di n = n0 + 

M – 1.  

 Setelah masing-masing element dari {(Zp, Ap, Bp, Cp)} selesai, maka kita punyai 

keluarga solusi  dengan dua tipe: 

    naf pnpn  0,{ ,, < },0; ,0,,0 nnfn ppnp   
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Untuk sebarang konstanta an,p.  

Langkah 3. (mendapatkan solusi hypergeometrik berdasarkan polynomial 

monicnya) 

Kita masuk kelangkah ini dengan barisan un adalah suatu kombinasi linier (dimana 

koefisien mungkin bisa sekedar simbol) dari bagian hypergeometrik dari type yang 

ada. Kita sekarang menghitung jumlah terbatas dari 0 sampai tak hingga (infinity) 

pada unx
n
. Catatan bahwa penjumlahan yang terbatas dari hubungan barisan untuk  

z = 1. 
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 Jelas bahwa barisan dari type yang pertama sebelumnya berkorespondensi ke 

solusi polinomial dari persamaan (3.4.1). Untuk membagi solusi dari type kedua, kita 

tulis lagi untuk A(n) =   )( in  , B(n) =   )( jn  , dan C(n + n0) = 

 


)(deg

0
)1)...(1(

C

i i

n

innnc  dan kemudian akan dilihat koresponden dari deret 

berikut, 
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Dimana 
dx

d
x , dA = degn(A), dB = degn(B), dC = degn(C). Pernyataan ini dapat 

mengurangi (reduce) untuk sebuah kombinasi linier dari deret hypergeometrik 

dengan koefisien polinomial dengan formula biasa untuk menurunkan sebuah deret 

hypergeometrik. 

Untuk lebih jelasnya akan diberikan contoh dengan menggunakan algoritma diatas 

Contoh 3.4.1 

Akan diselesaikan persamaan diferensial berikut 

    023'')( 2  yyyxx
 

Disini x = 0 adalah titik singular yang teratur. Akan disubstitusikan  
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Langkah 1. 

Untuk masing-masing 
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Maka diperoleh, 
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Maka formula rekursi diperoleh 
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0))1()(3)1(())1()(4)1(( 1   nn AnmnmAnmnm  

0)1)(2()1)(3( 1   nn AnmnmAnmnm  

Langkah 2. 
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Maka diperoleh polynomial monic yaitu  

A(n) = (m + n – 2), B(n) = (m + n – 3), C(n) = 1, C(n + 1) = 1 dan Z = 1 

Langkah 3.  
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Dari sini diperoleh solusi yang dinginkan yaitu 

    );1;2();1;2( 11 xmmFxmmhypergeomy 
 

Teorema 3.1.1. [4] 

Misalkan H(x) ruang vektor dari deret hypergeometrik di x atas Q, kemudian langkah 

1 – 3 memperoleh sebuah basis dari solusi (3.1) dalam ruang vektor Q[x]H(x). 

Bukti. 

Ambil S = {F1(x),. . .,Fk(x)} merupakan himpunan solusi yang diperoleh dari 

algoritma. Ini jelas bahwa dari deskripsi algoritma bahwa )(][ xHxQS  . Bahwa S 

adalah bebas linier mengikuti arti sebuah kombinasi linier dari Fi kedalam suatu 

kombinasi linier dari koefisien barisan. Hal terakhir untuk membuktikan bahwa 

sebarang solusi termasuk Q[x]H(x) dapat dituliskan sebagai suatu kombinasi linier 

dari Fi. Ambil F sebuah solusi di Q[x]H(x). Kemudian terdapat sebuah bilangan 

integer positif N demikian sehingga untuk n ≥ N, koefisien dari barisan Taylor dari F 

adalah suatu kombinasi linier dari barisan hypergeometrik sesuai dengan persamaan 

(3.2) . Kita bisa mengelompokan bersama barisan yang punya rasio adalah fungsi 

rasional dari indexnya. Kemudian masing-masing barisan hypergeometrik juga 

merupakan solusi dari persamaan (3.2) dan demikianlah bukti selesai. 

   

3.5.   Algoritma Petkovšek [4] 
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 Dalam bagian ini kita menyelidiki modifikasi (perubahan) yang simpel dari 

algoritma sebelumnya yang disebut dengan algoritma petkovšek, algoritma ini adalah 

generalisasi dari algoritma dasar (Algoritma HYPER) yang dapat digunakan dalam 

tingkat yang lebih besar. Ada dua langkah yang mendasar dari algoritma ini. 

Langkah 1. (Mencari Titik-Titik Singular)  

Bentuk umum persamaan diferensial yang dapat diterapkan untuk algoritma 

Petkovšek adalah sebagai berikut 

     



r

i

ii

ii xyxx
0

)( 0)()(   

Dalam hal ini diambil r = 2, untuk i  dan i  adalah konstanta rasional sebarang. 

maksud dari persamaan diatas bahwa bisa juga bentuk khas seperti berikut 

     0)()()( )1()(   xyxybax rr

           (3.5.1) 

Dengan a dan b adalah konstanta rasional sebarang. titik x = 0 adalah selalu 

merupakan titik singular. Pada intinya, ini tidak bisa digunakan untuk mencari solusi 

dari persamaan type hypergeometrik ketika 0 bukan merupakan akar yang mewakili 

koefisien-koefisien dari persamaan diferensial. Algoritma ini untuk mencari semua 

solusi hypergeometrik dari persamaan diferensial linier dengan yang pertama 

mengganti variabel x dengan x – α dimana α adalah akar yang mewakili koefisien dari 

persamaan diferensial.  
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 Dari persamaan (3.5.1) lebih dikhususkan lagi jika m > 1 maka persamaan akan 

berupa 

    




 
mr

rj

jjmr

j

m

j

r xyxbxaxy
1

)()( 0)()()(

 

Persamaan diatas jika ditemui kasus yang khusus dan x = 0 masih merupakan titik 

singular. Pada operasi lain yang mencari titik singularitas dan menghitung persamaan 

indisialnya. Lalu untuk masing-masing akar c dari persamaan indisial kita ganti 

dengan fungsi yang tidak diketahui )(xy  kedalam )(xuxc  dan mencari solusi 

hypergeometriknya. Dalam mendapatkan solusi hypergemetrik bisa dituliskan 

sebagai type ini yaitu )(.; xFx pq


dengan α merupaka akar dari persamaan diferensial 

yang diketahui. 

Langkah 2. (Mereduksi Orde) 

Yang menarik dari algotima Petkovšek ini adalah dengan mereduksi orde dari 

persamaan diferensial. Salah satu solusi dari persamaan diferensial yang telah 

diperoleh, ini memungkinkan untuk direduksi order dengan mengganti fungsi yang 

tak diketahui. Menurut algoritam ini dengan aplikasi rekursi akan mendapatkan solusi 

yaitu hasi kali dari fungsi yang tidak diketahui itu dengan fungsi hypergeometrik. 

Untuk mencari reduksi orde dapat digunakan dengan cara berikut; 

Jika terdapat persamaan diferensial berikut 
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    ),()(

0

xyxbxa nr
r

i

ii 











 dengan r ≠ 0, r < n dan n > 1 

Maka untuk reduksi orde adalah n – r.  

Akan disajikan beberapa contoh untuk reduksi orde dari persamaan diferensial 

berikut; 

 0)(45)('
2

45
207)(''

2

39

4

567
)('''3

4

81 223 

























 xyxyxxyxxyxx  

Dapatlah dilihat bahwa persamaan diatas mempunya reduksi orde 1 karena pada 

persamaan )('''3
4

81 23 xyxx 







  dapat diubah kebentuk )('''3

4

81 2 xyxx 







  maka dari 

sinilah reduksi orde 1 diperoleh. 

 0)(2)(')1310()('')8157()(''')2( 223  xyxyxxyxxxyxxx  

Dapatlah dilihat bahwa persamaan diatas mempunya reduksi orde 2 karena pada 

persamaan )(''')2( 23 xyxxx   dapat diubah kebentuk )(''')12( 2 xxyxx   maka 

dari sinilah reduksi orde 2 diperoleh. 

 0)(3)(')('')2( 2  xyxxyxyxx  
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Dapatlah dilihat bahwa persamaan diatas mempunya reduksi orde 1 karena pada 

persamaan )('')2( 2 xyxx   dapat diubah kebentuk )('')2( xxyx   maka dari sinilah 

reduksi orde 1 diperoleh. 

 0)(9)('5)('')82( 2  xyxxyxyxx  

Dapatlah dilihat bahwa persamaan diatas tidak mempunya reduksi orde karena pada 

persamaan )('')82( 2 xyxx   dapat diubah kebentuk )('')82( 02 xyxxx   maka 

dari sinilah tidak ada reduksi orde yang diperoleh disebabkan r = 0. 

 

3.6.   Solusi Persamaan Diferensial dengan Algoritma Petkovšek 

   Disini akan diselesaikan beberapa persamaan diferensial khususnya persamaan 

diferensial orde dua dengan koefisien polinomial menggunakan Algoritma Petkovšek. 

Adapun persamaan diferensial yang dimaksud adalah sebagai berikut: 

 

Contoh 3.6.1 

Akan diselesaikan persamaan diferensial 0)(3)(')('')2( 2  xyxxyxyxx dengan 

Algoritma Petkovšek. 

Langkah 1. 
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0)(3)(')('')2( 2  xyxxyxyxx mempunyai titik singular di x = 0 dan x = 2  

karena P0(x) = x
2
 – 2x dan P0(x) = 0 maka x

2
 – 2x = 0 → x(x – 2) = 0. 

Langkah 2. 

Selanjutnya akan dicari reduksi orde dari persamaan diferensial yang diketahui yaitu  

    0)(3)(')('')2( 2  xyxxyxyxx  

Dapatlah dilihat bahwa persamaan diatas mempunya reduksi orde 1 karena pada 

persamaan )('')2( 2 xyxx   dapat diubah kebentuk )('')2( xxyx   maka dari sinilah 

reduksi orde 1 diperoleh. Maka menurut Algoritma ini untuk persamaan )(' xxy  

keluar dari persamaan tersebut dan nantinya solusi dari persamaan diferensial )(' xxy  

dikalikan dengan semua solusi hypergeometriknya. Maka persamaan diferensial yang 

akan dicari solusi hypergeometrik hanya berupa 0)(3)('')2( 2  xyxyxx . 

Sekarang akan dicari solusi hypergeometrik dengan titik singular x = 0 maka akan 

diambil  

......2

2

1

10   nm

n

mmm xAxAxAxAy  

...)(...)2()1(' 11

21

1

0   nm

n

mmm xAnmxAmxAmxmAy  

...))(1(...)2)(1()1()1('' 2

2

1

1

2

0   nm

n

mmm xAnmnmxAmmxAmmxmAmy

 

Kemudian disubstitusikan untuk 
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...))(1(...)2)(1()1()1('' 2

2

1

10

2   nm

n

mmm xAnmnmxAmmxAmmxmAmyx

 

  ...)2)(1()1()1[(2''2 1

21

1

0

mmm xAmmxAmmxmAmxy
 

...]))(1( 1  nm

n xAnmnm  

...]...[33 2

2

1

10   nm

n

mmm xAxAxAxAy  

Maka dari sini diperoleh 

  1

2110

1

0 ])2)(1(2)3)1([(])1(2)3)1([()1(2 mmm xAmmAmmxAmmAmmxAmm

 

0])1)((2}3)1)(2[{(....... 1

1  



nm

nn xAnmnmAnmnm  

Dapat dilihat bahwa akar-akar persamaan indisialnya adalah m1 = 0  dan m1 = 1 

ternyata selisih kedua akar tersebut adalah bilangan bulat. Diambil A1 = 0 dan agar 

memenuhi formula rekursi berikut; 

   nn AnmnmAnmnm )1)((2}3)1)(2( 1    

Atau  1}3)1)(2()1)((2  nn AnmnmAnmnm  

Maka  1,
)1)((2

3)1)(2(
1 




  nA

nmnm

nmnm
A nn  

Kemudian akan dicari polinomial-polinomial monic dari formula rekursif diatas 
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   1
)1)(11(2

3)1)(11(





 nn A

nmnm

nmnm
A  

   1
)()1(2

3)()1(





 n

nn

n

nn
n A

mm

mm
A  

   1
)()1(2

3

)()1(2

)()1(








 n

nn

n

nn

n

nn
n A

mmmm

mm
A  

   1
)()1(2

3

)1(2

)1(








 n

nn

n

n

n

n

n
n A

mmm

m
A  

A1(n) = (m + n – 2), B1(n) = (m + n ), C1(n) = 1, C1(n + 1) = 1 dan Z1 = 1/2 dan 

 A2(n) = 1, B2(n) = (m + n ), C2(n) = (m + n – 1), C2(n + 1) = 1 dan Z2 = 3/2.  

Maka dari sini diperoleh deret hypergeometrik berupa 












 




























111

1
)()1(2

3

)1(2

)1(

)()1(2

3

)1(2

)1(

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

nn

n nn

n

n

n

n

n x
mm

x
m

m
x

mmm

m
y

 

     

n

n nnn

n

n

n

n x

mm
x

m

m


























11 2

3

)()1(

1

)1(2

)1(
 

   

n

n nnn

n

n

n

n x

mm
x

m

m


























11 2

3

)()1(

1

)1(2

)1(
 

  )
2

3
;,1;();1;1( 2011

x
mmFxmmF   
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Sekarang akan dicari solusi hypergeometrik dengan titik singular x = 2  maka akan 

diambil  

...... 24

2

3

1

2

0   nm

n

mmm xAxAxAxAy  

...)2(...)4()3()2(' 13

2

2

1

1

0   nm

n

mmm xAnmxAmxAmxAmy  

  ...)4)(3()3)(2()2)(1('' 2

2

1

10

mmm xAmmxAmmxmAmmy
 

...)2)(1(  nm

n xAnmnm
 

Kemudian disubstitusikan untuk 

  ...)4)(3()3)(2()2)(1('' 4

2

3

1

2

0

2 mmm xAmmxAmmxAmmyx
 

...)2)(1( 2  nm

n xAnmnm
 

  ...)4)(3()3)(2()2)(1[(2''2 3

2

2

1

1

0

mmm xAmmxAmmxAmmxy
 

...])2)(1( 1  nm

n xAnmnm  

...]...[33 24

2

3

1

2

0   nm

n

mmm xAxAxAxAy  

Maka dari sini diperoleh 

1

2

10

1

0 )3)3)(2[((])3)(2(2)3))2)(1[()2)(1(2 AmmxAmmAmmxAmm mm  

 

0])2)(1(2}3)1)([{(.......])4)(2(2 1

1

3

2  



 nm

nn

m xAnmnmAnmnmxAmm  
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Dapat dilihat bahwa akar-akar persamaan indisialnya adalah m1 = -1  dan m1 = -2 

ternyata selisih kedua akar tersebut adalah bilangan bulat. Diambil A1 = 0 dan agar 

memenuhi formula rekursi berikut; 

   nn AnmnmAnmnm )2)(1(2}3)1)({( 1    

Atau 

   1}3)1)({()2)(1(2  nn AnmnmAnmnm  

Maka  1,
)2)(1(2

3)1)((
1 




  nA

nmnm

nmnm
A nn  

Kemudian akan dicari polinomial-polinomial monic dari formula rekursif diatas 

   1
)31)(21(2

3)21)(11(





 nn A

nmnm

nmnm
A  

   1
)3()2(2

3)2()1(





 n

nn

n

nn
n A

mm

mm
A  

   1
)3()2(2

3

)3()2(2

)2()1(








 n

nn

n

nn

n

nn
n A

mmmm

mm
A  

   1
)3()2(2

3

)3(2

)1(








 n

nn

n

n

n

n

n
n A

mmm

m
A  

A1(n) = (m + 1), B1(n) = (m + 3), C1(n) = 1, C1(n + 1) = 1 dan Z1 = 1/2 dan 
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A2(n) = 1, B2(n) = (m + 2), C2(n) = (m + 3), C2(n + 1) = 1 dan Z2 = 3/2.  

Maka dari sini diperoleh deret hypergeometrik berupa 
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
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
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


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   )
2

3
;,1;()

2
;1;1( 2011

x
mmF

x
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Menurut algorima ini bahwa  

))
2

3
;,1;()

2
;1;1(( 2011

2 x
mmF

x
mmFx 

 

Selanjutnya akan dicari fungsi dari solusi 0)(' xxy  dapat dengan mudah solusi itu 

dicari adalah 

    0
0

)(' 
x

xy  

    11 )(0)( cxycdxxy    
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Maka diperoleh solusi menurut algoritma petkovšek 

))()(()( 231211 xycxyccxyc          

))
2

3
;,1;()

2
;1;1(())

2

3
;,1;()

2
;1;1(( 2011

2

31201121

x
mmF

x
mmFxcc

x
mmF

x
mmFcc 

))
2

3
;,1;()

2
;1;1(())

2

3
;,1;()

2
;1;1(( 2011

2

2011

x
mmF

x
mmFBx

x
mmF

x
mmFA 

 

Contoh 3.6.2 

Akan diselesaikan persamaan diferensial 

0)()(')()('')( 2  xeyxydcxxybxax dimana a, b, c, d, dan e    Q serta a & b 

≠ 0 dengan menggunakan Algoritma Petkovšek. 

Langkah 1. 

0)()(')()('')( 2  xeyxydcxxybxax mempunyai titik singular di x = 0 dan x = 

b/a  karena P0(x) = bxax 2  dan P0(x) = 0 maka bxax 2

 = 0 → x(ax – b) = 0. 

Langkah 2. 

Selanjutnya akan dicari reduksi orde dari persamaan diferensial yang diketahui yaitu  

    0)()(')()('')( 2  xeyxydcxxybxax  

Dapatlah dilihat bahwa persamaan diatas mempunya reduksi orde 1 karena pada 

persamaan )('')( 2 xybxax   dapat diubah kebentuk )('')( xxybax   maka dari sinilah 
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reduksi orde 1 diperoleh. Maka menurut Algoritma ini untuk persamaan 

)(')( xydcx   keluar dari persamaan tersebut dan nantinya solusi dari persamaan 

diferensial )(')( xydcx   dikalikan dengan semua solusi hypergeometriknya.  

Persamaan diferensial yang akan dicari solusi hypergeometrik hanya berupa 

0)()('')( 2  xeyxybxax . Sekarang akan dicari solusi hypergeometrik dengan titik 

singular x = 0 maka akan diambil  
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Kemudian disubstitusikan untuk 
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Maka dari sini diperoleh 
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  1

2110

1

0 ])2)(1())1([(])1())1([()1( mmm xAmmbAemamxAmbmAemamxAmbm

 

0])1)((})1)(2([{....... 1

1  



nm

nn xAnmnmbAenmnma  

Dapat dilihat bahwa akar-akar persamaan indisialnya adalah m1 = 0  dan m1 = 1 
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Dapat dilihat bahwa akar-akar persamaan indisialnya adalah  m1 = b/a  dan  m2 = (b/a) 

+ 1 ternyata selisih kedua akar tersebut adalah bilangan bulat. Diambil A1 = 0 dan 
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BAB IV 

 

KESIMPULAN 

  Algoritma Petkovšek merupakan algoritma yang singkat dalam mencari 

semua solusi hypergeometrik pada persamaan diferensial yang mempunyai bentuk 

khusus dan pada tingkat yang lebih rumit. Oleh karena itu, Algoritma ini menjadi 

unik. Algoritma Petkovšek hanya menggunakan dua langkah yaitu mencari akar serta 

titik singular di x = 0 dan reduksi orde. Khususnya dalam tugas akhir ini diterapkan 

pada persamaan diferensial orde dua dengan koefisien polynomial.  

  Algoritma Petkovšek mempunyai kekurangan dan kelebihan dalam 

menemukan semua solusi hypergeometrik pada persamaan diferensial. Kekurangan 

dari algoritma ini adalah hanya bisa diterapkan untuk persamaan diferensial yang 

mempunyai bentuk khusus seperti 



r

i

ii

ii xyxx
0

)( 0)()( 
 

sehingga tidak bisa 

diterapkan untuk sebarang persamaan diferensial. Kelebihan dari algoritma ini yang 

signifikan adalah pada reduksi orde, yang ini tidak dimiliki oleh algoritma HYPER. 

Fungsi dari reduksi orde itu sendiri dapat mempermudah dalam pencarian solusi 

hypergeometrik. 
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