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Abstract. In this paper. we have defined an approachable function using a simple function
on a compact sets. Furthermore the simple properties of the function was examined and it was
obtained that measurable function, continuous function, and bounded function are
approachable function along the function space is a linier space.
Keywords: Simple function, Measurable function, Tag partition

Abstrak. Pada artikel ini. didefinisikan fungsi terdekati menggunakan suatu fungsi sederhana
pada himpunan kompak. Selanjutnya dikaji sifat — sifat sederhana dari fungsi tersebut dan
diperoleh bahwa fungsi terukur, fungsi kontinu, dan fungsi terbatas semuanya merupakan
fungsi terdekati serta ruang fungsi tersebut merupakan ruang linier.

Kata kunci: Fungsi sederhana, fungsi terukur, partisi tanda

I. PENDAHULUAN

Himpunan tak terhingga lebih sulit ditangani dari pada himpunan terhingga. Namun ada
himpunan tak terhingga yang mempunyai sifat seperti himpunan terhingga, yaitu himpunan
kompak. Himpunan kompak mempunyai peranan penting dalam domain suatu fungsi.
Himpunan 4c R dikatakan kompak jika himpunan A4 tertutup dan terbatas [1]. Selanjutnya
himpunan kompak juga digeneralisasi dalam ruang Euclide R" [2]. Misalkan S c R" adalah
himpunan kompak, ¢ adalah fungsi positif pada S, P; adalah {(I P ’t*')}:-u yang memenuhi

t, € §. dan {I;} adalah himpunan sel — sel yang tidak saling tumpang tindih dan
t,el, C N(f,,,é' (t,( )) dengan k=1, 2, 3, ..., n. P; discbut partisi bertanda ¢ — fine

terkait pada S [2] jika S < |J/,. Volume dari I =[a,.b ]x..x[a,.b,] adalah
k=l

7 (1’ ) =1 (b,. —a, ) [3]. Dengan menggunakan volume tersebut, himpunan S < R"
i=1
dikatakan terukur — & jika untuk setiap & > 0, terdapat fungsi positif § schingga jika
B =l )}L] dan Q; = {(J,.,r;)};lberturut — turut merupakan partisi bertanda & — fine
terkait pada S dan partisi bertanda & — fine terkait pada R” — S maka XX u(I, NJ,) <z [4].
LA
Selanjutnya. ukuran luar S diberikan dengan u(S) =inf sup u(l,).

& B k=l

Pada artikel ini, penulis menggunakan fungsi sederhana - P; untuk mendefinisikan fungsi
terdekati (approachable fimction) pada himpunan kompak dan mengkaji sifat — sifatnya.
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II. FUNGSI TERDEKATI DAN SIFAT - SIFATNYA

Sebelum membahas fungsi terdekati pada himpunan kompak, terlebih dahulu didefinisikan
fungsi sederhana — Ps dan fungsi terukur — 4.

Definisi 2.1. [3] Misalkan S < R™ adalah himpunan kompak,  adalah fungsi positif pada S,
dan P; = {([ﬂ. a )}:=| adalah partisi 6 — fine terkait S. Fungsi ¢ : § — R disebut fungsi

sederhana - P; pada S jika terdapat c,,c,,....,c, € R sedemikian sehingga

n
P = ch Xuns -
k=1

Definisi 2.2, Misalkan S < R” adalah himpunan terukur - 6. Fungsi f : S — R discbut
fungsi terukur — ¢ jika untuk setiap / < R berlaku /' (1) = {x eR|f(x)e 1} adalah

himpunan terukur - 4.

Selanjutnya dibahas fungsi baru yang dinamakan fungsi terdekati pada himpunan kompak
beserta sifat — sifatnya.

Definisi 2.3. Misalkan S c R" adalah himpunan kompak. Fungsi f :8 — IR disebut
fungsi terdekati (approachable function) jika untuk setiap & > 0 , terdapat fungsi positif &

pada S sedemikian schingga jika Py = {(1 ook )}:=| adalah partisi bertanda J — fine terkait S
maka terdapat fungsi sederhana — Ps @ pada S sedemikian schingga |(p( x)-f(x )l <€,
Dari definisi di atas, dapat diperoleh beberapa sifat sebagai berikut.

Teorema 2.4. Misalkan S < R” adalah himpunan kompak. Jika fungsi f : S — R terukur
— o maka f adalah fungsi terdekati.

Bulkti:

Pertama — tama ambil sebarang & > 0 . Selanjutnya dengan mengambil sebarang y € R |

£ €
terdapat 4, < [y S y+ E] . Karena f terukur — § maka f ! (A.\- ) adalah himpunan
terukur — 0. Selanjutnya jelas S |J [ (A.\..). Karena S kompak maka terdapat
yefs)

V. Yy.ny, €S sehingga S | /™ (An-) . Selanjutnya untuk setiap [~ (A,_ﬁ_) .
k=1 )

terdapat partisi bertanda & — fine terkait /™' (A_l.k ) P,

g
% = {(J’,‘.‘_.r‘.r )};-1 dengank=1,23, ...,
r. Dengan memilih ¢, = f (tk‘_) dengan f, €/, maka untuk sctiap x €S, terdapat

I, cr'(4,) schingga xel, c f(4,). Dari sini berakibat
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f(x)ed, c [y‘. —%‘y‘. + %] Oleh karena x.7, €/, maka |f(x) - c,.| = ‘_f'(x) -/, )‘ <g.

Selanjutnya dengan memilih 6 =min{5,.,6,.6;,...6, jmaka untuk Py = {(I :.)}"

AN

adalah partisi bertanda J — fine terkait S. Dari sini berakibat untuk setiap 7, , terdapat A,

sehingga 7, € A, . Misalkan ¢ = ZcJ Z1ns dengan ¢, = f (rj). Selanjutnya untuk setiap
J=l

2 2
setiap x € S , terdapat j schingga Xx.7, € 1 ;- Padahal untuk setiap ! ; » terdapat & schingga

£ €
xes§, xe€ f" (A,(), schingga f(x)E A, [y,.. =W +—]. Di sisi lain, untuk

I.ef - (A,( ) Selanjutnya oleh karena x,t,el, maka
€ €
f(x)._f(!})e 4 < (yk - E’yk F E] Sehingga

‘f(x)—cj.‘:‘f(x) 7(t)

g .

Teorema 2.5. Misalkan S < R” adalah himpunan kompak. Jika fungsi f:S — R dan
fungsi g 1S — R masing — masing adalah fungsi terdekati maka f + g adalah fungsi
terdekati.

Bulkti:

Karena f : S8 — R adalah fungsi terdekati maka untuk setiap £ > 0, terdapat fungsi
positif &, pada S schingga jika P,,-] = {(I P )}::] adalah partisi bertanda J, — fine terkait S,
terdapat fungsi sederhana —FP; ¢ pada S schingga ‘rp( x)- f(x )| < % untuk semua
xe§.

Karecna g:S8 — R adalah fungsi terdekati maka untuk sctiap & > 0, terdapat fungsi
positif &, pada S schingga jika P;, = {(I oo bx )}r.=| adalah partisi bertanda 2 — fine terkait
S. terdapat fungsi sederhana — F;, ¢ pada S schingga |¢( x)-g(x )| < % untuk semua
xed§.

Selanjutnya dengan mengambil sebarang &£ > 0 . Pilih 6 = min {51 .0, } sehingga untuk

P = {(I i oty )}::] adalah partisi bertanda o — fine terkait S'maka terdapat fungsi sederhana —
P @ + ¢ pada hY schingga untuk semua xe s, berlaku

(p(x) +$ () = (£ () + ()| < o (x) - f ()| +[p(x) - g(x)| < & .
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Teorema 2.6. Misalkan S — R” adalah himpunan kompak. Jika fungsi / : S — R adalah
fungsi terdekati dan k adalah bilangan real maka %7 adalah fungsi terdekati.

Bukti:

£
Karena f : S — R adalah fungsi terdekati maka untuk setiap M—Jrl > 0 dengan k adalah

bilangan rcal, terdapat fungsi positifd pada S schingga jika P; = {(f oo by )}Lladalah
partisi bertanda 6 — fine terkait S, terdapat fungsi sederhana —F; @ pada S sedemikian

. = 8 T . .
schingga |*7’( x)—f( x)‘ < W untuk semua x € S . Sclanjutnya ambil sebarang

¢ > 0, dengan mengambil & yang sama dengan § di atas maka untuk P; = {(1‘. o1y )}:=1
adalah partisi bertanda & — fine terkait S, terdapat fungsi sederhana - P; k¢ pada S

sedemikian schingga untuk semua x € S berlaku

lkp(x) =k f(x)|=k|lo(x)= f(x)]

<M [‘k\il]

<&

Teorema 2.7. Misalkan S < R” adalah himpunan kompak. Jika fungsi f :§ — R kontinu
pada himpunan kompak S maka f adalah fungsi terdekati.

Bulkti:

Karena fungsi f kontinu pada himpunan kompak S maka / kontinu seragam pada S.
Dengan kata lain, untuk setiap & > 0, terdapat & > O schingga jika x,)y € S dengan

o
e =yl < maka|f 0= f] <5

S
Dengan mengambil sebarang & > 0. pilih £y dengan & sama dengan & di atas, maka
terdapat partisi 0 bertanda o — fine terkait S yaitu P; = {(1 ol )}‘_] . Selanjutnya misalkan
P = Z ¢; Xi,ns dengan ¢, = f (t,-)‘ Dengan mengambil sebarang x € S . terdapat /,

, 8 S
schingga x€ 1, NS (f;. - E’f" +5]_ Dari sini diperoleh @(x)=c, =1 (1,).
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Oleh karena t,,xel, NS maka ||x — 1 || <d. Sehingga
|f ()=o) =|f(x) A1) e

Teorema 2.8. Misalkan S < R" adalah himpunan kompak. Jika fungsi f : S — R terbatas
maka / adalah fungsi terdekati.

Bulkti:

Karena [ terbatas maka terdapat bilangan real positif M sehingga —M < [ <M .
Dengan mengambil sebarang & > 0, menurut sifat Archimides terdapat bilangan asli »

2M
schingga # > —~ Selanjutnya bagi interval [—M , M | menjadi sebanyak n sub interval
\ : . , 2M
vaitu I, I, ., I, vang panjangnya masing — masing adalah T Oleh karena
-M < f<Mmaka Sc f'(-M.M)cJf"(1,) dengan k = 1. 2, 3. ... n.
k=1

Selanjutnya karena S kompak maka [ ' (1 v )juga kompak untuk semua k. Dari sini
berakibat untuk sctiap k, terdapat &, > 0 schingga /' (1, ) < N (.5, ). Selanjutnya
pilih 6 = min {51,52,53,...,5,, } Oleh karena f ' (I,( ) kompak maka terdapat partisi

bertanda 6 — fine terkait f ' (Z,) yaitu P, ={(f£',-’fh )}W. Misalkan

J i=1
no M
P = Z Z €y, X ns . dengan ¢, = f(f;._ ) Dengan mengambil sebarang x € S,
k=17 k ! ! !

terdapat J, sehingga x.7, € J, < f7'(,). Dari sini berakibat f(x),f(t, )€ l,.

sehingga |/ (1)~ (0| = | £ (@) - 10, )| < |1, = B <

n
III. PENUTUP

Berdasarkan pembahasan di atas, diperoleh kesimpulan bahwa fungsi terdekati pada
himpunan kompak dapat didefinsikan menggunakan fungsi sederhana - P;. Selanjutnya, dari
definisi di atas diperoleh beberapa sifat diantaranya fungsi terukur, fungsi kontinu, dan fungsi
terbatas semuanya merupakan fungsi terdekati dan ruang fungsi tersebut merupakan ruang
linier.
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