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KATA PENGANTAR 
 

 
Puji syukur kami panjatkan atas kehadirat Tuhan Yang Maha Esa sehingga Jurusan Matematika 

Fakultas Sains dan Matematika Universitas Diponegoro dapat menyelenggarakan Seminar Nasional 
bertajuk Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika Universitas Diponegoro 2015 
(SNMPM UNDIP 2015) dan menerbitkan prosiding sebagai media publikasi makalah-makalah yang 
dipresentasikan pada seminar tersebut. Tentunya kegiatan tersebut dan terbitnya prosiding ini dapat 
terselenggara atas kerjasama yang baik diantara panitia, peserta dan seluruh pihak yang terkait, untuk 
itu panitia menyampaikan terima kasih yang sebanyak-banyaknya kepada semua pihak yang telah 
mendukung dan berpartisipasi sehingga kegiatan ini dapat terlaksana dengan baik. 

 
Seminar dan prosiding ini kami selenggarakan dan kami terbitkan guna memfasilitasi para 

Dosen, Guru, peneliti dan pemerhati matematika dan pendidikan matematika untuk mempresentasikan 
dan mempublikasikan hasil penelitian atau kajian serta berdiskusi membahas tentang fenomena-
fenomena aktual yang berkaitan dengan Matematika dan Pendidikan Matematika. Selain itu juga kami 
berharap seminar tersebut dan prosiding ini dapat menjadi tempat bertemunya para akademisi dan para 
pelaku industri sehingga hasil-hasil penelitian atau kajian para akademisi dapat dipublikasikan dan 
diterapkan di dunia industri ataupun dunia pendidikan guna memperkuat peran ilmu Matematika dan 
Pendidikan Matematika dalam menopang kemajuan teknologi dan karakter bangsa Indonesia. 

 
Semoga acara seminar tersebut dan prosiding ini dapat kami adakan dan terbitkan secara 

berkelanjutan guna memfasilitasi pengembangan ilmu Matematika, Pendidikan Matematika serta 
aplikasinya. Untuk itu, kritik dan saran dari para peserta atau para pembaca akan kami terima dengan 
senang hati guna perbaikan pada kegiatan-kegiatan semacam pada masa yang akan datang. 

 
 

Semarang, November 2015 
Panitia SNMPM UNDIP 2015 
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ABSTRAK. Matriks adalah kumpulan elemen-elemen yang tersusun di dalam baris dan kolom. 

Elemen-elemen yang membentuk matriks disebut entri. Matriks yang entri-entrinya berbentuk 
rumusan dari rataan Aritmatik, rataan Geometrik, rataan Harmonik disebut matriks rataan 
Aritmatik (A), matriks rataan Geometrik (G), matriks rataan Harmonik (H). Invers Hadamard dari 

suatu matriks n nA  didefinisikan dengan 
1 1

ij n n

A
a

 dengan ija  adalah entri dari matriks 

n nA  dan 0ija . Norma matriks adalah suatu bilangan riil yang merupakan besaran matriks. 

Norma matriks dapat dicari menggunakan norma Euclid. Dalam tugas akhir ini dibahas mengenai 
norma Euclid dari matriks rataan Aritmatik, matriks rataan Geometrik, matriks rataan Harmonik 

dan norma Euclid dari invers Hadamard matriks rataan Aritmatik (
1

A ), matriks rataan 

Geometrik (
1

G ), matriks rataan Harmonik (
1

H ). Norma Euclid dari matriks rataan 

Aritmatik, matriks rataan Geometrik, matriks rataan Harmonik membentuk pertidaksamaan 

E E E
A G H  dan norma Euclid dari invers Hadamard matriks rataan Aritmatik, matriks 

rataan Geometrik, matriks rataan Harmonik membentuk pertidaksamaan 
1 1 1

E E E
H G A . 

Kata kunci: matriks rataan Aritmatik, matriks rataan Geometrik, matriks rataan Harmonik, norma 

Euclid, invers Hadamard. 
 

 

I. PENDAHULUAN 
Matriks merupakan hal yang 

berkaitan erat dengan aljabar linier. 
Matriks adalah kumpulan elemen-
elemen yang tersusun di dalam baris 
dan kolom. Elemen-elemen yang 
membentuk matriks sering disebut 
entri dari matriks, entri dari matriks 
dapat berupa bilangan-bilangan. Rata-
rata atau rataan adalah suatu bilangan 
yang mewakili sekumpulan data. 
Rataan terbagi menjadi 3 macam, yaitu 

rataan aritmatik , rataan 

geometrik  dan rataan harmonik 

. Dari ketiga rataan tersebut 
bisa dituliskan dalam pertidaksamaan 

sebagai berikut . 
Didefinisikan matriks yang 

entri-entrinya berbentuk rumusan dari 
rataan aritmatik, rataan geometrik dan 
rataan harmonik yang disebut matriks 
rataan Aritmatik, matriks rataan 
Geometrik, matriks rataan Harmonik 
dan salah satu jenis invers matriks 
yang dikenal dengan nama Invers 
Hadamard. Matriks rataan Aritmatik, 
matriks rataan Geometrik, matriks 
rataan Harmonik merupakan matriks 
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persegi yang memiliki entri dari 
rumusan ketiga rataan tersebut, 
dimana entri matriks baris ke-i dan 
kolom ke-j merupakan rumusan ketiga 
rataan. 

Norm matriks adalah suatu 
bilangan riil yang merupakan besaran 
matriks. Norma matriks yang 
digunakan adalah Euclidean norm 
(norma Euclid). Pada makalah ini 
dibahas mengenai norma Euclid dan 
hubungan norma Euclid dari matriks 
rataan Aritmatik, matriks rataan 
Geometrik, matriks rataan Harmonik. 
Norma Euclid dan hubungan norma 
Euclid dari invers Hadamard matriks 
rataan Aritmatik, matriks rataan 
Geometrik, matriks rataan Harmonik. 

 

II. HASIL DAN PEMBAHASAN 
Definisi 2.1 [8] 

Matriks ij n n
A a  disebut matriks 

rataan Aritmatik jika 
2

ij

i j
a  

dengan . 

 
Definisi 2.2 [8] 

Matriks ij n n
G g  disebut matriks 

rataan Geometrik jika 
ijg ij  

dengan . 

 

Definisi 2.3 [8] 

Matriks ij n n
H h  disebut matriks 

rataan Harmonik jika 
2

ij

ij
h

i j
 

dengan . 

 

Teorema 2.1 [8] 

Jika matriks 
2

n n

ij
H

i j
 adalah 

matriks rataan Harmonik, maka norma 

Euclid dari matriks H  adalah  

2
E

H a b c d e f   

dengan  

5 4 31
6 15 10

15
a n n n n  

      1, 2 (1,2 1)n n ,  

4 3 22b n n n  

      2 (2 1)n n ,  

1
2

15
c n , 

1
2 1

30
d n , 

30
e  dan 

4 3 233 18 29 8 4

60

n n n n
f

 Berikut ini diberikan nilai 
norma Euclid dari matriks rataan 
Aritmatik, matriks rataan Geometrik, 
matriks rataan Harmonik dengan 
mensimulasikan beberapa nilai n 

dengan  yang diperoleh dalam 
tabel sebagai berikut. 
 

Tabel 2.1 Nilai norma Euclid dari 

matriks rataan Aritmatik, matriks 

rataan Geometrik, matriks rataan 

Harmonik 

n 
E

A  
E

G  
E

H  

1 1 1 1 

2 3.08 3 2.92 

3 6.24 6 5.79 

10 58.63 55 52.54 

100 5446.90 5050 4816.54 

 
 Dari hasil simulasi untuk 
beberapa nilai n seperti pada Tabel 2.1 
dapat dilihat bahwa membentuk 

pertidaksamaan 
E E E

A G H . 

 Selanjutnya akan ditunjukkan 

E E E
A G H  berlaku untuk 

sebarang n. 
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Teorema 2.2 

Jika 
2 n n

i j
A , 

n n
G ij  dan 

2

n n

ij
H

i j
 dengan , 

maka berlaku 
E E E

A G H . 

 

Bukti 

Diberikan
2 n n

i j
A , 

n n
G ij   

dan 
2

n n

ij
H

i j
 dengan 

,  

maka akan ditunjukkan 

E E E
A G H           (2.2) 

Terlebih dahulu akan ditunjukkan 
2 2 2

E E E
A G H          (2.3) 

Karena fungsi f x x  monoton 

naik, maka berlaku (2.3) (2.2). 

(i) 
2 2 2 2

1 1

1
0

2

n n

E E
i j

A G i j  

Oleh karena 
2 2

0
E E

A G , maka 

2 2

E E E E
A G A G  

(ii) 

2

2 2

2
1 1

n n

E E
i j

ij i j
G H

i j
 

    0  

Oleh karena 
2 2

0
E E

G H , maka 

2 2

E E E E
G H G H . 

Sehingga diperoleh 

E E E
A G H .              

 

Definisi 2.4 [4] 

Diberikan ij n n
A a dan ij n n

B b  

matriks berukuran n n  dengan 

 Perkalian Hadamard dari 

matriks A dan matriks B didefinisikan 

 

dengan . 

Matriks identitas (I) pada perkalian 
Hadamard adalah matriks persegi 
dimana elemen-elemennya adalah 1. 
 

Definisi 2.5 [8] 

Diberikan ij m n
A a  sebagai 

sebarang matriks yang ukurannya 
m n , maka  
invers Hadamard dari A adalah 

1 1

ij m n

A
a

 dengan  dan 

0ija . 

 
 Berikut ini diberikan nilai 
norma Euclid dari invers Hadamard 
matriks rataan Aritmatik, matriks 
rataan Geometrik, matriks rataan 
Harmonik dengan mensimulasikan 

beberapa nilai n dengan  yang 
diperoleh dalam tabel sebagai berikut. 
 

Tabel 2.2 Nilai norma Euclid dari 

invers Hadamard matriks rataan 

Aritmatik, matriks rataan 

Geometrik, matriks rataan 

Harmonik 

n 1

E
A  

1

E
G  

1

E
H  

1 1 1 1 

2 1.46 1.5 1.54 

3 1.75 1.83 1.93 

10 2.60 2.93 3.47 

100 3.93 5.19 9.76 

 
 Dari hasil simulasi untuk 
beberapa nilai n seperti pada Tabel 2.2 
dapat dilihat bahwa membentuk 
pertidaksamaan 

1 1 1

E E E
H G A . 
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Selanjutnya akan ditunjukkan 
1 1 1

E E E
H G A berlaku untuk 

sebarang n. 
 

Teorema 2.3 

Jika 
1

2 n n

i j
A , 

1

n n
G ij  

dan 
1 2

n n

ij
H

i j
 dengan

, maka berlaku 
1 1 1

E E E
H G A . 

 

Bukti 

Diberikan
1

 
2 n n

i j
A ,

1

n n
G ij  dan 

1 2

n n

ij
H

i j
 

dengan , maka akan 

ditunjukkan 
1 1 1

E E E
H G A         (2.5) 

Terlebih dahulu akan ditunjukkan 
1 1 12 2 2

E E E
H G A               (2.6) 

Karena fungsi f x x  monoton 

naik, maka berlaku (2.5) (2.6). 

(i) 
1 1

2
2 2

2
1 1 4

n n

E E
i j

i j
H G

ij

              0  

Oleh karena 
1 12 2

0
E E

H G , 

maka 
1 12 2

E E
H G . 

(ii) 
1 1

2
2 2

2
1 1

n n

E E
i j

i j
G A

ij i j

           0   

Oleh karena 
1 12 2

0
E E

G A , 

maka 
1 12 2

E E
G A . 

Sehingga diperoleh 
1 1 12 2 2

E E E
H G A .             
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Abstrak. Ruang Atsuji adalah ruang metrik  dengan setiap fungsi kontinu yang bernilai real 
pada ruang tersebut merupakan fungsi kontinu seragam. Ruang Atsuji memiliki beragam sifat-sifat 

fungsionalnya, sifat himpunan titik akumulasinya, sifat barisannya, dan lain-lain. Pada makalah ini 
diperlihatkan barisan-barisan di ruang Atsuji yang mempunyai titik cluster, yaitu dua barisan yang 

asimtotik, barisan dari pasangan titik terisolasi di , barisan pada himpunan titik akumulasi di , 

dan barisan Pseudo Cauchy.  
Kata kunci : ruang Atsuji, barisan asimtotik, barisan dari pasangan titik terisolasi, barisan pada 

himpunan titik akumulasi, barisan Pseudo Cauchy. 

 

1. PENDAHULUAN 

Ruang Atsuji adalah ruang metrik 

 dengan setiap fungsi kontinu yang 
bernilai real pada ruang tersebut 
merupakan fungsi kontinu seragam. Juniti 
Nagata mungkin merupakan merupakan 
orang pertama yang mempelajari ruang ini 
pada tahun 1950. Setelah itu penelitian 
tentang ruang Atsuji terus berlanjut antara 
lain dilakukan oleh A.A. Monteiro, M.M. 
Peixoto, Masahiko Atsuji, Gerald Beer, 
dan S.G. Mrowka serta V.A. Effremovic 
[3]. Berdasarkan hasil penelitian yang 
diperoleh oleh matematikawan tersebut, 
ruang Atsuji mempunyai beberapa nama 
yaitu ruang Lebesgue, ruang kontinu 
seragam, ruang yang dilengkapi dengan 
metrik normal. Namun Gerald Beer adalah 
orang pertama yang menyebut ruang 
tersebut ruang tersebut dengan ruang 
Atsuji [3]. Hasil-hasil dari penelitian yang 
berlangsung hampir 40 tahun dikumpulkan 
oleh Jain dan Kundu menjadi 25 syarat 
yang setara agar suatu ruang metrik 
merupakan ruang Atsuji. Pada makalah ini 
diperlihatkan beberapa barisan di ruang 
Atsuji yang mempunyai titik cluster.  

 

2. HASIL DAN PEMBAHASAN 

2.1 Teori Pendukung 

Untuk membuktikan tiga teorema yang 
terkait dengan jenis-jenis barisan di ruang 

Atsuji  yang mempunyai titik cluster 

dibutuhkan beberapa definisi, lema, dan 
teorema pendukung sebagai berikut. 
 

Definisi 2.1 Misalkan  adalah ruang 

metrik dan  Titik  adalah titik 

akumulasi dari  jika setiap lingkungan 

dari  memuat setidaknya satu titik di  

yang berbeda dari . [5] 
 

Himpunan titik akumulasi dari  

dinyatakan dengan . Lebih lanjut, titik 

terisolasi di  didefinisikan sebagai titik di 

 yang bukan merupakan titik akumulasi 
[4]. Selain itu [2] menyebut titik akumulasi 
dengan nama titik cluster. 
 

Teorema 2.2 Misalkan  adalah 

ruang metrik. Himpunan  adalah 

himpunan tutup di  jika dan hanya jika  
mengandung semua titik akumulasinya. [5] 
 

Definisi 2.3 Misalkan  adalah ruang 

metrik dengan  Jarak antara dua 

subhimpunan  dan  adalah 

. [1] 

 

Definisi 2.4 Misalkan  adalah ruang 

metrik. Fungsi  dikatakan 

sebagai lintasan (path) di  jika  
merupakan fungsi yang kontinu dan 

memenuhi . Dalam hal ini, 

ruang metrik  dikatakan 
mengandung lintasan. [3] 
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Berikut ini diberikan definisi dari dua 
barisan yang asimtotik, barisan dari 
pasangan titik terisolasi, dan barisan 
pseudo-Cauchy. 
 

Definisi 2.5 Dua barisan  dan  di 

ruang metrik  dikatakan bersifat 

asimtotik, ditulis sebagai , jika 

untuk setiap  terdapat bilangan asli  

sehingga untuk setiap bilangan asli  yang 

lebih besar dari  berlaku . 
[4] 
 

Definisi 2.6 Barisan  dari titik-titik 
terisolasi yang berbeda di ruang metrik 

 dikatakan barisan dari pasangan titik 

terisolasi jika . 
[4] 
 

Definisi 2.7 Barisan  di ruang metrik 

 dikatakan barisan pseudo-Cauchy 

jika untuk setiap  dan untuk setiap 

, terdapat  dengan  

dan  sehingga . [4] 

 
Definisi 2.8 Ruang Atsuji adalah ruang 
metrik dengan setiap fungsi kontinu 
bernilai real di ruang tersebut merupakan 
fungsi yang kontinu seragam. [4] 
 
Teorema 2.9 Untuk sembarang ruang 

metrik , kedua pernyataan berikut 

adalah ekuivalen: 

i.  adalah ruang Atsuji. 

ii. Untuk setiap pasangan himpunan 

tutup  dan  yang tidak kosong dan 

saling lepas di  berlaku 

. [4] 

 

Dari Teorema 2.9 bisa disimpulkan bahwa 
ruang Atsuji adalah ruang normal. 

2.2 Pembahasan 

Selain definisi dan teorema di atas 
dibutuhkan lima lema untuk membuktikan 
tiga teorema mengenai jenis-jenis barisan 
di ruang Atsuji yang memiliki titik cluster.  
Empat lema pertama diambil dari [4]. 
Lema 2.10 dan Lema 2.11 dibuktikan pada 

[8] dan Lema 2.12 dibuktikan pada [6]. 
Lema kelima diambil dari [7]. 

 

Lema 2.10 Misalkan barisan  dan 

 adalah barisan di ruang metrik  

yang memenuhi . Jika barisan 

 konvergen ke , maka  juga 

konvergen ke . 

 

Bukti: Misalkan  sembarang. Karena 

barisan  dan  asimtotik, maka 

terdapat bilangan asli  sehingga untuk 

 berlaku . Lebih 

lanjut, karena barisan  konvergen ke  

maka terdapat bilangan asli  sehingga 

untuk  berlaku . Pilih 

, maka untuk , 
berlaku: 

 
Berarti barisan  konvergen ke . 
 

Akibat 2.11 Misalkan barisan  dan 

 adalah barisan di ruang metrik  

yang memenuhi . Jika barisan 

 tidak mempunyai titik cluster maka 

barisan  juga tidak mempunyai titik 

cluster. 

 

Bukti: Andaikan barisan  mempunyai 

titik cluster yaitu . Maka terdapat 

subbarisan  dari  yang konvergen 

ke . Karena  maka 

. Menurut Lema 2.10, subbarisan 

 juga konvergen ke . Berarti  

adalah titik cluster dari barisan . Hal 
ini kontradiksi dengan premis yang 

menyatakan bahwa barisan  tidak 
mempunyai titik cluster. Maka haruslah 

barisan  juga tidak mempunyai titik 
cluster. 
 

Lema 2.12 Misalkan  adalah barisan 

di ruang metrik  yang tidak 

mempunyai titik cluster di  maka  

terdiri dari titik-titik yang berbeda. 

 

Bukti: Karena untuk setiap  

bukan merupakan titik cluster dari  maka 
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terdapat  sedemikian sehingga setiap 

lingkungn  dari  hanya mengandung 

titik . Akibatnya untuk sembarang 

. Jadi  

dan  adalah dua titik yang berbeda. 

Karena hal ini berlaku untuk sembarang 

anggota barisan , maka  terdiri 
dari titik-titik yang berbeda. 
 

Lema 2.13 Misalkan  adalah ruang 

Atsuji, maka terdapat suatu ruang metrik 

 yang mengandung lintasan 

sedemikian sehingga setiap fungsi kontinu 

 adalah kontinu 

seragam. 

 

Bukti: Misalkan  

 Konstruksi fungsi 

 dengan  yang 
merupakan fungsi kontinu dan memenuhi 

. Maka  adalah suatu 

lintasan dan  mengandung lintasan. 

Misalkan  adalah 

sembarang fungsi kontinu di yang 

bernilai real. Karena adalah ruang Atsuji, 

maka  merupakan fungsi yang kontinu 
seragam. 
 

Lema 2.14 Misalkan  adalah ruang 

Atsuji. Misalkan pula  dan  

adalah barisan di  dengan 

 dan . Jika  tidak 

mempunyai titik cluster, maka dapat 

dibentuk dua himpunan tutup  dan  dari 

barisan  dan  dengan  

dan . 

 

Bukti: Karena barisan  tidak 

mempunyai titik cluster dan , 

menurut Akibat 2.11, barisan  juga 
tidak mempunyai titik cluster.  

Berdasarkan Lema 2.12 barisan  

maupun barisan  terdiri dari titik-titik 
yang berbeda. Selanjutnya konstruksi dua 

barisan  dan  sedemikian 

sehingga untuk setiap  

dan   dengan cara sebagai 

berikut: 

i. Untuk , ambil  dan 

. Sebut  dan 

. Jelas . 

ii. Misalkan telah dipilih  

dan . Misalkan pula telah 

dipilih  dan 

 sedemikian 

sehingga . 

iii. Pilih 

atau  Andaikan 

untuk setiap  

maka . 
Kontradiksi dengan premis. 

iv. Jika  atau , pilih 

 dan . 

Selain itu pilih  dan 

. 

Definisikan himpunan  

dan . Karena 

 tidak mempunyai titik 

akumulasi di , maka  dan  juga tidak 

mempunyai titik akumulasi di . Jadi  

dan  masing-masing merupakan 
himpunan tutup. Berdasarkan konstruksi 

 dan  diperoleh . 

Karena  maka 

. 
 
Lema 2.15 (Lema Urysohn) Misalkan 

 adalah ruang normal. Misalkan 

pula  dan  adalah subhimpunan tutup di 

 yang saling lepas. Maka terdapat fungsi 

kontinu bernilai real yang terdefinisi pada 

 sedemikian sehingga  pada  

dengan  dan . [7] 
 

Berikut dibahas Teorema 2.16, 
Teorema 2.17, dan Teorema 2.18 yang 
merupakan teorema utama pada makalah 
ini. 
 

Teorema 2.16 Misalkan  adalah 

ruang Atsuji,  dan  adalah dua 

barisan yang asimtotik di  dengan 

. Maka barisan  dan  

mempunyai titik cluster di . 
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Bukti: Teorema ini akan dibuktikan 
dengan kontradiksi. Misalkan terdapat dua 

barisan asimtotik  dan  di  

dengan  sedemikian sehingga 

barisan  dan juga  tidak 
mempunyai titik cluster . Menurut Lema 
2.14 dapat diperoleh dua himpunan tutup 

yang saling lepas  dan  dari barisan 

 dan  sedemikian sehingga 

. Karena  adalah ruang 

Atsuji, maka menurut Teorema 2.9,  
adalah ruang yang normal. Lebih lanjut,  
berdasarkan Lema 2.15, terdapat fungsi 

kontinu pada  yang bernilai real 

sedemikian sehingga  pada  

dengan  dan . Menurut 

Lema 2.13, terdapat ruang metrik  
yang mengandung lintasan dan suatu 

fungsi kontinu  dengan 

 dengan . 

Misalkan  adalah suatu fungsi 

dari . Fungsi  adalah 
suatu fungsi kontinu karena merupakan 
komposisi dari dua fungsi kontinu. Karena 

 dan 

, maka  bukanlah suatu fungsi 
yang kontinu seragam. Hal ini kontradiksi 
dengan Lema 2.13 yang menyatakan 
bahwa setiap fungsi kontinu dari ruang 

 ke ruang  merupakan fungsi 
yang kontinu seragam. Jadi haruslah jika 

 dan  adalah dua barisan yang 

asimtotik di ruang Atsuji dengan 

, maka barisan  dan juga barisan 

 mempunyai titik cluster. Menurut 

Lema 2.10,  dan  mempunyai titik 
cluster yang sama.   
 

Teorema 2.17 Jika  dan  adalah 

dua barisan yang asimtotik di ruang Atsuji 

dengan  yang 

mengakibatkan barisan  dan  

mempunyai titik cluster di , maka 

setiap barisan dari pasangan titik 

terisolasi di  mempunyai titik cluster 

dan setiap barisan di himpunan titik-

titik akumulasi di , mempunyai titik 

cluster. [3] 

Bukti: Pertama-tama dibuktikan bahwa 

barisan dari pasangan titik terisolasi di  
mempunyai titik cluster. Menurut Definisi 

2.6, . Artinya 

untuk setiap  terdapat bilangan asli  

sedemikian sehingga  

untuk . Menurut Definisi 2.5, 

. Menurut premis barisan 

 dan barisan  mempunyai titik 
cluster yang sama. Jadi barisan pasangan 

titik terisolasi  mempunyai titik 
cluster. 
Selanjutnya dibuktikan bahwa setiap 

barisan  di  mempunyai titik cluster. 

Karena  barisan di  maka terdapat 

barisan  di  dengan 

. Jadi  dan  adalah dua barisan 
yang asimtotik dan menurut premis, 

barisan  dan  mempunyai titik 

cluster. Jadi barisan  mempunyai titik 
cluster. 

 

Teorema 2.18 Jika setiap barisan dari 

pasangan titik terisolasi di  

mempunyai titik cluster dan setiap barisan 

di himpunan titik-titik akumulasi di 

 mempunyai titik cluster, maka 

setiap barisan pseudo-Cauchy di  

dengan suku-suku berbeda mempunyai titik 

cluster. [3] 

 

Bukti: Misalkan  adalah barisan 
pseudo-Cauchy dengan suku-suku yang 
berbeda. Ada dua kemungkinan yang 
terjadi: 

i.  untuk sebanyak tak hingga . 

Berarti  mempunyai subbarisan 

 di . Menurut premis  

mempunyai titik cluster. Jadi barisan 

 juga mempunyai titik cluster. 

ii. Hanya ada sebanyak hingga . 

Jadi terdapat bilangan asli  
sedemikian sehingga untuk setiap  

  terisolasi di . Karena  
merupakan barisan pseudo-Cauchy 
dengan titik-titik yang berbeda, maka 
menurut Definisi 2.7 terdapat 

subbarisan  dari  sedemikian 

sehingga untuk setiap  terisolasi 
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dan  Jadi  

merupakan barisan dari pasangan titik 

terisolasi di . Menurut premis  
mempunyai titik cluster.  

 

3. KESIMPULAN 

Pada makalah ini telah diperlihatkan 
jenis-jenis barisan di ruang Atsuji yang 
mempunyai titik cluster. Barisan-barisan 
tersebut adalah: 

1. Dua barisan yang asimtotik. 
(Teorema 2.16) 

2. Barisan pasangan titik terisolasi di 

. (Teorema 2.17) 

3. Barisan pada himpunan . 
(Teorema 2.17) 

4. Barisan pseudo-Cauchy. (Teorema 
2.18) 

Pembuktian dari jenis-jenis barisan 
yang mempunyai titik cluster merupakan 
rantai pembuktian searah. 
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Abstract. Matriks centrosymmetric merupakan salah satu matriks yang memiliki struktur simetri 

pada pertengahan matriks. Struktur matriks yang memiliki pola khusus memiliki peranan dalam 
menentukan keutamaan pattern recognition, keseragaman susunan linier antenna, struktur vibrasi, 
dan osilator kuantum mekanik. Peranan matriks centrosymmetric banyak melibatkan invers dari 

matriks centrosymmetric, sehingga memiliki pola dan formula khusus karena sifat khusus yang 
dimiliki matriks centrosymmetric. Penentuan inverse matriks centrosymmetric  dapat diperoleh 
dari algoritma dalam menetukan invers dari matriks Hessenberg. 

Keywords: matriks, centrosymmetric, invers, Hessenberg 

 

 

1. Pendahuluan 

 Ilmu matematika terutama dalam 
bidang aljabar linier dan teori matriks, 
memiliki ketertarikan tersendiri bagi 
peneliti untuk mengkaji lebih mendalam.  
Perannya dalam dunia matematika 
membuat para ilmuwan terus melakukan 
perkembangan ilmu guna mengembangkan 
hasil penelitian yang telah diteliti terlebih 
dahulu. 

Salah satu topik yang mengalami 
perkembangan ilmu yakni mengenai 
matriks centrosymmetric. Matriks 
centrosymmetric merupakan salah satu 
matriks yang memiliki struktur simetri 
pada pertengahan matriks. Bentuk dan 
struktur yang unik ini, membuat matriks 
centrosymmetric memiliki daya tarik 
tersendiri bagi para ilmuwan untuk 
meneliti tentang keunikan matriks 
centrosymmetric. 

Seiring dengan perkembangan jaman, 
matriks centrosymmetric mengalami 
perkembangan ilmu pula. Dalam penelitian 
[1] diperoleh algoritma dalam menetukan 
nilai eigen dan vektor eigen dari matriks 
centrosymmetric. Karena bentuk dan 
susunan matriks yang unik, maka diperoleh 
cara khusus untuk menentukan vektor 
eigen yang sangat bermanfaat dalam 
bidang matematika. 

Dalam penelitian [2] juga menemukan 
algoritma dalam perkalian matriks-vektor 
dari matriks centrosymmetric. Dalam 

penelitiannya diperoleh cara dan pola 
khusus yang dimiliki matriks 
centrosymmetric jika dikalikan dengan 
vektor. Mengingat bahwa matriks 
centrosymmetric banyak digunakan dalam 
ilmu matematika, maka penelitian ini 
sangat berguna dalam penelitian-penelitian 
berikutnya. 

Matriks centrosymmetric mempunyai 
keunikan dalam entri-entri matriksnya, 
maka peneliti matematika tertarik untuk 
mengkaji lebih dalam mengenai sifat dan 
karakteristik yang dimiliki oleh matriks 
centrosymmetric. Seperti dalam penelitian 
[3] menjelaskan bahwa dengan 
memanfaatkan metode interpolasi dan 
metode kuadrat terkecil, dikemukakan 
bahwa matriks yang memiliki sifat matriks 
centrosymmetric memiliki sifat Hermitian. 
Sebuah penemuan yang menarik yakni 
semakin meluas cakupan dan keunikan 
yang dimiliki matriks centrosymmetric. 

Perkembangan dan kemajuan ilmu 
matriks centrosymmetric telah dirasakan 
oleh ilmuwan matematika guna penelitian-
penelitian yang belum terungkap dalam 
hasil riset. Tidak hanya dalam ilmu 
matematika, keistimewaan matriks 
centrosymmetric banyak mengalami peran 
dalam berbagai ilmu dan bidang kajian. 
Dalam penelitian [4] mengatakan bahwa 
matriks centrosymmetric merupakan 
matriks penting dalam berbagai aplikasi 
seperti  dalam analisis numerik, teori 
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kontrol, proses penggambaran sinyal 
digital, dan dapat diaplikasikan pada 
representasi matematika dalam dimensi 
tinggi, sinyal interferensi elektromagnetik 
nonlinier yakni seperti matriks Toplitz, 
yakni salah satu jenis khusus dari matriks 
centrosymmetric seperti pada contoh dalam 
penelitian [5-9]. Dalam berbagai bidang 
tersebut banyak menyelesaikan 
permasalahan-permasalahan dengan 
memanfaatkan matriks centrosymmetric. 
Maka, perkemabangan ilmu matriks 
centrosymmetric sangat membantu dalam 
berbagai bidang terkait. 

Selain itu, manfaat matriks 
centrosymmetric dalam penelitian [10] 
menunjukkan bahwa matriks 
centrosymmetric berperan penting 
menentukan jumlah area seperti pattern 

recognition, teori antenna, sistem mekanik 
dan elektrik, dan fisik kuantum. Aplikasi 
yang spesifik lagi yaitu dalam 
permasalahan analisis vibrasi yang 
menggunakan teori dari matriks 
centrosymmetric dalam dalam 
permasalahan Ordinary Differential 

Equation (ODE). 
Salah satu kajian yang banyak 

dimanfaatkan dalam pemakaian matriks 
centrosymmetric yakni bagaimana 
mendapatkan invers dari matriks 
centrosymmetric. Dalam penelitian [11] 
telah dibahas bagaimana menentukan 
algoritma invers dari matriks Hessenberg.  
Matriks Hessenberg merupakan salah satu 
matriks penting dalam analisis numerik. 
Sebagai contoh peranan dekomposisi 
matriks Hessenberg  dalam peran penting 
dalam komputasi matriks nilai eigen. 
Dalam pembahasan [11] dijelaskan 
algoritma rekursif untuk menghitung 
invers n-per-n matriks Hessenberg bawah. 
Di tahun 2012 [6] telah ditemukan pula 
spektral radius dari matriks 
centrosymmetric dengan ordo genap. 
Berdasarkan penelitian terdahulu tersebut, 
maka algoritma rekursif invers dari 
matriks Hessenberg dan penemuan dalam 
penelitian spektral radius dengan ordo 
genap, maka akan dicari algoritma invers 

dari matriks persegi centrosymmetric 
dengan ordo genap. Pada tugas akhir ini 
akan dikaji mengenai analisis konvergensi 
dari komputasi dalam menentukan invers 
matriks centrosymmetric agar dapat 
dimanfaatkan dalam berbagai bidang ilmu 
dan membantu menyelesaikan 
permasalahan-permasalahan yang 
berkaitan dalam invers matriks 
centrosymmetric. 
 
 

2. Algoritma Invers Matriks 

Centrosymmetric 

 Pada pembahasan ini dibahas 
terlebih dahulu mengenai matriks 
Hessenberg yang akan digunakan sebagai 
acuan pengembangan algoritma dalam 
mendapatkan inverse matriks 
centrosymmetric. 

 

2.1 Algoritma Invers Matriks 

Hessenberg 

Dari penelitian yang telah 
dilakukan oleh Chen dan Yu [10], maka 
diperoleh hasil sebagai berikut : 

Teorema 2.1 [10] . 

Jika diberikan matriks yakni matriks 
segitiga bawah Hessenberg yang 
nonsingular yang semua elemen dari 

diagonal utama tidak nol, dan  
merupakan matriks seperti yang telah 

dijelaskan sebelumnya. . Partisi  dalam 

bentuk  , dimana   sepeti 

yang telah dijelaskan sebelumnya, maka  

(1).  , dan  

(2). . 

dimana   

merupakan elemen diagonal utama dari 

matriks . 
 

Dengan mengkombinasikan iterasi ini 

dengan Teorema 2.1 saat  merupakan 
matriks segitiga bawah, maka diperoleh 
algoritma sebagai berikut [10] : 

Algoritma 1 : Perhitungan , 

dengan diketahui  

input  dan ; 
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 nol ; 

; 

untuk  

; ; 

untuk   

   

end 
end; 

; 

untuk  

   

end. 
 

Algoritma 2 : Perhitungan  dan  

 , dengan diketahui  dan  
secara berturut-turut 

; ;  

 
;  

 
untuk  

  
end. 

Algoritma ini lebih baik dibandingkan 
dengan algoritma Elouafi [11] yang mana 

membutuhkan  operasi dalam 

menghitung . 
 

 

3. Algoritma Invers Matriks 

Centrosymmetric 

Definisi 1. Diberikan 

 merupakan matriks centrosymmetric, 

jika , , 

, atau equivalen dengan 

, dimana  , dan  
merupakan vektor unit dengan elemen ke-i  
adalah 1 dan elemen yang lainnya yaitu 0. 

 

Lemma 3.1 [5] . 

Diberikan  

yaitu matriks centrosymmetric, jika dan 

hanya jika  memiliki bentuk : 

 , dan 

 ,    

dimana ,  dan 

. 

 

Lemma 3.3 [10] . 

Diberikan matriks Hessenberg , 

dan  sama dengan matriks segitiga bawah 
seperti yag telah disebutkan sebelumnya. 
Dengan mengasumsikan 

  , maka seluruh  

dapat dihitung secara berulang-ulang 
sebagai berikut  

  

, untuk  
 
Berdasarkan penelitian sebelumnya 

dengan penjelasan tersebut, maka 
diperoleh hasil komputasi dari determinan 
dan inverse dari matriks cenrosymmetric  
dengan mengamati bentuk [4]  

 
Berdasarkan Lemma 3.1, maka 

terdapat matriks orthogonal  

 , sedemikian sehingga  

 . 

     (3.4) 

Memisalkan ,  

tak sulit untuk menunjukkan bahwa   
keduanya merupakan matriks Hessenberg. 
Menggunakan operasi inverse pada kedua 
ruasdari persamaan (3.4) , sehingga  

.    

 (3.5) 
Dari Lemma 3.1, maka diketahui bahwa 

matriks  juga merupakan matriks 
centrosymmetric, dan dapat diasumsikan 
bahwa  

 ,  

.  (3.6) 
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Dari persamaan (3.5) dan (3.6), dapat 
diperoleh  

  dengan kata lain  

   (3.7) 

Dengan menunjukkan 

 ,  

,     (3.8) 
maka berdasarkan Lemma 3.1 , diperoleh 
persamaan  

 , 

 .   (3.9) 
 
Berdasarkan persamaan (3.6), (3.7) dan 
(3.9), akan diperoleh hasil perhitungan dari 

inverse dari matriks .  
 

Teorema 3.1 [4] . 

Diberikan  seperti 
yang telah dijelaskan sebelumnya, maka 

,  

dimana 

  ,  , 

dan 

 , 

 . 
 
Dengan memperhatikan untuk inverse 

 dapat menggunakan metode 
dalam Lemma 3.3.  

Dari persamaan (3.4), diperoleh  

,  

maka 

.  
 

Diberikan  , 

. Dari Lemma 2, 

diperoleh 

 ,  

 . 

sehingga 

  

 . 

 

Teorema 3.2  [4] . 

Diberikan  seperti 
yang telah dijelaskan sebelumnya, maka 

.  

 

 

4. Kesimpulan  

Dalam penelitian sebelumnya telah 
diteliti mengenai algoritma dalam 
mendapatkan inverse dari matriks 
Hesssenberg. Berdasarkan yang telah 
diperoleh dari algoritma   inverse dari 
matriks Hesssenberg, dapat dicari juga 
algoritma dalam menentukan inverse dari 
matriks centrosymmetric berdasarkan sifat 
khusus yang dimiliki oleh matriks 
centrosymmetric dengan 
mempertimbangkan angka penjalaran yang 
lebih kecil dibandingkan dengan penemuan 
di penelitian sebelumnya. Peranan matriks 
centrosymmetric dapat diterapkan dalam 
ODE dengan berdasarkan penelitian 
sebelumnya. 
 
 

5. Daftar Pustaka 

[1] Alan L. Andrew, Eigenvector of certain 
matrices, Linear Algebra and Its Appl. 
7 (1973) 151-162.  

 
[2] A. Melman, Symmetric 

centrosymmetric matrix-vector 
multiplication, Linear Algebra and Its 
Appl.  320 (2000) 193-198. 

 
[3] Magdy Tawfik Hanna and Sana Ahmed 

Mansoori, A centrosymmetric matrix 
based technique for the interpolation of 

18

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



  Nur Khasanah (Analisis Konvergensi Dari Komputasi Invers Matriks Centrosymmetric) 

 

  

a hermitian signal, Numerical Linear 
Algebra with Appl. 10 (2003) 701-720 
. 

 
[4] Di Zhao and Hongyi Li, On the 

computation of inverse and 
determinant of a kind of special 
matrices, Appl. Math. Comput. 250 
(2015) 721-726. 

 
[5] W.F. Trench, Characterization and 

properties of a matrices with 
generalized symmetry of skew 
symmetric, Linear Algebra Appl. 377 
(2004) 207-218. 

 
[6] H.-Y. Li, D. Zhao, F. Dai, D.-L. Su, On 

the spectral radius of a nonnegative 
centrosymmetric matrix, Appl. Math. 
Comput. 218 (9) (2012) 4962-4966. 

 
[7] W.C. Pye, T.L. Boullion and T.A. 

Atchison, The pseudoinverse of a 
centrosymmetric matrix, Linear 
Algebra and Its Appl. 6 (1973) 201-
204. 

 
[8] H.-Y. Li, Z.-S. Gao, D. Zhao, Least 

squares solution of the matrix equation 
AXB+CYD=E with the least norm for 
symmetric arrowhead matrices, Appl. 
Math. Comput. 226 (2014) 719-724. 

 
[9] D. Zhao, H.-Y. Li, D.-L. Su, A 

numerical algorithm on the 
computation of the stationary 
distribution of a discrete time 
homogenous Markov chain, Math. 
Probl. Eng. 2012 (2012). 

 
[10] Datta and Morgera, On the 

reducibility of centrosymmetric 
matrices-Aplication in engineering 
problems, Circuits System Signal 
Process. Vol.8, No. 1, 1989 

 
[11] Yue-Hui Chen and Cheng-Yi Yu, A 

new algorithm for computing the 
inverse and determinant of a 

Hessenberg matrix, Appl. Math. 
Comput. 218 (2011) 4433-4436. 

 
[12] M. Elouafi, A.D. Aiat Hadj, A new 

recursive algorithm for inverting 
Hessenberg matrices, Appl. Math. 
Comput. 214 (2009) 497-499. 

 
[13] G.H. Golub, C.F. Van Loan, Matrix 

Computations, third ed., Johns Hopkins 
University Press, Baltimore and 
London, 1996. pp. 341-352. 

 
[14] Zhong-Yun Liu, Some properties of 

centrosymmetric matrices, Appl. Math. 
Comput. 141 (2003) 297-306. 

 
[15] X.G. Lv, T. Z. Huang, J. Le, A note 

on computing the inverse and 
determinant of a pentadiagonal 
Toeplitz matrix, Appl. Math. Comput. 
206 (2008) 327-331. 

 
[16] Zhen-yun Peng and Xi-yang Hu, Lei 

Zhang, The inverse problem of 
centrosymmetric matrices with a 
submatrix constrain, Journal of 
Computational Mathematics, Vol.22, 
No.4, China (2004) 535-544. 

19

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



20

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



21

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



22

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



23

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



24

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



25

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



26

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



27

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



28

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



29

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



30

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



31

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



32

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



33

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



34

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



ALGORITMA FUZZY KERNEL C-MEANS UNTUK MENENTUKAN TINGKAT 

KEGANASAN ASTROSITOMA (KANKER OTAK) 
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Abstrak. Astrositoma merupakan jenis kanker otak yang paling sering ditemukan setelah meningioma. Penentuan 
tingkat keganasan Astrositoma sangat diperlukan pada saat diagnosis pra-bedah, pra-radiasi, dan pra-kemoterapi 
karena tingkat keganasan yang berbeda akan menentukan penanganan dan pengobatan yang berbeda. Untuk 
menentukan tingkat keganasan tersebut dapat dilakukan dengan menganalisa Image MRI dan menghitung metabolit 
MRS otak. Dalam penelitian ini, penentuan tingkat keganasan Astrositoma dilakukan dengan menggunakan 
Algoritma Fuzzy Kernel C-Means. Metode ini merupakan perluasan dari Fuzzy C-Means, dengan harapan akan 
memberikan  keakuratan lebih tinggi dalam menentukan tingkat keganasan Astrositoma.  

Keywords: Astrositoma, Fuzzy C-Means, Fungsi Kernel, Fuzzy Kernel C-Means  

Abstract. Astrocytoma is a type of brain cancer that most often found after Meningioma. Determination of the 
malignancy level of Astrocytoma is required at the time of pre-surgical diagnosis, pre-radiation, and pre-
chemotherapy because for different malignancy levels of Astrocytoma the types of the treatment are also different. 
Determination of its malignancy levels can be done by analyzing the data of MRI and MRS metabolite calculation 
of brain tissue. In this study, the determination of the malignancy level of Astrocytoma was done by using Kernel 
Fuzzy C-Means Algorithm. This method is an extension of the Fuzzy C-Means that we claim to provide higher 
accuracy in determining the degree of malignancy of Astrocytoma. 

Keywords: Astrocytoma, Fuzzy C-Means, Kernel Function, Fuzzy Kernel C-Means 

1. Pendahuluan 
Astrositoma merupakan suatu jenis 

kanker otak yang berasal dari suatu jenis 
khusus dari sel glial, yaitu astrocytes, sel-sel 
otak yang berbentuk bintang. Jenis tumor ini, 
biasanya tidak menyebar di luar otak dan 

sumsum tulang belakang dan biasanya tidak 
mempengaruhi organ-organ lain. Astrositoma 
adalah glioma yang paling umum dan dapat 
terjadi di sebagian besar otak dan kadang-
kadang di sumsum tulang belakang. 
Astrositoma, secara umum dapat dibagi 
menjadi dua kelas: 

 Narrow zones of infiltration (tumor 
yang sebagian besar bersifat invasif, 
misalnya, pilocytic astrocytoma, 

subependymal giant cell astrocytoma, 
dan pleomorphic xanthoastrocytoma) 

 Diffuse zones of infiltration (misalnya, 
high-grade astrocytoma, anaplastic 

astrocytoma, dan glioblastoma), yang 
memiliki  kemampuan untuk muncul 

di setiap lokasi di CNS  (Central 

Nervous System), biasanya terjadi 
pada orang dewasa; dan memiliki 
kecenderungan untuk meningkat ke 
derajat berikutnya. [1] 

Astrositoma merupakan tumor primer 
otak yang paling sering terjadi dan sangat 
bervariasi dari lesi derajat keganasan rendah 
sampai lesi dengan derajat keganasan tinggi. 
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Klasifikasi histologi dan derajat keganasan 
yang tepat pada glioma sangatlah penting. 
Secara praktis perbedaan yang paling 
mendasar adalah memisahkan glioma difus 
dengan glioma yang berbatas tegas. [2]  

Berdasarkan hasil ketetapan World 

Health Organization (WHO), hispatologi 

Astrositoma di klasifikasikan menjadi 4 
derajat atau 4 kelas  yaitu : [3] 

 Derajat I : Juvenile Pilocytic 

Astrocytoma (JPA) 

 Derajat II : Low-Grade Astrocytoma 

 Derajat III : Anaplastic Astrocytoma 

 Derajat IV :  Glioblastoma 

Astrocytoma (GBM) 

Sarana diagnosis seperti CT 
(computed tomography) dan MRI (magnetic 

resonance imaging) sangat membantu untuk 
melakukan diagnosis dan penanganan 
(treatment) Astrositoma. Kedua pemeriksaan 
tersebut hanya menghasilkan gambar atau 
keadaan anatomi yang normal dan yang ada 
kelainan, tetapi tidak memperlihatkan 
metabolisme kimia jaringan. Masalah 
diagnosis Astrositoma kadang-kadang sulit 
dibedakan dengan kelainan yang lain, sebagai 
contoh untuk Astrositoma dengan derajat 
keganasan rendah, bila hanya dilakukan 
pemeriksaan MRI konvensional sulit 
dibedakan dengan infeksi. Sedangkan 
penanganan kelainan tersebut sangat berbeda, 

sehingga melakukan diagnosis secara pasti 
akan membantu untuk pengobatan penyakit 
secara tepat. Untuk itu, diperlukan suatu 
metode sebagai alat bantu untuk membedakan 
tingkat keganasan Astrositoma. Pada 
penelitian ini akan dikembangkan suatu 
algoritma yang dapat menentukan tingkat 
keganasan Astrositoma. Metode yang akan 
digunakan adalah metode-metode yang 
berbasis pada Fuzzy Clustering. 

Penelitian mengenai Astrositoma yang 
berbasis Fuzzy clustering telah dilakukan oleh 
Ye et al. [4]. Pada penelitian tersebut, dari 
280 kasus Astrositoma, ditemukan 111 kasus 
merupakan Low-Grade Astrocytoma dan 169 
merupakan High-Grade Astrocytoma. 
Penelitian oleh Yang et al. berbasis pada  
Magnetic Resonance Imaging (MRI) and data 

klinis. Berdasarkan penelitian tersebut, 
terlihat faktor-faktor yang berpengaruh adalah 
usia, mass effect (efek dari massa berkembang 
yang menghasilkan efek patologis sekunder 
dengan mendorong atau menggusur jaringan 
sekitarnya), edema (akumulasi abnormal 
cairan dalam interstitium), peningkatan post-

contrast, suplai darah, pengapuran 
(calcification), dan pendarahan 
(haemorrhage).  

Pada makalah ini, penelitian yang 
dilakukan berbasis pada data Magnetic 

Resonance Spectroscopy, yaitu pemeriksaan 
radiologi penunjang. Pemeriksaan radiologi, 
biasanya dipakai oleh dokter ahli setelah 
dilakukan pemeriksaan klinis. Pemeriksaan 
radiologi yang kita kenal selama ini adalah 
MRI dan CT-Scan. Kedua pemerikasaan 
tersebut hanya menghasilkan gambar atau 
keadaan anatomi antara yang normal dan 
yang ada kelainan, tetapi tidak 
memperlihatkan metabolisme kimia jaringan. 
Klasifikasi Astrositoma berbasis Fuzzy 
clustering yang lain telah dilakukan anatara 
lain dengan menggunakan Fuzzy C-Means 
[5], Possibilitic C-Means [6]  dan Spherical 
K-Means [7]. Pada makalah ini akan dibahas 

aplikasi Fuzzy Kernel C-Means untuk 
menentukan derajat keganasan Astrositoma. 

2. Magnetic Resonance Spectroscopy 

(MRS) 

Pada makalah ini data yang 
diklasifikasikan ke dalam empat kelas 
Astrositoma berdasarkan derajat 
keganasannya adalah data MRS. Untuk 
mendapatkan data Spectroscopy, terlebih 
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dahulu dilakukan pengambilan MRI yang 
digunakan untuk menentukan lokasi yang 
dicurigai mengandung Astrositoma. Lokasi 
ini disebut localizer. Dari localizer yang 
dihasilkan ditentukan lagi lokasi Volume of 

Interest (VOI), dimana pada lokasi inilah 
dilakukan penekanan air yang mengakibatkan 
terjadinya perbedaan resonansi, sehingga 

metabolit-metabolit yang berbeda dapat 
diukur kuantitasnya.  

Ada 7 metabolit utama yang diukur 
dalam menentukan keganasan suatu penyakit 
Astrositoma, yaitu N-Acetil Aspartate (NAA), 
Creatine (Cr), Choline (Cho), Lipid (Lip), 
Lactate (Lac), Myoinositol (Ml), dan 
Glutamine-glutamate (Glx). Data yang sudah 
didapat kemudian dibentuk menjadi sebuah 

vektor  untuk selanjutnya digunakan 
sebagai data klasifikasi dalam metode fuzzy 

clustering, dimana data tersebut sudah 
diketahui kelasnya berdasarkan hasil 
pemeriksaan patologi anatomi. 

3. Metode Fuzzy C-Means (FCM) 

Metode Fuzzy C-Means merupakan 
salah satu metode clustering yang ditemukan 
oleh Bezdek [8].  Untuk suatu himpunan data 
masukan  dengan 

, kita definisikan suatu matriks 

membership berukuran , 

 dan  dan himpunan pusat 

cluster  yang setiap 

elemennya adalah anggota dari . Model 
matematika dari metode FCM adalah  

  (1) 

Dengan kendala: 

  (2) 

  (3) 

 (4) 

Dengan  adalah fungsi disimilaritas dan 
 adalah derajat fuzziness. Pusat 

cluster dan nilai membership diperbaharui 
dengan formula: 

  (5) 

  (6) 

4. Metode Kernel 

Vapnik [9] mengemukakan konsep 
metode kernel yang kemudian dikembangkan 
oleh Scholkopf et al. [10]. Metode ini 
memberikan kontribusi yang berarti pada 
penelitian-penelitian di bidang klasifikasi.  
Pengunaannya pada Support Vector Machines 
(SVM) oleh Christianini dan Taylor [11] dan 
Muller et al. [12] menghasilkan kenaikan 
keakuratan dibandingkan dengan metode 
klasifikasi klasik. Metode ini cocok 
digunakan pada data yang tidak terpisahkan 
secara linier dan berdimensi besar.  

Untuk menerapkan metode ini, kita 

bangun suatu pemetaan  dari ruang input  
ke ruang feature , dengan dimensi dari  
lebih besar dari dimensi ruang input. 
Klasifikasi dilakukan pada data hasil 
transformasi di ruang feature. Salah satu 
kendalanya adalah untuk menentukan jarak 

antara  dan . Selain 

daripada itu operasi di  
Kendala ini diatasi dengan mendefinisikan 

suatu fungsi yang disebut kernel, 

. Terdapat berbagai jenis fungsi 

kernel, pada penelitian ini yang digunakan 
adalah kernel Gaussian:  

 (7) 
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5. Metode Fuzzy Kernel C-Means  

Teknik klasifikasi dapat 

mengklasifikasikan data 
 menjadi beberapa kelas 

(cluster). Data yang memiliki karakteristik 
sama ditempatkan pada kelas yang sama. 
Setiap kelas direpresentasikan oleh sebuah 

vektor . Vector Quantization 

merupakan salah satu metode klasifikasi. 
Pada metode VQ, data di 

 dipetakan ke suatu himpunan 

 yang disebut juga 
himpunan prototype, medoid,  signature atau 
codebook. Setelah prototype terbentuk, 
dibentuk suatu model optimisasi yang 
melibatkan dua himpunan yaitu himpunan 
Membership Functions dan himpunan 
Prototype. Untuk menyelesaikan masalah 
optimisasi yang seperti ini, digunakan prinsip 
Alternating Minimization Algorithm (AMA) 
[8], dimana untuk mendapatkan solusi 
optimumnya dilakukan proses iterasi untuk 
memperbaharui himpunan Membership 

Functions dan himpunan Prototype. Teknik 
clustering yang berdasarkan pada VQ dan 
prinsip AMA diantaranya adalah Fuzzy C-

Mean (FCM) [8], Possibilitic C-Mean (PCM) 
[13], dan Generalized Fuzzy C- Mean [14].  

Pada pembahasan Fuzzy LVQ oleh 

Karayiannis [14], nilai derajat fuzziness  
yang berbeda digunakan dalam setiap tahapan 

iterasi, yaitu , dimana 

 dan  masing-masing merupakan nilai 

awal dan nilai akhir dari , serta  
menunjukkan banyaknya iterasi maksimum. 

Ketika nilai  diberikan besar dan 
nilai  kecil (atau sebaliknya),  diharapkan 

nilai  akan menurun (atau sebaliknya) pada 
setiap iterasi. Berdasarkan percobaan yang 
telah dilakukan,  nilai derajat fuzziness  
yang berbeda ini diperlukan karena ada 
terdapat perbedaan jenis data, baik yang 
memerlukan nilai besar, maupun kecil. 

Algoritma Fuzzy Kernel C-Means 
dibangun dengan menerapkan konsep metode 
Fuzzy C-Means [8], Fungsi Kernel [9, 10, 11, 
12], dan derajat fuzziness [15]. 

Input :   

Output :  dan  

 1. Inisialisasi , 
 

 2. Untuk  sampai  

  3. 
  

  4.   

  5. Hitung membership 

, 

 dengan 
menggunakan 

, 

  

  6. Perbaharui pusat Cluster 
, 

dimana 

 

  7. Jika 

, STOP. 

  8.   

Algoritma 1. Algoritma Fuzzy Kernel C-Means 

Menurut Bezdek, kedua  barisan 

 pada Algoritma 1 akan konvergen ke 
nilai minimum dari  [8]. 

6. Hasil Percobaan 

Algoritma 1 diaplikasikan pada 
masalah penentuan tingkat keganasan 
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Astrositoma dengan menggunakan data dari 
Laboratorium Radiologi FKUI, Jakarta. Data 
diambil dari 36 orang pasien pengidap 
Astrositoma dengan derajat keganasan 
tertentu yang tidak dibatasi jenis kelamin 
maupun usia. Dari data yang ada, sebagian 
digunakan sebagai data training yang 
digunakan untuk membentuk model 

klasifikasi, sedangkan sisanya digunakan 
sebagai data testing untuk menentukan 
keakuratan klasifikasi yang telah terbentuk 
sebagai hasil dari pengaplikasian Algoritma 1. 

Pada percobaan digunakan Algoritma 
1 yang dibangun pada makalah ini dan 
Algoritma Fuzzy C-Means sebagai 
pembanding. Pada Algoritma Fuzzy Kernel 
C-Means (FKCM), digunakan fungsi Kernel 

Gaussian dengan parameter . Pada 
setiap percobaan, untuk suatu data testing  
tertentu, dilakukan 10 kali pengulangan, 
dimana pengambilan data dilakukan secara 
acak.  

Hasil rata-rata keakuratan klasifikasi 
tingkat keganasan Astrositoma dengan 
menggunakan Algoritma 1 maupun Fuzzy C-
Means (FCM) dapat dilihat pada Tabel 1. 
Dapat dilihat bahwa dibandingkan dengan 
metode FCM, metode FKCM memberikan 
keakuratan klasifikasi yang lebih baik. 

 

Tabel 1. Presentase Keakuratan Klasifikasi 
Tingkat Keganasan Astrositoma dengan 

Menggunakan FCM dan FKCM 

Data 
Training 

(%) 

FCM FKCM 

10 65 70 

20 70 85 

30 67 80 

40 70 84 

50 73 85 

60 85 90 

70 80 94 

80 78 92 

90 85 99 

 

7. Kesimpulan 

Pada makalah ini diberikan algoritma 
Fuzzy Kernel C-Means (FKCM) yang 
digunakan untuk mengklasifikasi data MRS 
ke dalam 4 kelas Astrositoma yang dibedakan 
berdasarkan derajat keganasannya. 
Berdasarkan hasil percobaan terlihat bahwa 
penggunaan fungsi kernel dapat 
meningkatkan keakuratan klasifikasi.  

Penelitian ini dapat dilanjutkan 
dengan mengembangkan metode lain yang 
lebih akurat untuk menentukan derajat 
keganasan Astrositoma. Serta dimungkinkan 
untuk menggunakan kernel non-parametrik 
pada metode kernel yang digunakan pada 
penelitian ini. 

Ucapan terima kasih 

Penulis mengucapkan terima kasih 
dan apresiasi setinggi-tingginya kepada Dr. 
Jacob Pandelaki dari Departemen Radiologi 
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Abstract. Penyakit Leptospirosis merupakan penyakit yang disebabkan oleh virus leptospira dari 
tikus sebagai vektor yang menularkan pada manusia. Pada tugas akhir ini dikaji model matematika 

tak linier yang menjelaskan penyebaran penyakit leptospirosis dengan model SIR (Sisceptible, 

Infected, Rocovered) untuk populasi manusia dan model SI (Susceptible, Infected) untuk populasi 
vektor. Dengan menggunakan kriteria Routh-Hurwitz diperoleh titik kesetimbangan bebas 

penyakit dan titik kesetimbangan endemik. Dari hasil analisis kestabilan diketahui titik 
ketimbangan bebas penyakit tidak stabil sedangkan titik kesetimbangan endemik stabil asimtotik 

lokal. Kemudian dilakukan simulasi numerik menggunakan metode Runge Kutta Orde 4, solusi 
numerik menunjukkan bahwa perubahan parameter laju kelahiran manusia dan vektor 
mempengaruhi jumlah manusia yang rentan, manusia yang terinfeksi, dan manusia yang sembuh 

serta jumlah vektor yang rentan dan vektor yang terinfeksi. Berdasarkan hasil simulasi dapat 
dilakukan pengendalian penyebaran penyakit leptospirosis dengan mengurangi jumlah populasi 
vektor. 

Kata Kunci: Penyakit Leptospirosis, Model Matematika, Analisa Kestabilan 

 

 

1. Pendahuluan 

 Leptospirosis adalah penyakit 
infeksi akut yang dapat menyerang 
manusia maupun hewan (zoonosis) [1]. 
Leptospirosis adalah penyakit menular 
yang disebabkan oleh bakteri Leptospira 
yang pathogen. Gejala yang umum 
dijumpai adalah demam, sakit kepala, 
mual-mual, nyeri otot, muntah. Kadang-
kadang dijumpai konjungtivitis, ikterus, 
anemia dan gagal ginjal[2]. Penyakit 
ini  bersifat musiman, di daerah beriklim 
sedang masa puncak insiden dijumpai pada 
musim panas dan musim gugur karena 
temperatur adalah faktor yang 
mempengaruhi kelangsungan hidup 
leptospira, sedangkan di daerah tropis 
insidens tertinggi selama musim hujan [3]. 

Penyakit Leptospirosis ini mendapat 
perhatian dari berbagai lapisan masyarakat, 
baik dari ahli di bidang kedokteran yang 
mempunyai andil besar dalam mencegah 
perluasan penyakit, begitu juga dari bidang 
ilmu pengetahuan yang terus berkembang,  
matematika berperan dalam menganalisis 
dan memberikan informasi mengenai 
gambaran penyebaran penyakit. Faktor-
faktor yang menyebabkan  terjadinya 
penyakit tersebut dalam kehidupan 

awalnya  dianalisis yang kemudian diubah 
ke dalam bentuk model matematika yang 
menjadikan fenomena ini agar lebih tepat 
dipahami. Model matematika interaksi 
antara leptospirosis, vektor yang terinveksi 
dan popualsi manusia yang merupakan 
model dengan mempertimbangkan 
interaksi manusia rentan dengan vektor 
yang terinfeksi dan terkait penyakit dengan 
tingkat kematian pada manusia dan vektor 
yang terinfeksi, yang telah dibuat oleh Gul 
Zaman. dkk. (2012) memahami sifat dasar 
dari model epidemik, mereka merumuskan 
secara rinci dan mendefinisikan parameter 
yang terlibat dalam model [4]. 

Model penyebaran leptospirosis ini 
terdapat lima kelas,yaitu Sh(t) adalah 
jumlah manusia rentan pada waktu t; Ih(t) 
jumlah manusia dalam populasi yang 
terinfeksi leptospirosis pada waktu t; Rh(t) 
adalah jumlah manusia dalam populasi 
yang pulih pada waktu t.Untuk populasi 
vektor, misalkan Sv(t) adalah vektor yang 
rentan pada waktu t; Iv(t) adalah vektor 
yang terinfeksi pada waktu t. Dari model 
yang telah dirumuskan yang kemudian 
dikaji pola epidemiknya dengan mencari 
solusi dari model terlebih dahulu, 
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kemudian  menginterpretasikan hasil 
kajian ke dalam keadaan sebenarnya. 
 

2. Pemodelan Matematika Penyakit 

Leptospirosis 

Dinamika perpindahan antar kelas 
penyebaran penyakit leptospirosis yang 
ada di masyarakat dan terjadi pada 
populasi manusia dan vektor dapat 
digambarkan dalam diagram pada Gambar 
2.1 sebagai berikut: 

 
Gambar 2.1 Konsep diagram interaksi antara populasi 

manusia dengan populasi vektor 

Parameter-parameter yang 

digunakan antara lain,  yang 
menunjukkan laju kelahiran populasi 

manusia sedangkan  menunjukkan laju 

kelahiran populasi vektor.  menyatakan 
laju penyebaran/penularan langsung antara 
manusia yang rentan dengan manusia yang 

terinfeksi,  menyatakan laju  
penyebaran/penularan langsung antara 
manusia yang rentan dengan vektor (tikus) 

yang terinfeksi,  menyatakan laju  
penyebaran/penularan langsung antara 
vektor (tikus) yang rentan dengan manusia 

yang terinfeksi.  adalah laju kematian 

manusia akibat penyakit leptospirosis,  
adalah laju kematian vektor akibat 
penyakit leptospirosis. Laju kematian 

alami manusia dinyatakan dengan , laju 
kematian alami vektor dinyatakan dengan 

. Untuk tingkat penyembuhan manusia 

yang terinfeksi dinyatakan dengan , 
sedangkan pada vektor tidak terdapat 
proses penyembuhan pada vektor yang 

terinfeksi maka  menyatakan laju 

kematian vektor. Sementara  ialah laju 
manusia yang sembuh ketika kembali 
rentan terinfeksi. 
2.1 Proses Perubahan pada Kelas 
Susceptible Human (Sh) 
Jumlah manusia rentan pada waktu t 

dinotasikan dengan  dan jumlah 

manusia rentan pada waktu  adalah 

. Sehingga laju perubahan 
manusia yang masuk ke dalam populasi 

pada waktu  adalah . Laju 
perubahan manusia yang masuk ke dalam 
kelas rentan akibat penularan langsung dari 

manusia yang terinfeksi pada waktu  

adalah . Laju perubahan manusia 
yang masuk ke dalam kelas rentan akibat 
penularan langsung dari vektor yang 

terinfeksi pada waktu  adalah . 
Laju kematian alami individu pada kelas 

rentan itu sendiri pada waktu  adalah 

. Laju perubahan manusia dari 
kelas pulih menjadi kelas rentan pada 

waktu  adalah . Maka proses 
perubahan pada kelas susceptible human 

atau manusia rentan dalam tiap satuan 
waktu adalah 

 

 

 

 

 

 

 
Didapatkan laju perubahan pada kelas 
susceptible human sebagai berikut: 

     (2.1) 
2.2 Proses Perubahan pada Kelas 
Infected Human (Ih) 

Jumlah  populasi manusia yang 
terinfeksi pada waktu t dinotasikan dengan 
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 dan jumlah manusia rentan pada 

waktu  adalah . Sehingga 
laju perubahan manusia dari kelas rentan 
menjadi kelas terinfeksi akibat penularan 
langsung dari manusia yang terinfeksi pada 

waktu  adalah . Laju perubahan 
manusia dari kelas rentan menjadi kelas 
terinfeksi akibat penularan langsung dari 

vektor yang terinfeksi pada waktu  

adalah . Laju kematian alami 
individu pada kelas terinfeksi  itu sendiri 

pada waktu  adalah . Laju tingkat 
kematian terkait manusia yang terinfeksi 

penyakit pada waktu  adalah . 
Laju tingkat pemulihan manusia terinfeksi 

itu sendiri pada waktu  adalah . 
Maka proses perubahan pada kelas infected 

human atau manusia terinfeksi dalam tiap 
satuan waktu adalah 

 

 

 

 

 

 

 
Didapatkan laju perubahan pada kelas 
infected human sebagai berikut: 

    (2.2) 
2.3 Proses Perubahan pada Kelas 
Recovered Human (Rh) 

Jumlah populasi manusia  yang 
pulih pada waktu t dinotasikan dengan 

 dan jumlah populasi manusia pada 

waktu  adalah . Sehingga 
laju perubahan tingkat pemulihan manusia 
dari kelas terinfeksi menjadi klas pulih 

pada waktu  adalah . Laju 
kematian alami manusia yang pulih pada 

waktu  adalah . Laju perubahan 
manusia yang pulih menjadi rentan 
kembali pada kelas manusia pulih itu 

sendiri pada waktu  adalah . 
Maka proses perubahan pada klas 
recovered human atau manusia pulih pada 
dalam tiap satuan waktu adalah 

 

 

 

 

 

 

 

Didapatkan laju perubahan pada kelas 
recovered human sebagai berikut: 

  

     (2.3) 
2.4 Proses Perubahan pada Kelas 
Susceptible Vektor (Iv) 

Jumlah populasi vektor yang rentan 

pada waktu t dinotasikan dengan  dan 
jumlah populasi vektor yang rentan pada 

waktu  adalah . Sehingga 
laju pertumbuhan populasi vektor rentan 

pada waktu  adalah . Laju 
perubahan tingkat kematian vektor yang 

rentan itu sendiri pada waktu  adalah 

. Laju perubahan vektor yang rentan 
akibat penularan manusia terinfeksi pada 

waktu  adalah . Maka proses 
perubahan pada kelas susceptible vector 
atau vektor rentan dalam tiap satuan waktu 
adalah sebagai berikut: 
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Didapatkan laju perubahan pada klas 
suspectible vector sebagai berikut: 

  

     (2.4) 
2.5 Proses Perubahan pada Kelas 
Infected Vektor (Iv) 

Jumlah populasi vektor yang 
terinfeksi pada waktu t dinotasikan dengan 

 dan jumlah populasi vektor yang 

terinfeksi pada waktu  adalah 

. Laju perubahan pembawa 
penyakit dari klas vektor yang rentan 
menjadi kelas vekor terinfeksi akibat 
penularan oleh manusia terinfeksi pada 

waktu  adalah . Laju kematian 
alami populasi vektor terinfeksi itu sendiri 

pada waktu  adalah  . Laju 
perubahan tingkat kematian vektor pada 

waktu  adalah Laju perubahan 
tingkat kematian vektor terkait vektor yang 

terinfeksi penyakit pada waktu  adalah 

. Proses perubahan pada klas 
invfected vector atau vektor terinfeksi 
dalam tiap satuan waktu adalah sebagai 
berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

Didapatkan laju perubahan pada kelas 
infected vector sebagai berikut 

 

       (2.5) 
Dari persamaan (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) 
dan (2.5) diperoleh sistem persamaan 
diferensial orde satu yang menjelaskan laju 
penyebaran penyakit leprospirosis antara 
populasi manusia dengan populasi vektor, 
sebagai berikut: 

  

  

  

      (2.6) 

  

  

3. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

dan Endemik 

Berdasarkan sistem persamaan 
diferensial (2.1) didapat dua titik 
kesetimbangan yaitu 
1. Titik kesetimbangan bebas penyakit 

Titik kesetimbangan bebas penyakit 
artinya populasi pada wilayah terbebas 

dari penyakit sehingga , 

,  dan diperoleh sistem 
persamaan diferensial (2.1) selalu 
mempunyai titik kesetimbangan 

penyakit . 

2. Titik Kesetimbangan Endemik 
Titik kesetimbangan artinya di dalam 
populasi terdapat wabah penyakit 
leptospirosis. Langkah mendapatkan 
titik kesetimbangan endemik dari 
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sistem (2.1) setidaknya salah satu dari 
komponen terinfeksi dari sistem (2.1) 
bukan nol. Misalkan populasi manusia 
terinfeksi (Ih) didefinisikan oleh 

persamaan   , sehingga 
diperoleh: 

titik kesetimbangan endemik, 

 
3.1 Bilangan Reproduksi 

Bilangan reproduksi dasar (R0) 
penyebaran leptospirosis didefinisikan 
sebagai rata-rata jumlah individu dalam 
populasi yang terinfeksi leptospirosis 
baru yang diproduksi langsung maupun 
tidak langsung dari satu individu 
terinfeksi pada periode penyebaran 
penyakit dalam populasi rentan. 
Bilangan reproduksi dasar (R0) 
penyebaran leptospirosis adalah 

 

3.2 Analisis Kestabilan di Titik 

Kesetimbangan Bebas Penyakit dan 

Endemik 

Analisis kestabilan model matematika 
penyebaran leptospirosis di titik 
kesetimbangan bebas penyakit yang 
awalnya berupa sistem persamaan 
diferensial nonlinier, kemudian dilakukan 
linearisasi sistem dari model tersebut 
dengan menggunakan deret Taylor 
sehingga diperoleh sistem persamaan 
diferensial linier, lalu ditentukan dengan 
kriteria kestabilan yang diberikan oleh 
teorema berikut, 

Teorema 3.1. [12] 

Untuk , maka 
kesetimbangan bebas penyakit di titik 

 dari sistem (2.1) stabil asimtotik 

lokal. Jika , maka 

kesetimbangan bebas penyakit di titik 

 dari sistem (3.6) tidak stabil. 
Bukti 

Mengingat nilai bilangan 

reproduksi dasar  yang telah 
didapatkan pada pembahasan 
sebelumnya, bahwa: 

 

 

 
 Berdasarkan analisa kestabilan pada 
titik kesetimbangan bebas penyakit 
leptospirosis diperoleh matriks jacobian 
pada titik kesetimbangan bebas penyakit 
leptospirosis adalah sebagai berikut, 

 

Dengan   dan 

menggunakan operasi baris elementer 
didapatkan persamaan karakteristik dari 
matriks Jacobian di atas, sbb: 

 

Dengan menggunakan nilai , ,  dan 
penyusunan kembali sehingga didapatkan, 

 

 

 

 

 
 

 karena , 
titik kesetimbangan bebas penyakit stabil 
asimtotik jika semua nilai eigen bernilai 
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negatif, sehingga , 

dengan ,  akan 

bernilai negatif jika . Semua nilai 

eigen memiliki hasil negatif jika 

, maka terbukti bahwa sistem di atas 

adalah stabil asimtotik lokal. Namun jika 

 sehingga  bernilai positif, 

karena terdapat setidaknya satu nilai eigen 
yang bernilai positif maka sistem di atas 
tidak stabil.            

             
Anilisis Kestabilan Titik Kesetimbangan 
Endemik 

Berdasarkan analisa kestabilan 
model matematika pada titik 
kesetimbangan endemik matriks 
jacobiannya adalah sebagai berikut, 

 
Menggunakan operasi baris 

elementer didapatkan persamaan 
karakteristik dari matriks Jacobian di 
atas, sbb: 

 
Sehingga dari persamaan karakteristik di 
atas didapatkan lima nilai eigen antara lain,  

, , 

 

 

dengan 

 maka  akan bernilai negatif 

jika  

,  

dengan  

maka  akan bernilai negatif jika 

 
Dengan demikian semua nilai eigen akan 

bernilai negatif jika 

 dan  sehingga titik 
kesetimbangan endemik tersebut adalah 
stabil asimtotik lokal. Namun jika 

 dan 

 maka terdapat nilai eigen yang 
positif sehingga sistem tidak stabil. 

4. Studi Kasus 

Simulasi numerik model matematika 
ini menggunakan metode Runge-Kutta 
Orde 4, dengan menggunakan data 
penyakit leptospirosis Puskesmas Kedung 
Mundu 2014 dan nilai parameter berdasar 
literatur  dan dilakukan simulasi dengan 
program Matlab didapatkan, 
Simulasi untuk Pengaruh Laju Kelahiran 
Manusia dan Vektor 

1. dan  pada 
Penyebaran Penyakit Leptospirosis 

2. dan  pada 
Penyebaran Penyakit Leptospirosis 

 

 
Pada Gambar 4.1  (Pengaruh Laju 

Kelahiran Manusi dan Vektor  

dan   pada Penyebaran Penyakit 
Leptospirosis) dan (Pengaruh Laju 

Kelahiran Manusia dan Vektor  

dan   pada Penyebaran Penyakit 
Leptospirosis) menunjukan bahwa semakin 
besar laju kelahiran manusia 
mengakibatkan proporsi jumlah manusia 
yang sembuh semakin besar sehingga 
jumlah manusia yang rentan dan manuisa 
yang terinfeksi menurun. Sedangkan 
semakin besar laju kelahiran vektor 
mengakibatkan proporsi jumlah vektor 
yang rentan dan terinfeksi semakin banyak. 
Sebaliknya, semakin kecil laju kelahiran 
manusia mengakibatkan proporsi jumlah 
manusia yang sembuh semakin kecil 
sehingga jumlah manusia yang rentan dan 
terinfeksi semakin besar. Untuk laju 
kelahiran vektor yang semakin kecil 
mengakibatkan pada proporsi jumlah 
vektor juga kecil. Hal tersebut menjelaskan 
bahwa laju kelahiran manusia dan vektor 
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mempengaruhi proporsi jumlah populasi 
manusia dan populasi vektor dalam jangka 
panjang. 

 

5. Kesimpulan 

Dari hasil pembahasan disimpulkan 
bahwa model penyebaran penyakit 
leptospirosis antara populasi manusia dan 
populasi vektor yang diperoleh merupakan 
sistem persamaan diferensial tak linier 
dengan lima variabel, yaitu kelas 
susceptible human (Sh), kelas Infected 

human (Ih), kelas recovered human (Rh), 
kelas susceptible vektor (Sv), dan kelas 
infected vektor (Iv). Pada model 
matematika ini didapatkan dua titik 
kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan 
bebas penyakit dan titik kesetimbangan 
endemik. 

Dari model matematika tersebut 
dilakukan simulasi numerik dengan 
metode Runge Kutta Orde 4, hasil simulasi 
berdasarkandata Puskesmas Kedung 
Mundu tahun 2014 diperoleh bahwa besar 
laju kelahiran manusia (b1) berbanding 
lurus dengan jumlah manusia yang sembuh 
dan besar laju kelahiran vektor (b2) 
berbanding lurus dengan jumlah vektor 
yang terinfeksi. Sehingga dengan melihat 
representasi yang ada dapat dilakukan 
pemberantasan jumlah populasi vektor 
untuk salah satu usaha mengendalikan 
penyebaran penyakit leptospirosis. 
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 MODEL DINAMIK DENGAN KONTROL PADA POPULASI 

PENDERITA DIABETES MELITUS 
 

Anindita Henindya P.1, Kartono2, Sunarsih3 

1,2,3Jurusan Matematika FSM Universitas Diponegoro 
 

Abstract. In this paper is discussed the optimal control problem of a population model of diabetes 
mellitus. Model of diabetes mellitus population illustrates the flow of development a person suffering 

diabetes mellitus from pre-diabetes stage, diabetes without complications stage, diabetes with 
complications stage, until recovered stage. Optimal control aims to minimize the number of diabetics 

without complications, and the number of diabetics with complications through the implementation of the 

treatment control ( ) and glucose diet therapy ( ). Moreover, the goal of optimal control is also to 
minimize the cost of treatment and diet therapy glucose. Optimal control is obtained by applying 
Pontryagin minimum principle. Optimal control which is obtained from the calculation then simulated to 
see the effect of the treatment control and glucose diet therapy which is given. 
Keywords: Optimal Control, Diabetes Mellitus, Pontryagin Minimum Principle. 

  

 

1. Pendahuluan 

 Diabetes melitus diketahui sebagai 
suatu penyakit yang disebabkan oleh 
adanya gangguan menahun terutama pada 
sistem metabolisme karbohidrat, lemak, 
dan juga protein dalam tubuh. Gangguan 
metabolisme tersebut disebabkan 
kurangnya hormon insulin yang diperlukan 
dalam proses pengubahan gula menjadi 
tenaga serta sintesis lemak. Kondisi yang 
demikian itu mengakibatkan terjadinya 
hiperglikemia, yaitu meningkatnya kadar 
gula dalam darah atau terdapatnya 
kandungan gula dalam air kencing dan zat-
zat keton serta asam yang berlebihan [1].  

Berdasarkan laporan terakhir dari 
IDF, lebih dari 370 juta orang di seluruh 
dunia menderita diabetes (8.5% dari 
populasi orang dewasa) dan hampir 300 
juta orang dalam tahap pra diabetes (6.5% 
dari populasi orang dewasa). Akibatnya, 
beban sosial-ekonomi diabetes sangat 
besar dengan hampir lima juta kematian 
dan lebih dari $470 miliar dihabiskan 
untuk pemeliharaan kesehatan pada tahun 
2012 [2]. Asosiasi diabetes Amerika 
memperkirakan bahwa biaya pengobatan 
tahunan untuk penderita diabetes adalah 5 
kali lebih banyak daripada orang tanpa 
diabetes. Penelitian lain memperkirakan 
bahwa biaya pengobatan untuk penderita 
diabetes dengan komplikasi adalah 2-5 kali 
lebih tinggi daripada untuk penderita 
diabetes tanpa komplikasi [2]. Beban biaya 

diabetes tersebut dapat dikurangi dengan 
mengendalikan jumlah individu penderita 
diabetes tanpa komplikasi dan dengan 
komplikasi. 

Model matematika tentang 
banyaknya populasi penderita diabetes 
melitus telah dikemukakan oleh Boutayeb, 
A. [2]. Model tersebut memperhatikan 
perkembangan diabetes dari taraf pra 
diabetes sampai pada taraf tanpa 
komplikasi dan taraf komplikasi. 
Selanjutnya, Boutayeb, A. [2] membentuk 
model kontrol optimal yang bertujuan 
untuk mengendalikan banyaknya individu 
penderita diabetes tanpa komplikasi dan 
dengan komplikasi dengan menerapkan 
satu perlakuan kontrol. Berdasarkan model 
yang telah dibentuk oleh Boutayeb, A., 
dalam makalah ini dikembangkan bentuk 
model dinamik dengan kontrol pada 
populasi penderita diabetes melitus.  

Model yang dibentuk 
memperhatikan perkembangan diabetes 
dari tahap pra diabetes ke tahap diabetes 
tanpa komplikasi, tahap diabetes dengan 
komplikasi dan kemudian sampai ke tahap 
sembuh. Pengontrolan diabetes dilakukan 
dengan dua upaya yaitu pengobatan dan 
terapi diet glukosa. Tujuan dari model 
yang dibentuk adalah untuk mendapatkan 
hasil kontrol yang optimal dengan 
menerapkan prinsip minimum Pontryagin 
serta melakukan simulasi numerik untuk 
melihat kerja pengobatan dan terapi diet 
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glukosa dalam mengendalikan banyaknya 
penderita diabetes dengan komplikasi dan 
tanpa komplikasi. 
 

2. Model Dinamik dengan Kontrol pada 

Populasi Penderita Diabetes Melitus 

Model dinamik dengan kontrol 
pada populasi penderita diabetes melitus 
dapat dikonstruksi dengan memperhatikan 
skema perpindahan antar kelas sebagai 
berikut: 

 
Gambar 1. Skema perpindahan antar kelas 
pada model dinamik dengan kontrol pada 

populasi penderita diabetes mellitus 
 

dari Gambar 1, modelnya adalah 

  

   

  

 (1) 

  

  

  

dengan 

  = banyaknya individu pra diabetes.  

 = banyaknya individu yang menderita 
diabetes tanpa komplikasi. 

 = banyaknya individu yang menderita 
diabetes dengan komplikasi. 

 = banyaknya individu yang telah sembuh 
dari penyakit diabetes dengan komplikasi. 

 = kasus baru diabetes mellitus. 

 = laju kematian alami 

 = laju komplikasi yang disembuhkan 

 = laju penderita diabetes dengan 
komplikasi menjadi cacat 

 = laju kematian akibat komplikasi 

 = peluang berkembangnya individu pra 
diabetes menjadi individu penderita 
diabetes tanpa komplikasi. 

 = peluang berkembangnya individu 
penderita diabetes tanpa komplikasi 
menjadi individu penderita diabetes 
dengan komplikasi. 

 = peluang berkembangnya individu pra 
diabetes menjadi individu penderita 
diabetes dengan komplikasi. 

 = peluang individu sembuh menjadi 
individu pra diabetes. 

 = kontrol pengobatan. 

= kontrol terapi diet glukosa. 
Asumsi-asumsi yang digunakan 

adalah 
1. Penderita diabetes melitus dengan 

komplikasi dapat sembuh. 
2. Penderita diabetes melitus yang sembuh 

dapat menjadi individu pra diabetes. 
3. Kematian pada penderita pra-diabetes 

dan diabetes tanpa komplikasi hanya 
berupa kematian alami. 

4. Kematian pada penderita diabetes 
dengan komplikasi berupa kematian 
alami dan kematian akibat komplikasi. 

5. Laju kematian alami sama di setiap 
kelas. 

6. Peluang perkembangan individu dari 
satu tahap ke tahap lain tidak 
bergantung umur, jenis kelamin, dan 
status sosial. 

7. Populasi penduduk bersifat tertutup 
dalam pengertian bahwa terjadinya 
pertambahan atau pengurangan jumlah 
penduduk melalui emigrasi dan imigrasi 
diabaikan. 

 

3. Analisis Kontrol Optimal 
3.1 Fungsional Objektif (Performance 

Index) 

 Tujuan dari permasalahan optimasi 
kontrol optimal yang akan dibentuk adalah 
menimalkan banyaknya penderita diabetes 
tanpa komplikasi dan dengan komplikasi 
untuk meningkatkan banyaknya individu 
sembuh. Fungsional objektifnya 
dirumuskan sebagai berikut: 
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dengan sistem persamaan (1) sebagai 

kendala, sedangkan  dan  adalah 
konstanta bobot yang bersesuaian dengan 
penderita diabetes tanpa komplikasi dan 

dengan komplikasi. Konstanta  dan   

adalah bobot sebagai faktor penyeimbang 

dari  dan ,  adalah waktu awal, 

 adalah waktu akhir. Kemudian dicari 

 sehingga berlaku 

  (3) 

dengan 

. 

 

3.2 Penyelesaian Kontrol Optimal 

Langkah awal untuk menentukan kontrol 
optimal adalah membentuk fungsi 

Hamiltonian. Dalam persoalan ini kasus  

tetap dan  bebas adalah syarat 

dari kondisi transversal dengan kontrol 
terbatas dapat dibentuk fungsi 
Hamiltoniannya sebagai berikut. 

  (4) 

dengan 

  (5) 

 sama dengan ruas kanan dari 

sistem (1),  adalah variabel 
costate (variabel keadaan bantu). 

Persamaan costate dan kondisi 
stasioner diperoleh dengan menggunakan 
prinsip minimum Pontryagin sebagai 
berikut. 
a. Persamaan Costate 

  

   (6) 

  

   (7) 

    

   (8) 

  (9) 

 
 

b. Kondisi Stationer 

        (10) 

 

  (11) 

Karena , sehingga berdasarkan 
teori kontrol optimal dengan variabel 
kontrol terbatas [3] diperoleh 

 (12) 

atau dapat ditulis sebagai 

  

Demikian pula karena , 
sehingga diperoleh 

 (13) 

atau dapat ditulis sebagai 

  

 

4. Simulasi Numerik  
Persamaan (1) diselesaikan secara 

numerik dengan menggunakan metode 
Runge Kutta orde 4 dan didiskritisasi 
menggunakan pendekatan beda maju pada 
persamaan state (1) serta pendekatan beda 
mundur pada persamaan costate (6)-(9). 
Simulasi mengunakan data dari RS Kariadi 
periode bulan Januari-Desember tahun 
2014 dengan nilai parameter-parameter 
seperti berikut: 

 

Parameter Nilai Parameter 
Nila

i 

 274  0,69 

 0,014  0,57 

 0,347  0,74 

 0  0,5 

 0,013   

Tabel 1. Nilai parameter untuk simulasi 
numerik 
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dan  orang,  

orang,  orang, 

 serta 

dan . 

Nilai , ,  dan  diberikan syarat 

yaitu  dan  , 

, , . Dipilih 

. 
 

 
Gambar 2. Grafik simulasi pada kelas pra 

diabetes 
 

 
Gambar 3. Grafik simulasi pada kelas 

diabetes tanpa komplikasi 
 

 

Gambar 4. Grafik simulasi pada kelas 
diabetes dengan komplikasi 

 
Gambar 5. Grafik simulasi pada kelas 

sembuh (recovered) 
 

 
Gambar 6. Grafik simulasi untuk kontrol 

 
 

 
Gambar 7. Grafik simulasi untuk kontrol 

 
 
Pada Gambar 6. terlihat bahwa 

banyaknya kontrol pengobatan ( )  pada 

awal waktu  sampai akhir waktu 

 bulan bernilai yang artinya 
pemberian pengobatan tidak bekerja secara 
efektif untuk mengendalikan banyaknya 
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penderita diabetes tanpa komplikasi dan 
dengan komplikasi. Pada Gambar 7. 

banyaknya kontrol terapi diet glukosa ( ) 

pada awal waktu  sampai mendekati 

 bulan adalah maksimum sebesar 1, 

kemudian tepat pada akhir waktu  
bulan pemberian kontrol mencapai nilai 0. 
Artinya pemberian kontrol terapi diet 
glukosa bekerja secara efektif untuk 
mereduksi banyaknya penderita diabetes 
tanpa komplikasi dan dengan komplikasi 
serta mengakibatkan bertambahnya 
individu yang sembuh. Dampak pemberian 
kontrol untuk tiap kelas dapat dilihat lebih 
jelas pada Gambar 2-Gambar 5. 
 

5. Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan, hasil 
kontrol yang optimal pada model dinamik 
dengan kontrol pada populasi penderita 
diabetes melitus adalah 

 

  

Simulasi numerik memperlihatkan 
bahwa pada saat bobot yang bersesuaian 
dengan penderita diabetes tanpa 
komplikasi, bobot yang bersesuaian 
dengan penderita diabetes dengan 
komplikasi, bobot penyeimbang dari 
kontrol pengobatan serta bobot 
penyeimbang dari kontrol terapi diet 
glukosa semuanya bernilai sama maka 
pengontrolan yang diterapkan dapat 
mereduksi banyaknya penderita diabetes 
tanpa komplikasi dan dengan komplikasi 
serta mengakibatkan banyaknya individu 
sembuh bertambah. Oleh karena itu, 
strategi penggunaan kontrol adalah dengan 
memberikan kontrol yang sesuai sehingga 
hasil yang didapat optimal yaitu mampu 
mereduksi banyaknya jumlah penderita 
diabetes tanpa dan dengan komplikasi. 
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Abstrak. Metode resistivitas listrik merupakan salah satu metode eksplorasi yang dapat digunakan 
untuk menyelidiki kondisi material di bawah permukaan medium berlapis, termasuk di bawah 
permukaan bumi, dengan cara mengalirkan arus listrik buatan. Arus listrik dialirkan pada permukaan 
bumi dengan menggunakan elektroda listrik. Sedangkan potensial listrik diukur dengan menggunakan 
alat voltmeter pada elektroda potensial. Fungsi potensial listrik perlu diketahui secara eksplisit untuk 
mendapatkan nilai teoritis dari potensial listrik sebagai data pembanding dari data sebenarnya.  Fungsi 
potensial listrik tersebut dapat diturunkan dengan menggunakan sifat-sifat vektoris potensial listrik dan 
konsep persamaan differensial parsial dan syarat batas. Pada makalah ini diturunkan fungsi dari 
potensial listrik pada permukaan bumi dengan beberapa lapisan dengan memanfaatkan sifat vektoris 
potensial listrik serta konsep persamaan differensial dan syarat batas. 

Keywords: Fungsi potensial listrik, resistivitas listrik, arus listrik, persamaan differensial parsial, beda 
potensial listrik

Abstract. Electrical resistivity method is one of the exploration methods that can be used to investigate 
the condition of the material below the surface of layered medium, including below the surface of the 
earth, by injecting electric current into the surfaces. Electric current is applied to the surface of the 
earth by using electric electrode, while the electric potential is measured by using a voltmeter on the 
electrode potential. Electric potential function should be explicitly defined in order to obtain the 
theoretical value of the electric potential as comparative data. The electric potential function can be 
derived by using the vector properties of electric potential and the concept of partial differential 
equations and boundary conditions. This paper derived the electric potential function on the surface of 
the Earth with multiple layers by utilizing the vector properties of electric potential and the concept of 
differential equations and boundary conditions.

Keywords: Electric potential function, electrical resistivity, electric current, partial differential 
equation, electric potential difference

1. Pendahuluan

Kebutuhan akan energi semakin 
berkembang seiring dengan bertambahnya 
jumlah penduduk dunia. Untuk memenuhi 
kebutuhan tersebut eksplorasi sumber daya 
alam makin ditingkatkan. Hal ini turut
mendorong para peneliti untuk 
mengembangkan metode eksplorasi sumber 
daya alam yang dapat digunakan untuk 
menemukan lokasi sumber daya alam baru. 
Metode eksplorasi yang dikembangkan 
diantaranya adalah metode eksplorasi yang

tidak membutuhkan observasi geologi 
namun memanfaatkan hasil pengukuran 

fisik pada permukaan bumi yang diharapkan 
dapat memberikan informasi mengenai 
kondisi di bawah permukaan bumi. Salah 
satu metode tersebut adalah metode 

resistivitas listrik. 

Metode resistivitas listrik ini 
dikembangkan pada 1912 oleh Conrad 
Schlumberger yang melakukan percobaan 
berkaitan dengan resistivitas listrik di
Normandy, Prancis [1]. Metode ini 
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digunakan untuk mendapatkan informasi 
mengenai kondisi struktur di bawah 
permukaan bumi dengan cara mengalirkan 
arus listrik melalui sepasang elektroda 
listrik kemudian mengukur beda potensial 
diantara dua elektroda potensial dengan 
menggunakan voltmeter. Variasi dari 
kondisi materi di bawah permukaan bumi 
yang berakibat pada bervariasinya 
ketahanan (resistance) terhadap arus listrik 
menyebabkan variasi dari perhitungan nilai 
beda potensial listrik yang diukur di 
permukaan bumi. Variasi dari nilai beda 
potensial listrik ini menyediakan informasi 
mengenai kondisi struktur di bawah 
permukaan bumi. Pengukuran beda 
potensial listrik ini dilakukan berulang kali 
seiring dengan perubahan jarak dari 
elektroda potensial ke pusat arus listrik [2]. 
Seperti yang telah dinyatakan sebelumnya
pengukuran beda potensial ini dilakukan 
dengan menggunakan voltmeter. Akan 
tetapi metode resistivitas listrik 
membutuhkan nilai teoritis dari potensial 
listrik sebagai data pembanding. Hal ini 
menuntut didapatkannya suatu fungsi 

eksplisit dari potensial listrik pada suatu 
titik di permukaan bumi yang dialiri arus 
listrik. Fungsi potensial listrik ini diturunkan 
dari sifat-sifat vektoris potensial listrik pada 

suatu medium, termasuk permukaan bumi. 

Berdasarkan alasan-alasan tersebut 
pada makalah ini akan dibahas mengenai 

penurunan rumus fungsi potensial listrik 
pada suatu titik di permukaan bumi yang 
dialiri arus listrik. Pada penelitian ini 
disumsikan bahwa bumi bersifat isotropik, 
bumi dialiri arus listrik searah, bumi terdiri 
atas beberapa lapisan horisontal yang 
heterogen dengan resistivitas pada masing-
masing lapisan merupakan fungsi 
eksponensial atas kedalaman, serta panas 
yang diakibatkan adanya konduksi listrik 
tidak berpengaruh terhadap resistivitas 
materi.

2. Fungsi Potensial Listrik Pada 

Permukaan Bumi Dengan Beberapa 

Lapisan

Potensial listrik pada suatu titik 
ketika dialirkan arus listrik searah 

memenuhi

(1)

dengan menyatakan medan listrik. 
Berdasarkan hukum Ohm dan sifat 
kepadatan arus dimana divergensi dari 
kepadatan arus bernilai nol kecuali pada 
sumber arus [3] didapatkan

(2)

dengan merupakan konduktivitas dari 

medium dalam hal ini bumi. Jika 

dan merupakan fungsi riil dari 
vektor posisi pada koordinat silinder, maka

(3)

Karena konduktivitas diasumsikan 
merupakan fungsi atas kedalaman saja dan 
potensial listrik pada medium isotropik 
tidak bergantung pada variabel sudut 
maka Persamaan (3) menjadi

(4)

yang merupakan persamaan parsial derajat 
dua. Persamaan (4) akan diselesaikan 
dengan metode variabel terpisah [4]. 
Asumsikan potensial listrik memiliki 

bentuk: , sehingga 
didapat:

(5)

Ruas kiri dari Persamaan (5) 
merupakan fungsi atas sedangkan ruas 
kanan dari Persamaan (5) merupakan fungsi 
atas . Agar konsisten maka asumsikan:
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(6)

dengan merupakan konstanta pemisah. 
Akibatnya:

(7)

Dengan mengasumsikan 

dan mengasumsikan terletak 

pada interval didapatkan solusi 
umum dari Persamaan (4) berbentuk

(8)

Persamaan (6) dapat ditulis sebagai 

(9)

Sedangkan Persamaan (7) dapat ditulis 
sebagai:

(10)

Persamaan (9) merupakan persamaan 
differensial Bessel derajat nol, sehingga 
solusinya adalah:

(11)

Sesuai dengan Gambar 1, yang 
merupakan sumber arus terletak pada 

permukaan bumi, yaitu kedalaman . 

Resistivitas pada lapisan ke- diasumsikan 
berbentuk: [2]

(12)

dengan . Sehingga didapat 

konduktivitas pada lapisan ke- , 
berbentuk [5]:

(13)

Sehingga Persamaan (10) menjadi

(14) 

yang merupakan persamaan diferensial 
homogen derajat dua dengan solusi

(15)

Gambar 1. Ilustrasi Geometri Model 
Masalah Potensial Listrik Pada Permukaan 

Bumi

Keterangan Gambar:

C merupakan elektroda arus listrik

P merupakan elektroda potensial 
listrik

Bumi diasumsikan terdiri dari 

lapisan

r

 

 

 

 

Lapisan ke- 1

Lapisan ke- 2

Lapisan ke- k

Lapisan ke- N
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Ketebalan pada lapisan ke- adalah 

Resistivitas pada lapisan ke- k

diasumsikan berbentuk fungsi 
eksponensial yang bergantung pada 
kedalaman .

dengan dan 

.

Berdasarkan Persamaan (10) dan (15), 
solusi partikulir dari Persamaan (4) adalah: 

(16)

Sehingga solusi umum dari Persamaan (4) 
adalah:

(17)

dengan menyatakan potensial listrik 

pada lapisan ke- , . 

Pada Persamaan (17), dan 

merupakan suatu fungsi sembarang 

dari yang akan dicari dengan 
menggunakan syarat-syarat batas [6]:

1. Potensial listrik bersifat kontinu 
pada perbatasan dari lapisan bumi.

(18)

2. Komponen vertikal dari kepadatan 
arus listrik bersifat kontinu pada 
perbatasan dari lapisan bumi.

(19)
3. Komponen vertikal dari kepadatan 

arus listrik bernilai nol di permukaan 

bumi, yaitu , kecuali pada 
lingkungan yang sangat kecil di 
sekitar pusat arus.

(20)

4. Potensial listrik pada kedalaman tak 
hingga mendekati nol.

Fungsi resistivitas berbentuk 
pada lapisan pertama. 

Asumsikan bahwa sehingga 

bernilai konstan. Berdasarkan Persamaan 
(17) didapat:

(21)

Dengan menggunakan syarat batas nomor 3, 
Persamaan (20), dan sifat Transformasi 
Hankel [7] didapat: 

(22)

Dengan menggunakan sifat definisi dan sifat 
fungsi Dirac Delta [7], didapat:

(23)

Dengan . Jika adalah 

fungsi Bessel jenis pertama derajat nol, 

maka [8].  

Sehingga Persamaan (23) menjadi

(24)

Bagian pada Persamaan 

(24) merupakan potensial listrik yang 
bersumber dari sumber arus elektroda 
tunggal pada medium homogen [6], 

sedangkan 

merupakan faktor 
potensial listrik yang muncul akibat adanya 
lapisan heterogen pada bumi. Berdasarkan 
syarat batas pada Persamaan (18), pada 

kedalaman , potensial pada lapisan ke-
harus bernilai sama dengan potensial pada 

lapisan ke- , , 
sehingga 
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(25)

Berdasarkan syarat batas pada 
Persamaan (19), pada kedalaman , 
komponen vertikal dari kepadatan arus pada 

lapisan ke- dan lapisan ke- sama, hal 
ini mengakibatkan

(26)

Dengan membagi Persamaan (25) dengan 
Persamaan (26) didapatkan 

(27)

Definisikan:

. Sehingga Persamaan (27) menjadi:

(28)

Definisikan . Ruas kiri dari 

Persamaan (27) menjadi

(29)

Berdasarkan definisi dan didapat 

(30)

Substitusi Persamaan (30) ke Persamaan 

(29) dan definiskan 

dan beberapa 
operasi aljabar didapat:

(31)

Definisikan:

dan dan 
selesaikan Persamaan (31) untuk 

didapat:

(32)

Sehingga relasi rekursif antara dan 
diberikan oleh Persamaan

(33)

Sesuai dengan syarat batas bahwa 
kedalaman tak hingga potensial listrik 
mendekati nol, maka haruslah 
bernilai nol pada bagian terdalam dari 
lapisan ke- . Sehingga berdasarkan 

definisi , bernilai . Karena 

telah diketahui maka dengan 
menggunakan Persamaan (33), nilai dari 

dapat dicari 
secara rekursif.

Untuk menghitung potensial listrik 

pada permukaan bumi, akan 
diturunkan berdasarkan syarat batas yang 

ada.Berdasarkan syarat batas pada 
Persamaan (18), pada kedalaman , nilai 
potensial pada lapisan ke-2 sama dengan 
potensial pada lapisan pertama, dan dengan 

menggunakan Persamaan (23) didapat

(34)

Yang dapat dipenuhi untuk setiap nilai 
jika integran pada kedua ruas persamaan 
sama,

(35)
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Pada kedalaman komponen vertikal dari 
kepadatan arus pada lapisan ke-2 sama 

dengan komponen vertikal dari kepadatan 
arus pada lapisan pertama, sehingga 

(36)

Dengan membagi Persamaan (35) dengan 
Persamaan (36) dan mengalikan dengan 

didapat

(37)

Nilai potensial listrik pada permukaan bumi 
diperoleh dengan menggunakan Persamaan 

(23) untuk dengan dihitung 
menggunakan Persamaan (37), yaitu:

(38)

3. Kesimpulan

Kita telah menurunkan fungsi 
potensial listrik pada permukaan bumi 
dengan beberapa lapisan dengan 
menggunakan sifat vektoris potensial listrik 
dan konsep persamaan differensial parsial 
dan syarat batas.
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Abstrak. Model produksi sel darah merah yang telah diperkenalkan oleh Keshet digambarkan 
sebagai suatu sistem dinamik diskrit berupa sistem persamaan beda linier homogen. Dalam 
penelitian ini model produksi sel darah merah tersebut dimodifikasi dengan menambahkan 
parameter baru yang menunjukkan persentase jumlah sel darah merah yang mengalami kematian 
dalam sumsum tulang. Solusi persamaan yang diperoleh diselesaikan dengan menggunakan 
metode matriks. Berdasarkan solusi yang diperoleh, kondisi anemia akan terjadi jika daya 
produksi sel darah merah kurang dari satu, sedangkan kondisi polisitemia akan terjadi jika daya 
produksi sel darah merah lebih dari satu. Sementara itu, jika daya produksi sel darah merah sama 
dengan satu, maka dapat terjadi dua kondisi yaitu kondisi normal dan abnormal (anemia dan 
polisitemia). 

 
Kata kunci: model produksi sel darah merah, sistem dinamik diskrit, anemia, polisitemia. 

 

1. Pendahuluan 

Proses pembentukan sel darah 
merah disebut eritropoiesis. Eritropoiesis 
terjadi pada sumsum tulang. Kemudian, sel 
darah merah yang terbentuk akan dialirkan 
ke sirkulasi. Seiring dengan berjalannya 
waktu, sel darah merah yang sudah tua 

atau rusak akan dihancurkan oleh limpa. 
Sel darah merah yang telah dihancurkan 
harus segera digantikan dengan sel darah 
merah yang baru dengan jumlah yang 

sama. Jika tidak segera digantikan, maka 
akan terjadi ketidakseimbangan antara 
produksi sel darah merah dengan 
penghancuran sel darah merah, hal ini 
mengakibatkan jumlah sel darah merah di 
dalam tubuh menjadi abnormal [1,2]. 

Berdasarkan uraian tersebut dapat 
dibentuk model matematika yang 

menggambarkan produksi sel darah merah. 
Model produksi sel darah merah yang 
sebelumnya telah diperkenalkan oleh 
Keshet [3] ini digambarkan sebagai suatu 

sistem dinamik diskrit, karena proses 
pembentukan sel darah merah hanya 
terjadi pada waktu tertentu saja, sehingga 
perubahan jumlah sel darah merah hanya 

diketahui pada waktu tertentu saja. Pada 
model ini seluruh sel darah merah yang 
dihasilkan oleh sumsum tulang akan 

dialirkan ke sirkulasi sebanyak 100%, 
padahal menurut Hoffbrand [1] proses 

pembentukan sel darah merah tidak 
seluruhnya efisien karena sekitar 10-15% 
sel darah merah mengalami kematian 
dalam sumsum tulang, sehingga sel darah 
merah yang dialirkan ke sirkulasi hanya 
sebesar 85-90% saja. Oleh karena itu, 
dalam penelitian ini model produksi sel 
darah merah tersebut akan dimodifikasi 
dengan menambahkan parameter baru ke 
dalam model yang menunjukkan 
persentase jumlah sel darah merah yang 
mengalami kematian di sumsum tulang 
sehingga tidak dialirkan ke sirkulasi. 
 

2. Hasil Penelitian 

Model produksi sel darah merah 
dengan penambahan parameter baru yaitu 

parameter yang menunjukkan persentase 
jumlah sel darah merah yang mengalami 
kematian di sumsum tulang sehingga tidak 
dialirkan ke sirkulasi ( )g  dapat dinyatakan 

sebagai berikut 

 

( 1) (1 ) ( ) (1 ) ( )

( )
( 1)

1

R k f R k g M k

fR k
M k

g
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dengan 
(1 )

,
a g M

b fR  
( )R k  adalah 

jumlah sel darah merah yang beredar di 
sirkulasi pada hari ke k, ( )M k  adalah 

jumlah sel darah merah yang dihasilkan 

oleh sumsum tulang pada hari ke k, f  

adalah persentase jumlah sel darah merah 
yang dihancurkan oleh limpa,  adalah 

daya atau kemampuan produksi sel darah 
merah, a  adalah jumlah sel darah merah 
yang diberikan oleh sumsum tulang ke 

sirkulasi, b  adalah jumlah sel darah merah 

yang hilang. Penyelesaian dari model 
tersebut dapat diperoleh menggunakan 
metode matriks [4]. 
 
2.1 Simulasi 

Berdasarkan daya atau kemampuan 
produksi sel darah merah, simulasi model 
dibagi menjadi tiga kasus, yaitu pada saat 
daya atau kemampuan produksi sel darah 

merah sebesar 1,  1,  dan 1.   

2.1.1 Kasus 1 

Pada saat daya atau kemampuan 
produksi sel darah merah sebesar 1, 

maka jumlah sel darah merah yang beredar 

di sirkulasi ( )R  dan jumlah sel darah 

merah yang dihasilkan oleh sumsum tulang 

( )M  dalam jangka waktu yang lama akan 

menuju nol, artinya jumlah sel darah 
merah di dalam tubuh dalam jangka waktu 

yang lama akan habis. Karena 1, maka  

1
a

b
  atau  ,a b  hal ini menunjukkan 

bahwa jumlah sel darah merah yang 
diberikan oleh sumsum tulang ke sirkulasi 
lebih rendah dari jumlah sel darah merah 
yang hilang. Apabila hal ini terjadi terus 
menerus, maka jumlah sel darah merah di 
dalam tubuh akan terus berkurang sampai 
batas seseorang masuk dalam kriteria 
anemia (kekurangan darah). Dengan 

melemahnya , jumlah sel darah merah 

yang beredar di sirkulasi akan lebih cepat 
berkurang. 

 

 

       

      
(0) 5, 46, (0) 1,

0,1, 0,5  da  0,15, n

R M

f g
 

 
Gambar 1. Anemia karena menurunnya  

Keterangan: 
  : jumlah sel darah merah yang    

    beredar di sirkulasi ( )R  

  : jumlah sel darah merah yang     
    dihasilkan oleh sumsum tulang  
   ( )M  

 : ambang normal jumlah sel darah 
    merah di dalam tubuh 

 

2.1.2 Kasus 1 

Pada saat daya atau kemampuan 
produksi sel darah merah sebesar 1, 

maka jumlah sel darah yang beredar di 
sirkulasi ( )R  dan jumlah sel darah merah 

yang dihasilkan oleh sumsum tulang ( )M  

dalam jangka waktu yang lama akan 

menuju nilai tak berhingga, artinya dalam 
jangka waktu lama jumlah sel darah merah 
dalam tubuh akan terus bertambah. Karena 

1, maka 1
a

b
 atau .a b  Berbeda 

dengan kasus sebelumnya, pada kasus ini 
jumlah sel darah merah yang diberikan 
oleh sumsum tulang ke sirkulasi lebih 
besar dari jumlah sel darah merah yang 
hilang. Meningkatnya produksi sel darah 
merah oleh sumsum tulang, 
mengakibatkan jumlah sel darah merah 
yang beredar di sirkulasi akan terus 
meningkat, sehingga mengakibatkan 
seseorang mengalami polisitemia 
(kelebihan darah). Dengan meningkatnya 

88

Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika UNDIP 2015, ISBN: 978-979-097-402-9



 

, jumlah sel darah merah yang beredar di 

sirkulasi akan lebih cepat bertambah. 

 

    
(0) 5, 46, (0) 1,

1, 9, 0,  da5 n 0,15g

R M

f
 

Gambar 2. Polisitemia karena meningkat 
                    nya  

Keterangan: 
  : jumlah sel darah merah yang    

    beredar di sirkulasi ( )R  

  : jumlah sel darah merah yang     
    dihasilkan oleh sumsum tulang  
   ( )M  

 : ambang normal jumlah sel darah 
    merah di dalam tubuh 
 

2.1.3 Kasus 1 

Pada saat daya atau kemampuan 

produksi sel darah merah sebesar 1, 

maka 1
a

b
 atau ,a b  hal ini 

menunjukkan bahwa jumlah sel darah 
merah yang diberikan oleh sumsum tulang 
ke sirkulasi sama dengan jumlah sel darah 
merah yang hilang. Oleh karena itu, jumlah 

sel darah yang beredar di sirkulasi dan 
jumlah sel darah merah yang dihasilkan 
oleh sumsum tulang dalam jangka waktu 
yang lama akan konstan pada suatu nilai. 
Pada kasus ini jumlah sel darah merah di 
dalam tubuh dapat dibagi menjadi dua 
kondisi yaitu pada kondisi normal dan 
kondisi abnormal. Hal ini bergantung pada 
nilai persentase jumlah sel darah merah 
yang dihancurkan oleh limpa dan nilai 
persentase jumlah sel darah merah yang 
mengalami kematian di sumsum tulang.  

 

a. Kondisi normal 

Pada kondisi tubuh normal, jumlah 
sel darah merah yang beredar di sirkulasi 

sebesar 5,46 12,6R . Jumlah sel darah 

merah di dalam tubuh akan tetap normal, 
apabila persentase jumlah sel darah merah 
yang dihancurkan oleh limpa ( f ) tetap 

berada pada rentang normal, seperti yang 
ditunjukkan oleh Tabel 1 dengan 

persentase jumlah sel darah merah yang 
mengalami kematian di sumsum tulang 

sehingga tidak dialirkan ke sirkulasi ( g ) 

sebesar 10-15%. 

Tabel 1. f  pada kondisi normal 

(0)R
 

f Normal 

1(0) 5,46R  
0 15,5678%f  

2 (0) 6,888R  41,7 160 2 %f  

3(0) 8,316R  67,8 550 7 %f  

4 (0) 9,744R  94,0 930 2 %f  

5(0) 12,6R  6,74603% 100%f

 

.  

        

4

maks maks

(0) 9, 744, (0) 1

9  dan4,  5% 1 %0293 g

R M

f
 

Gambar 3. Jumlah sel darah merah pada  
                    kondisi normal 
Keterangan: 

  : jumlah sel darah merah yang    

    beredar di sirkulasi ( )R  

  : jumlah sel darah merah yang     
    dihasilkan oleh sumsum tulang  
   ( )M  

 : ambang normal jumlah sel darah 

    merah di dalam tubuh 
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b. Kondisi abnormal 

Ada beberapa jenis kelainan jumlah 
sel darah merah pada tubuh antara lain 
anemia dan polisitemia. Klasifikasi anemia 
dan polisitemia dapat dikelompokkan 
menjadi dua kategori, yaitu pada saat g  

abnormal yaitu 10%g  atau 15%g

serta pada saat f  abnormal seperti yang 

ditunjukkan pada Tabel 2 dan Tabel 3. 

Tabel 2. f  pada kondisi anemia 

(0)R
 

f pada Anemia 

1(0) 5,46R  
15,5678% 100%f  

2(0) 6,888R  41,7216% 100%f  

3(0) 8,316R  67,8755% 100%f  

4(0) 9,744R  94,0293% 100%f  

5 (0) 12,6R  - 

Tabel 3. f  pada kondisi polisitemia 

(0)R
 

f pada Polisitemia 

1(0) 5,46R  
- 

2(0) 6,888R  - 

3(0) 8,316R  - 

4(0) 9,744R  - 

5 (0) 12,6R  0 6,74603%f  
 
Apabila persentase sel darah merah yang 
dihancurkan oleh limpa berada di atas 
batas normal, maka jumlah sel darah 
merah di dalam tubuh semakin berkurang, 
sehingga mengakibatkan seseorang 
mengalami anemia (kekurangan darah) dan 
apabila persentase sel darah merah yang 
dihancurkan oleh limpa di bawah batas 
normal, maka jumlah sel darah merah di 

dalam tubuh semakin bertambah, sehingga 
mengakibatkan seseorang mengalami 
polisitemia (kelebihan darah). 

 

1(0) 5, 46, (0) 1

 d15% an 50%

R M

f g
 

Gambar 4. Anemia karena peningkatan g 

                     

                     1(0) 5, 46, (0) 1

50% dan 12, 5%

R M

f g
 

Gambar 5. Anemia karena peningkatan f 

 

5 (0) 12, 6, (0) 1

7% dan 1%

R

g

M

f
 

Gambar 6. Polisitemia karena penurunan   
                    g 
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                    5 (0) 12, 6, (0) 1

1% dan 10%

R M

f g
 

Gambar 7. Polisitemia karena penurunan    
                   f 

Meningkatnya persentase jumlah sel darah 
merah yang mengalami kematian di 
sumsum tulang dan persentase jumlah sel 
darah merah yang dihancurkan oleh limpa 
mengakibatkan jumlah sel darah merah 

yang beredar di sirkulasi menurun, begitu 
pula sebaliknya. 
 
2.1.4 Terapi Anemia 

Salah satu terapi pada penderita 
anemia berat adalah transfusi darah yang 
bertujuan untuk meningkatkan jumlah sel 
darah merah di dalam tubuh. Jadi, apabila 
dikaitkan pada model, terapi ini bertujuan 
untuk meningkatkan daya atau kemampuan 

produksi sel darah merah ( )  
 

*

(1 )
,

a T

b b

g M T

fR fR

        

                                                                   
dengan T  merupakan banyaknya jumlah 
sel darah merah yang ditransfusi. Semakin 
besar daya atau kemampuan produksi sel 
darah merah menunjukkan semakin banyak 
jumlah sel darah merah yang ditransfusi 
tetapi semakin pendek batas waktu 
transfusinya. 

 
 

 

2.1.4 Terapi Polisitemia 

Salah satu terapi pada penderita 

polisitemia adalah flebotomi yang 
bertujuan untuk menurunkan jumlah sel 
darah merah di dalam tubuh. Jadi, apabila 
dikaitkan pada model, terapi ini bertujuan 

untuk menurunkan daya atau kemampuan 
produksi sel darah merah ( )  

 

*

(1 )
,

a F

b b

g M F

fR fR

     

                                                                         
dengan F  merupakan banyaknya jumlah 
sel darah merah yang dikeluarkan atau 
dibuang dari dalam tubuh. Semakin kecil 
daya atau kemampuan produksi sel darah 
merah menunjukkan semakin banyak 
jumlah sel darah merah yang dibuang dari 

dalam tubuh tetapi semakin pendek batas 
waktu proses pembuangan.  
 

3. Kesimpulan 

Berdasarkan solusi yang diperoleh, 
kondisi anemia akan terjadi jika daya 
produksi sel darah merah kurang dari satu, 
sedangkan kondisi polisitemia akan terjadi 
jika daya produksi sel darah merah lebih 
dari satu. Sementara itu, jika daya 
produksi sel darah merah sama dengan 
satu, maka dapat terjadi dua kondisi yaitu 
kondisi normal dan abnormal (anemia dan 
polisitemia).  
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Upah Minimum dan Tenaga Kerja Remaja:

Pendekatan Spasial Panel dan non Spasial Panel

Ribut Nurul Tri Wahyuni1

1Sekolah Tinggi Ilmu Statistik

Abstract. Penelitian ini akan menganalisis pengaruh upah minimum riil terhadap tenaga kerja 
remaja (tenaga kerja usia 16-19 tahun) di Indonesia selama periode 2007-2013. Model yang 
digunakan adalah pendekatan spasial panel dan non spasial panel. Pendekatan non spasial panel 
menghasilkan model fixed effect, sedangkan pendekatan spasial panel menghasilkan Spatial 
Autoregressive (SAR) random effect. Model yang paling tepat menjelaskan pengaruh upah minimum 
riil terhadap tenaga kerja remaja adalah model fixed effect (pendekatan non spasial panel). Hasil 
estimasi menunjukkan upah minimum riil tidak signifikan memengaruhi tenaga kerja remaja di 
Indonesia.
Keywords: SAR random effect, fixed effect, tenaga kerja remaja

1. Pendahuluan

Penelitian tentang upah minimum yang 
menggunakan model data panel biasanya 
mengabaikan fakta bahwa jumlah tenaga 
kerja dan variabel yang memengaruhinya 
antar wilayah saling terkait. Tenaga kerja di 
suatu wilayah kemungkinan akan 
berkorelasi dengan wilayah lainnya karena 
persamaan kondisi geografis, misalnya 
kemudahan akses dan sumber daya alam 
lainnya. Ketika observasi berkorelasi antar 
wilayah, maka teknik ekonometrika 
tradisional (pendekatan non spasial) akan 
mengabaikan spatial dependence sehingga 
bisa menghasilkan estimasi yang tidak 
benar (Kalenkoski dan Lacombe [8]). 

Penelitian Neumark  dan Wascher
dalam Kalenkoski dan Lacombe [8] serta
Brown et. al. dalam Zavodny [9] 
menyimpulkan bahwa upah minimum 

berpengaruh negatif terhadap tenaga kerja. 
Sedangkan penelitian Card [4] dan Zavodny 
[9] menemukan bahwa upah minimum 
tidak berpengaruh secara signifikan 
terhadap jumlah tenaga kerja remaja. 
Addison et. al. dalam Kalenkoski dan 
Lacombe [8] meneliti tentang pengaruh 
upah minimum terhadap tenaga kerja di 
subsektor perdagangan yang low-wage. 
Hasilnya adalah upah minimum 

berpengaruh positif terhadap tenaga kerja. 
Penelitian-penelitian di atas belum 

memasukkan spatial dependence untuk 
mengestimasi tenaga kerja. Ketika 

observasi antar wilayah saling berkorelasi, 
maka teknik ekonometrik tradisional, 
misalnya Ordinary Least Square (OLS), 
dapat menghasilkan estimasi parameter 
yang bias, inkonsisten, atau tidak efisien 
(LeSage dan Pace dalam Kalenkoski dan 
Lacombe [8]). 

Penelitian ini akan menganalisis 
pengaruh upah minimum riil terhadap 
tenaga kerja remaja (tenaga kerja usia 16-19 
tahun) di Indonesia. Model yang digunakan 
adalah model pendekatan spasial panel dan 
non spasial panel. Variabel dalam 
persamaan merujuk pada model dari 
penelitian  Zavodny [9] serta Ehrenberg dan 
Marcus dalam Brown et. al., [3]. Upah 
minimum riil dalam bentuk ln

( ), sedangkan variabel tenaga 
kerja berupa rasio tenaga kerja remaja 

terhadap jumlah penduduk ( ). 
Data berupa data panel 33 provinsi di 
Indonesia periode 2007-2013 yang 
bersumber dari Badan Pusat Statistik 
(BPS).

2. Model Pendekatan non Spasial Panel

Data  panel  merupakan  gabungan  dari
data cross  section dan  time  series

sehingga  model  umumnya  memiliki  2
subscript pada  variabelnya.  Dengan 
pendekatan non spasial panel,  estimasi  

parameter  dapat  dilakukan dengan  3
model,  yaitu  Common  Effect  Model  

(CEM),  Fixed  Effect  Model (FEM),  dan
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Random  Effect  Model  (REM). Pada  
dasarnya  perbedaan  yang mendasari ketiga 
model tersebut adalah keberadaan efek 
individunya.
2.1 Common  Effect Model  (CEM)

Model ini  mengasumsikan perilaku 
individu sama dalam berbagai kurun waktu
dengan persamaan sebagai berikut:

� � � (1)
dimana = variabel dependen individu ke-

i waktu ke-t, = variabel independen 

individu ke-i waktu ke-t, = error individu 
ke-i waktu ke-t, i = 1,2, ..., n dan t = 1, 2, 

..., T.

Berdasarkan  asumsi  struktur  matriks  

varians-kovarians  errornya,  ada 3 metode 
estimasi yang dapat digunakan (Greene 
[6]), yaitu:  Ordinary  Lest  Square (OLS),  
Generalized  Least  Square (GLS), dan 
Feasible  Generalized  Least  Square 

(FGLS)/Seemingly  Unrelated Correlation  

(SUR).
2.2 Fixed Effect  Model  (FEM)

FEM mengasumsikan bahwa 
perbedaan antar individu dapat 
diakomodasi melalui perbedaan intersept-

nya ( ) (Gujarati [7]). Model 
persamaannya sebagai berikut: 

� � � (2)

dimana � � .

Sama dengan CEM, berdasarkan  asumsi  
struktur  matriks  varians-kovarians  
errornya, terdapat  3 metode  estimasi  yang  
dapat  digunakan  pada FEM, yaitu: OLS, 

GLS, dan FGLS/SUR.

2.3 Random Effect  Model  (REM)

Perbedaan karakteristik antar individu 

merupakan komponen error sehingga 
perbedaan intercept ( � untuk masing-
masing individu merupakan variabel 
random/stokastik. Persamaan REM dapat 
ditulis sebagai berikut (Gujarati [7]):

� � � (3)

� � � � � � (4)
Pada REM, metode OLS tidak bisa 

digunakan untuk mendapatkan estimator 
yang efisien karena adanya korelasi antara 

dan .

� � � (5)

Metode untuk mengestimasi parameter 
REM adalah GLS.

2.4 Model Terbaik dengan Pendekatan 

non Spasial Panel

Pemilihan model terbaik bisa 
dilakukan dengan 3 prosedur pengujian 
formal, yaitu uji Hausman untuk memilih 

model terbaik antara FEM dengan REM, uji 
Chow untuk memilih model terbaik antara 
CEM dengan FEM, dan uji Breusch-Pagan 

Lagrange Multiplier (BP-LM) untuk 
memilih model terbaik antara CEM dengan 
REM (Baltagi [2]).

Uji Hausman dilakukan terhadap 
asumsi ada tidaknya korelasi antara variabel 
independen dan efek individu. REM

mengasumsikan tidak ada korelasi antara 
variabel independen dan efek individu 
[ � | � � 0�, sedangkan FEM

mengasumsikan ada korelasi antara 
variabel independen dan efek individu 
[ � | � 0�. Hipotesis yang 
digunakan adalah sebagai berikut:

: � | � � 0

: � | � 0

Jika 	 , 

maka dapat disimpulkan FEM lebih baik 
dari REM (Baltagi [2]).

Hipotesis uji Chow adalah:

: � � �
: dimana 

�
� �/ � �

/� �
(6)

Jika 	 � �,� �, maka asumsi 

intersept sama tidak berlaku, sehingga FEM

lebih baik dari CEM (Baltagi [2]).
Hipotesis uji BP-LM adalah sebagai 

berikut (Greene [6]):

: � 0 atau � � � 0

: 0 atau � � 0

�
� �

1 (7)

� residual CEM

Jika LM > , maka model estimasi yang 
tepat adalah REM.
2.5 Penentuan Struktur Matriks 

Varians-Kovarians Error

Uji LM digunakan untuk untuk menguji 
sifat heteroskedastis dari matriks varians-
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kovarians error. Hipotesisnya adalah 
sebagai berikut (Greene [6]):

: � (struktur varian kovarian 

error homoskedastis)

: (struktur varian kovarian 
error heteroskedastis)

� 1 (8)

dimana = estimasi varians error individu 
ke-i kondisi homoskedastis dan = sum 

square error FEM.

Jika 	
� , �

, maka tolak Ho, 

artinya varians antarindividu tidak sama. 
Selanjutnya hubungan antarindividu (cross-

sectional correlation) dapat diuji dengan 

menggunakan Lagrange Multiplier 

(Green [6]).

� (9)

dimana r = korelasi error individu ke-

i dengan individu ke-j dan i j.

Formula ini berdistribusi chi-square

dengan derajat bebas n(n-1)/2. Hipotesis 

nol ditolak jika 	
� , � �/ �

. 

Hipotesis awal yang digunakan adalah tidak 
terdapat hubungan antarindividu atau 

, � 0.

3. Model Pendekatan Spasial Panel

Model pendekatan spasial panel adalah 
teknik untuk memodelkan dan menganalisis 
data panel dengan memperhitungkan efek 
kewilayahan (efek spasial). Model 
pendekatan spasial panel antara lain
(Elhorst [5]):
1. Spatial Autoregressive with Fixed 

Effect (SAR-FE)

� � � � (10)

dimana = koefisien spasial lag, = 

matriks penimbang spasial, dan =
efek spesifik spasial.

2. Spatial Autoregressive with Random 

Effect (SAR-RE)

� � �

� � (11)
dimana = vektor error.

3. Spatial Error Model with Fixed Effect 

(SEM-FE)

� � �

� � (12)

dimana = koefisien spasial error.
4. Spatial Error Model with Random 

Effect (SEM-RE)

� �

� � � (13)

5. Spatial Lag and Error Model with 

Fixed Effect (SARMA-FE)

� � � �

� � (14)

6. Spatial Lag and Error Model with 

Random Effect (SARMA-RE)

� � �

� � � (15)

3.1 Matriks Penimbang Spasial

Matriks penimbang yang digunakan 
dalam model dengan pendekatan spasial 
panel adalah k-nearest neighbor. k wilayah 
yang memiliki jarak terdekat dari suatu 
wilayah adalah tetangga bagi wilayah 
tersebut, sehingga nilai penimbangnya

� � = 1. Pengukuran jarak dilakukan 

dengan menarik garis lurus dari titik pusat 
wilayah satu ke titik pusat wilayah lain. 
Titik pusat yang dimaksud dapat berupa ibu 
kota wilayah atau tempat yang menjadi 
pusat kegiatan perekonomian dan 
pemerintahan. Titik pusat pengukuran suatu 
wilayah umumnya dinyatakan dalam 

bentuk koordinat kartesius. Titik pusat 
wilayah i adalah ( , , … , � dan titik 
pusat pengukuran wilayah j adalah 
( , , … , �. Jarak antara wilayah i dan j 
dapat dirumuskan dalam formula jarak 
Eucledian, yaitu sebagai berikut:

� � � � 1,2, . . , (16)

Penelitian BPS [1] menyatakan bahwa 
secara umum Indonesia memiliki 3 tetangga 
(berbatasan langsung dengan 3 wilayah).
Matriks penimbang spasial (W) dapat 
digambarkan sebagai berikut:
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� (17)

dengan adalah penimbang wilayah i

dengan wilayah j. Nilai � dan 

= 0 untuk i = 1,2,…,n.
3.2 Model Terbaik dengan Pendekatan 

Spasial Panel

1. Model SAR dan Model SEM

Seperti yang sudah dijelaskan 
sebelumnya, ada beberapa model 
pendekatan spasial panel yang bisa 
digunakan. Oleh karena itu, perlu 
dilakukan pemilihan model terbaik 
yang akan digunakan untuk 
menggambarkan keterkaitan 
antarwilayah. Uji yang digunakan 

untuk kepentingan tersebut adalah uji 
Lagrange Multiplier (LM).

Uji LM pada model SAR

digunakan untuk memilih model yang 
lebih baik antara CEM dan SAR. 
Hipotesisnya adalah

: � 0 dan � 0
: 0 dan � 0

Statistik uji yang digunakan adalah

�
� �

~ (18)

dimana :

W = W

= 

= Y –

� � � �

� � �� �

� �
� � � �
Uji LM pada model SEM

digunakan untuk memilih model yang 
lebih baik antara CEM dan SEM.
Hipotesisnya adalah

: � 0 dan � 0

: � 0 dan 0
Statistik uji yang digunakan adalah

�
� �

�
~ (19)

dimana :

W = W

= 

= Y –

� � � �
Jika kedua uji di atas memberi 

kesimpulan yang sama, bahwa model 
SAR dan model SEM adalah model 
yang lebih baik digunakan dibanding 

model common effect, maka perlu 
dilakukan uji lanjutan, yaitu uji 
Lagrange Multiplier robust. Uji ini 
memiliki kegunaan yang sama dengan 
uji sebelumnya, sehingga hipotesis 
yang digunakan juga tetap sama. 
Perbedaan uji Lagrange Multiplier 

robust dengan uji Lagrange Multiplier

terletak pada statistik uji yang 

digunakan. Uji Lagrange Multiplier 

robust untuk model SAR adalah

�
� � ��

� � �
~ (20)

Uji Lagrange Multiplier robust untuk 

model SEM adalah

�
� �

� � �
~ (21)

� �
Jika 2 uji di atas memberikan hasil 

yang sama, yaitu model SAR dan model 

SEM merupakan model yang lebih baik 
digunakan dibanding model common 

effect, maka peneliti dapat 
menggunakan model dengan p-value

yang lebih kecil, menggunakan model 
gabungan, atau memilih salah satu di 
antara keduanya.

2. Fixed Effect atau Random Effect

Dalam penelitian ini, model 
regresi spasial panel yang terpilih akan 

diperbandingkan apakah memiliki efek 
tetap atau efek random. Pemeriksaan 
tersebut dilakukan dengan uji 
Hausman.

: � 0

: 0

Statistik uji yang digunakan adalah

� � � �� (22)

�
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� � �

Statistik mendekati distribusi , 

dengan adalah dimensi dari vektor .

4. Tahapan Pemilihan Model dengan 

Pendekatan non Spasial Panel

Tahapan yang dilakukan untuk 
mendapatkan model terbaik dengan 
pendekatan non spasial panel adalah:
1. Melakukan uji Chow.

Hasilnya tolak Ho sehingga dapat 
disimpulkan FEM lebih baik daripada 
CEM.

2. Karena hasil uji Chow tolak Ho, 
dilanjutkan uji Hausman.

Hasilnya tolak Ho sehingga dapat 
disimpulkan FEM lebih baik daripada 
REM.

3. Melakukan uji struktur matriks varians 
kovarians error.

LM � 1 = 114,51 dan 

, , = 20,072 sehingga dapat 

disimpulkan struktur matriks varians-
kovarians error adalah heteroskedastis. 
Selanjutnya dilakukan uji .

Hasilnya adalah �

� 386,9996, 

sedangkan 
� , ; �

= 124,342. Jadi 

dapat disimpulkan bahwa struktur 
matriks varians-kovarians error adalah
heteroskedastis dan ada cross sectional 

correlation. Metode estimasi yang 
paling tepat adalah SUR. Karena T < n, 
maka metode SUR tidak bisa 

dilakukan. Oleh karena itu, metode 
GLS dipakai untuk mengestimasi 
dengan Panel Corrected Standard 

Error (PCSE) agar estimasinya robust. 
4. Run model terpilih dengan pendekatan 

non spasial panel, hasilnya adalah 
sebagai berikut:

5. Tahapan Pemilihan Model dengan 

Pendekatan Spasial Panel

Tahapan yang dilakukan untuk 
mendapatkan model terbaik dengan 
pendekatan spasial panel adalah:
1. Melakukan uji LM.

Hasil uji LM menunjukkan p-value

< 0,05. Artinya, model SAR atau SEM

lebih baik digunakan dibanding CEM. 

Karena keputusannya tolak Ho pada 

dua model tersebut, maka selanjutnya 

dilakukan uji LM robust.

2. Melakukan uji LM robust, hasilnya 

adalah sebagai berikut:

Hasil uji LM robust terhadap 

model SAR menunjukkan p-value < 

0,05, sedangkan model SEM

menunjukkan p-value > 0,05. Artinya, 

model SAR lebih baik dibanding model 

SEM.

3. Melakukan uji Hausman, hasilnya 

adalah:
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Ribut Nurul Tri Wahyuni (Upah Minimum dan Tenaga Kerja Remaja: Pendekatan Spasial Panel dan non Spasial 
Panel)

Hasil uji Hausman adalah terima 

Ho. Jadi model terpilih adalah SAR-

RE.

4. Melakukan uji t pada setiap estimasi 

parameter.

Hasil uji t menunjukkan bahwa 

tidak signifikan. Dengan demikian 

dapat disimpulkan bahwa model 

dengan pendekatan spasial panel tidak 

bisa dipakai dalam menggambarkan 

hubungan upah minimum dan tenaga 

kerja remaja di Indonesia.

6. Analisis Model Terbaik

Dari hasil di atas dapat dilihat bahwa 
model terbaik yang bisa menjelaskan 
hubungan upah minimum riil dan tenaga 
kerja remaja adalah model dengan 
pendekatan non spasial panel, yaitu FEM

dengan metode estimasi GLS.

Persamaannya adalah sebagai berikut:

� 0,071 �
� 0,001
0,006 (23)

keterangan: *) signifikan pada = 5%
Upah minimum riil tidak signifikan 
memengaruhi tenaga kerja remaja. Hasil 
tersebut sejalan dengan hasil penelitian 
Card [4] dan Zavodny [9]. Kemungkinan ini 
terjadi karena mayoritas tenaga kerja 
remaja di Indonesia merupakan tenaga kerja 
keluarga (tidak dibayar) atau upahnya di 
bawah upah minimum regional.

7. Kesimpulan 

Model dengan pendekatan non spasial 
panel lebik baik dalam menjelaskan 
pengaruh upah minimum riil terhadap 
tenaga kerja remaja dibanding model 
dengan pendekatan spasial panel.
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ESTIMASI PENGELUARAN PER KAPITA DI KABUPATEN

REMBANG DENGAN PENDEKATAN SAE-NONPARAMETRIK

Iswahyudi Joko Suprayitno1, Moh Yamin Darsyah2

1 Program Studi Pendidikan Matematika, UNIMUS
2 Program Studi Statistika, UNIMUS

matematikawan.mr.joe@gmail.com

Abstrak

Small  Area Estimation (SAE) merupakan suatu teknik statistika untuk menduga

parameter-parameter subpopulasi yang ukuran sampel nya kecil. Teknik pendugaan ini

“borrowing information” memanfaatkan data dari domain besar (seperti data sensus data

susenas) untuk menduga variabel yang menjadi perhatian pada domain yang lebih kecil yang

selanjutnya dikenal pendugaan tidak langsung.   Pendugaan langsung tidak mampu

memberikan ketelitian yang cukup bila ukuran sampel dalam area kecil, sehingga statistik

yang dihasilkan akan memiliki varian yang besar atau bahkan menghasilkan pendugaan yang

bias. Penelitian SAE diaplikasikan untuk memetakan Pengeluaran Per kapita di Kabupaten

Rembang dimana variabel kepadatan penduduk berperan signifikan dalam mempengaruhi

pengeluaran per kapita daerah. Kecamatan Rembang merupakan kecamatan dengan

pengeluaran per kapita tertinggi di Kabupaten Rembang sedangkan kecamatan yang memiliki

pengeluaran perkapita terendah di Kecamatan Sumber.

Kata kunci : Small Area Estimation, Nonparametrik, Pengeluaran Per kapita

1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pengeluaran perkapita menjadi salah satu ukuran terpenting untuk mengetahui tingkat
kesejahteraan rumah tangga, sebagai suatu ukuran agregat yang digunakan untuk megukur
suatu tingkat kesejahteraan pada suatu wilayah. Pengeluaran perkapita menjadi salah satu
tema pembangunan, keberhasilan dan kegagalan pembangunan acap kali diukur berdasarkan
perubahan tingkat pengeluaran perkapita. Pengeluaran perkapita terjadi karena kemampuan
masyarakat pelaku ekonomi tidak sama sehingga terdapat masyarakat yang tidak dapat ikut
dalam proses pembangunan ataupun menikmati hasil- hasil pembangunan.

Teori lingkaran setan pengeluaran perkapita pertama kali dikemukakan oleh seorang
ekonom swedia dan pernah menerima hadiah nobel ekonomi (Ragnar Nurske). Teori ini
menjelaskan sebab- sebab pengeluaran perkapita di negara- negara yang sedang berkembang
yang menyatakan bahwa suatu negara itu miskin karena rendahnya produktivitas maka
penghasilan seseorang juga rendah yang hanya cukup untuk memenuhi kebutuhan hidupnya
yang minim sehingga mereka tidak bisa menabung, padahal tabungan merupakan sumber
utama pembentukan modal masyarakat. Untuk bisa membangun maka lingkaran setan harus
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diputus. Pengeluaran perkapita merupakan permasalahan yang komplek bagi setiap negara,
terutama negara besar seperti Indonesia. Jumlah penduduk miskin di Indonesia tahun 2010
sebesar 31,02 juta orang (13,33 persen). Pengeluaran perkapita dapat dilihat dari sisi yaitu
pengeluaran perkapita absolut dan pengeluaran perkapita relatif, kedua istilah itu mengacu
pada kepemilikan materi yang dikaitkan dengan standart kelayakan hidup seseorang atau
keluarga dan menunjuk perbedaan sosial yang berangkat dari distribusi pendapatan.
Perbedaannya adalah kalau pengeluaran perkapita absolut ukuran nya sudah terlebih dahulu
ditentukan dengan angka- angka nyata (Garis Pengeluaran perkapita), sementara pada
pengeluaran perkapita relatif ditentukan berdasarkan perbandingan relatif tingkat
kesejahteraan antar penduduk.

Sementara itu jika dilihat dari penyebab pengeluaran perkapita  ada tiga yaitu
pengeluaran perkapita natural, pengeluaran perkapita kultural, dan pengeluaran perkapita
struktural (Mubyarto, 2003). Pengeluaran perkapita natural adalah pengeluaran perkapita yang
disebabkan oleh faktor-faktor alamiah seperti karena cacat, sakit ataupun lanjut usia yang
telah kronis ataupun turun temurun, biasanya ini terjadi pada daerah yang sangat terbatas
sumber daya alamnya atau daerah yang terisolir. Pengeluaran perkapita kultural merupakan
suatu kondisi pengeluaran perkapita yang terjadi karena faktor malas, tidak disiplin, tidak mau
kerja keras sebagai akibat mengacu pada sikap hidup seseorang atau kelompok, kebiasaan
hidup dan budaya dimana mereka merasa hidup berkecukupan dan merasa tidak kekurangan,
kelompok masyarakat seperti ini tidak mudah untuk diajak dalam partisipasi pembangunan,
tidak mau berusaha untuk memperbaiki dan merubah tingkat kualitas hidupnya. Pengeluaran
perkapita struktural adalah pengeluaran perkapita yang disebabkan oleh faktor- faktor buatan
manusia seperti kebijakan ekonomi yang tidak adil, distribusi aset produksi yang tidak merata,
korupsi dan kolusi yang  membudaya. Adapun faktor yang menyebabkan pengeluaran
perkapita menurut Remi dan Tjiptoeherijanto (2002) adalah pendapatan yang rendah, jumlah
tanggungan keluarga, pekerjaan, serta tingkat  pendidikan yang menjadi karakteristik keluarga
miskin di Indonesia.

Pendugaan area kecil (small  area estimation) merupakan suatu teknik statistika
untuk menduga parameter-parameter subpopulasi yang ukuran sampel nya kecil. Teknik
pendugaan ini memanfaatkan data dari domain besar (seperti data sensus, data susenas) untuk
menduga variabel yang menjadi perhatian pada domain yang lebih kecil. Pendugaan
sederhana area kecil yang didasarkan pada penerapan model desain penarikan contoh (design-

based) disebut sebagai pendugaan langsung (direct-estimation). Pendugaan langsung tidak
mampu memberikan ketelitian yang cukup bila ukuran sampel dalam area kecil yang menjadi
perhatian sedikit/ berukuran kecil, sehingga statistik yang dihasilkan akan memiliki varian
yang besar atau bahkan pendugaan tidak dapat dilakukan karena tidak terwakili dalam
survey(Darsyah, 2013).

1.2 Rumusan Masalah

Beberapa kebijakan bertumpu pada sumber data Survei Sosial Ekonomi Nasional
(SUSENAS) yang tidak semua kecamatan diambil sebagai sampel atau sampel yang
tersurveisangat sedikit, salah satu upaya yang dilakukan dengan menambah jumlah sampel
akan tetapi biaya yang harus disediakan cukup mahal. Upaya lain adalah mengoptimalkan
data yang tersedia dengan metode pendugaan area kecil (Small area estimation). Pendugaan
area kecil (small area estimation) merupakan konsep penting dalam sampling terutama dalam
estimasi parameter tidak langsung dimana ukuran sampel relatif kecil, metode ini dapat
mengestimasi karakteristik dari subpopulasi.

Sampel yang sangat kecil pada data SUSENAS akan menyebabkan pendugaan bias
jika digunakan untuk menduga pada area kecil. Penambahan jumlah sampel akan
mengakibatkan pemborosan APBN/APBD, Sebagai alternatifnya menggunakan metode Small
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Area Estimation yang bisa mengestimasi area kecil dengan hasil yang lebih presisi dan akurat
serta menghemat Milyaran Rupiah karena tidak perlu menambah jumlah sampel/ responden.
Selanjutnya aplikasi metode Small Area Estimation untuk menduga pengeluaran per kapitadi
Kabupaten Rembang.

Parameter yang menjadi perhatian dalam penelitian ini adalah tingkat pengeluaran
perkapita pada level kecamatan di Kabupaten Demak. Tingkat pengeluaran perkapita dihitung
berdasarkan pengeluaran per kapita tiap kecamatan dan beberapa variabel yang digunakan
sebagai informasi tambahan. Tingkat pengeluaran perkapita suatu area tidak saja diduga dari
proporsi penduduk miskin di area tersebut tetapi juga bisa dengan dugaan rata-rata
pengeluaran per kapita rumah tangga pada suatu area (Darsyah, 2013). Hal ini dilakukan
untuk mendapatkan gambaran yang utuh mengenai tingkat pengeluaran perkapita di suatu
area.

2. HASIL PENELITIAN

2.1 Tahap proses pelaksanaan penelitian yang telah dilakukan hingga pelaporan

Penelitian mengenai SAE untuk pemetaan kemiskinan di Kabupaten Rembang
merupakan penelitian aplikasi model matematis SAE yang bertujuan menduga tingkat
pengeluaran per kapita subpopulasi pada area kecil yaitu pada level kecamatan.

Tabel 5.1 Jadwal Pelaksanaan Penelitian dan Capaian Hasil

No. Jenis Kegiatan Waktu Kegiatan
Indikator capaian

terukur
1. Koordinasi awal

tim penelitian untuk
mendesain
penelitian serta
pembagian tugas
pembuatan
instrumen
penelitian

Februari 2015 Desain Metodologi

2 Pembuatan
Instrumen dan
Model

Maret – April 2015 Pengumpulan data

Pengelompokkan data

Pemilihan variabel

3 Koordinasi dengan
BPS Demak

Mei 2015 Koordinasi dengan BPS

Pendataan objek penelitian

4 Validasi instrumen Mei 2015 Hasil pengujian

5 Revisi Instrumen Mei 2014 Instrumen yang valid

6 Pelaksanaan
penelitianAplikasi
Metode SAE untuk
estimasi
pengeluaran per
kapita

Mei – Juni 2015 Pemilihan variabel

Aplikasi Metode

Analisis Data
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2.2 Analisis Data

Analisis yang digunakan pada penelitian ini adalah menggunakan metode Small Area

Estimation(SAE) yang akan diolah menggunakan software R. variabel respon yang digunakan
pada penelitian ini adalah pengeluaran per kapita di tiap-tiap kecamatan di Kabupaten
Rembang, sedangkan variabel prediktor yang digunakan pada penelitian ini adalah persentase
jumlah keluarga nelayan (X1), persentase jumlah pengguna jemkesmas (X2), dan kepadatan
penduduk (X3) di tiap-tiap kecamatan di Kabupaten Rembang.

a. Pemeriksaan Asumsi Kenormalan

Pemeriksaan asumsi kenormalan sisaan menggunakan uji Kolmogorof-Smirnov (KS)
menghasilkan nilai KS sebesar 0.113 dengan nilai-p (>0.15) lebih besar dari taraf nyata 5%,
sehingga diperoleh keputusan terima H0 yang berarti bahwa sisaan menyebar normal.

RESI1
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e
n
t

210-1-2
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95
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5

1

Mean

>0,150

-3,86992E-15

StDev 0,7167

N 14

KS 0,113

P-Value

Probability Plot of RESI1
Normal

Gambar 5.1

Diagram uji kenormalan Kolmogorof-smirnov

Pada Gambar 5.1 tersebut dapat dilihat bahwa plot sisaan analisis regresi menyebar
mengikuti garis lurus yang menunjukkan sisaan menyebar normal.

b. Uji Keragaman Spasial (Heterokedastisitas)

Pengujian keragaman spasial menggunakan uji Breusch-Pagan (BP) menghasilkan
nilai BP sebesar 7,76 dengan nilai-p (0,059) yang kurang dari taraf nyata 10%, sehingga
diperoleh keputusan tolak H0 yang berarti bahwa terdapat keragaman spasial pada data
kemiskinan pada tiap kecamatan di Kabupaten Rembang tahun 2014. Adanya keragaman
spasial pada kemiskinan tersebut menunjukkan bahwa setiap kecamatan di Kabupaten
Rembang memiliki karakteristik tersendiri, sehingga diperlukan pendekatan lokal untuk
memodelkan dan untuk mengatasi keragaman yang terjadi pada kemiskinan.

c.Analisis Deskriptif .

Analisis deskriptif ini bertujuan untuk memberikan gambaran deskripsi secara umum
kondisi Kabupaten Rembang. Letak dan Luas Wilayah Kabupaten Rembang terletak di
sebelah utara bagian timur dari Propinsi Jawa Tengah dengan posisi lintang berada pada 111
?,00? – 111 ?,30? BT dan 6 ?,30? – 7 ?,00? LS. Dengan topografi yang sangat lengkap yaitu
daerah pantai, dataran rendah, dataran tinggi dan pegunungan, dengan jenis tanah terdiri atas
kandungan Mediterial, Grumosal, Aluvial, Andosal dan Regasal.

Memiliki wilayah dengan luas 1014,08 km2, dan diapit oleh Laut Jawa di sebelah utara dan
Pegunungan Kendeng Utara di sebelah selatan.
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Batas Administrasi

Sebelah Utara : Laut Jawa

Sebelah Timur : Kabupaten Tuban, Provinsi Jawa Timur

Sebelah Barat : Kabupaten Pati

Sebelah Selatan : Kabupaten Blora

Kabupaten Rembang terbagi menjadi 14 kecamatan, 287 desa dan 7 kelurahan. Kecamatan
yang memiliki luas wilayah terbesar adalah Kecamatan Sale (10.714 ha) disusul Kecamatan
Bulu (10.240 ha). Data luas wilayah kecamatan di Kabupaten Rembang tersaji pada Tabel 5.2
sebagai berikut :

Kebijakan pembangunan di bidang kependudukan dan catatan sipil diarahkan pada
upaya memberikan pelayanan kepada masyarakat tentang kependudukan dan pencatatan sipil
dengan cepat, murah dan transparan. Cakupan layanan administrasi kependudukan dapat
dilihat pada tabel 5.3 berikut ini.
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Cakupan Pelayanan Administrasi Kependudukan Kabupaten Rembang Tahun 2010 –

2012

No. Uraian
Tingkat Perkembangan Tahunan

2010 2011 2012

1. Pelayanan KTP/KK

KTP (lembar) 77.476 69.303 67.887

KK (lembar) 60.117 50.662 60.311

2. Penerbitan Akta Catatan Sipil 22.144 13.478 9.780

Sumber: Dinas Kependudukan dan Catatan Sipil Tahun 2012

Tabel 5.4 Jumlah Penduduk Kabupaten Rembang Tahun 1994 s/d 2013
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Luas wilayah Kabupaten Rembang 101.408 Ha merupakan wilayah Kabupaten yang
cukup luas dibandingkan dengan Kabupaten atau kota lainnya di Provinsi Jawa Tengah.
Sebagian besar (46.39%) wilayah Kabupaten Rembang merupakan dataran rendah. yang
terletak di bagian utara Kabupaten Rembang, sedangkan di bagian selatan relatif lebih tinggi.
Wilayah di bagian selatan ini mempunyai ketinggian antara 100-500 meter dpl (30.42% dari
total wilayah Kabupaten Rembang) dan sisanya berada pada ketinggian 0-25 m dan 500-1000
m. Wilayah Kabupaten Rembang seluas 45.205 ha (46.58%) mempunyai kelerengan sebesar 0
– 2%. sedangkan 33.233 ha lainnya (43.18%) mempunyai kelerengan sebesar 2 – 15%.
Wilayah perbukitan dan pegunungan dengan kelerengan sebesar 15 – 40% dan > 40%
masing-masing seluas 14.38% dan 4.86% dari total wilayah Kabupaten Rembang.

Jika dilihat distribusi persentase PDRB adh berlaku meenurut lapangan usaha dari
tahun 2010 sampai dengan tahun 2012 secara umum didominasi oleh sektor pertanian dengan
angka kontribusi 43,91
persen lebih kecil dibandingkan pada tahun sebelumnnya. Penyumbang terbesar kedua adalah
sektor perdagangan,hotel dan restoran yang semakin meningkat persentasenya yaitu sebesar
17,83 persen. Sektor jasa-jasa juga cukup andil memberikan kontribusi dengan 15,07 persen.
Selain ketiga sektor tersebut distribusi sektor yang lain masih di bawah 10 persen bahkan
untuk sektor Listrik, Gas dan Air Bersih hanya sekitar 0,46 persen dari total PDRB. Demikian
juga distribusi PDRB menurut harga konstan cenderung hampir sama.

Kenaikan laju pertumbuhan ekonomi Kabupaten Rembang selama tiga tahun terakhir
terlihat belum stabil. Terlihat dari laju pertumbuhan PDRB adh konstan, pada tahun 2010
pertumbuhannya sebesar 4,45 persen dibandingkan tahun 2009, dan pada tahun 2011 laju
pertumbuhannya melambat menjadi 4,40 persen, namun pada tahun 2012 laju
pertumbuhannya sedikit lebih cepat yaitu sebesar 4,88 persen. Kondisi ini salah satunya
disebabkan karena produksi tahun 2012 pada sektor pertanian khususnya pertanian tanaman
perkebunan pertumbuhannya cukup tinggi. Pada umumnya semua sektor lapangan usaha laju
pertumbuhan PDRB menurut harga konstan cenderung lebih tinggi dibandingkan tahun
sebelumnya kecuali sektor listrik, gas dan air bersih pertumbuhannya agak melambat.

Inflasi merupakan indikator ekonomi yang sering dicermati karena terkait langsung
dengan kemampuan daya beli dari uang yang dimiliki oleh masyarakat, terutama mereka yang
berpenghasilan tetap.Perubahan harga secara umum (inflasi/deflasi) untuk barang dan jasa
yang dikonsumsi masyarakat di ukur dengan perubahan Indeks Harga Konsumen (IHK).
Kabupaten Rembang pada tahun 2012 mengalami inflasi sebesar 4,28 persen. Angka ini lebih
tinggi dibanding inflasi Jawa Tengah sebesar 4,24 persen dan lebih rendah dibanding inflasi
Kota Semarang sebesar 4,85 persen. Jika dibandingkan dengan inflasi nasional, angka inflasi
Kabupaten Rembang sedikit lebih rendah karena angka inflasi nasional pada tahun 2012
sebesar 4,30 persen. Selama kurun waktu 2007-2012, inflasi tahun 2011 adalah yang
terendah, baik untuk Jawa Tengah, Kota Semarang maupun Rembang. Sedikit berbeda
dengan inflasi nasional, inflasi terendah terjadi pada tahun 2009 (2,76 persen).
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Tabel 5.5 Koefisien Parameter

Variabel Koefisien Parameter

Minimum Median Maksimum

Intersep 1,727 2,468 11,240

X1 -0,894 0,021 0,993

X2 -0,033 -0,027 0,409

X3 0,0006 0,003 0,004

SSE 43,976

R
2

70,79%

Nilai R2 yang diperoleh dari modelsebesar 70,79%. Hal ini berarti keragaman
pengeluaran per kapita disebabkan oleh persentase rumah tangga nelayan, persentasejumlah
rumah tangga pengguna jamkesmas dan kepadatan penduduk sebesar 70,79%, sedangkan
20,21 % sisanya disebabkan oleh adanya faktor lainnya yang turut mempengaruhi besarnya
pengeluaran perkapita.

d. Pengujian Model

Goodness of fit atau pengujian kesesuaian untuk model  dilakukan untuk mengetahui
faktor lokasi yang berpengaruh terhadap tingkat kemiskinan di Kabupaten Demak.
Tabel 5.6 Uji Kesesuaian Model

SSE Df Fhitung Pvalue

Model 43,977 9,023 2,775 0,032

Berdasarkan tabel 4.3 di atas didapatkan nilai pvalue (0,042) yang berarti nilai pvalue

kurang dari taraf nyata 5% (0,032<0,05). Hal ini berarti tolak  H0 karena nilai pvalue lebih kecil
dari taraf nyata 5%, yang artinya ada faktor pengaruh geografis pada model.
Tabel 5.7 Parameter yang signifikan pada model per Kecamamatan

No Kecamatan Variabel

1 Bulu X2,3

2 Gunem -

3 Kaliori X1,2,3

4 Kragan X1,2,3

5 Lasem X1,2,3

6 Pamotan X2,3

7 Pancur X2,3

8 Rembang X1,2,3

9 Sale X3

10 Sarang X1,3

11 Sedan -

12 Sluke -

13 Sulang X2,3

14 Sumber -

Berdasarkan tabel 5.7 diperoleh hasil bahwa ada 10 kecamatan yang dipengaruhi oleh
variabel kepadatan penduduk (X3), dan ada 4 kecamatan yang tidak berpengaruh pada ketiga
variabel yang digunakan dalam penelitian ini. Hal ini diduga karena ada variabel lain yang
lebih signifikan yang mempengaruhi pengeluaran per kapita di Kabupaten Rembang.
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Abstrak.

Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis dan membuktikan pengaruh Human Capital

terhadap pertumbuhan ekonomi Indonesia. Human Capital diwujudkan dengan rata-rata lamanya

sekolah. Selain rata-rata lamanya, variabel lain juga dimasukan sebagai variabel yang

mempengaruhi pertumbuhan ekonomi yaitu penambahan modal tetap bruto dan jumlah tenaga

kerja

Metode yang digunakan adala model fixed effect dengan data panel seluruh provinsi di

Indonesia pada periode tahun 2010-2013.

Hasil penelitian menunjukan bahwa human capital memberikan pengaruh paling besar

diantara variabel lain artinya peningkatan kualitas pendidikan di suatu wilayah akan sangat

berdampak dalam peningkatan perekonomian wilayah tersebut artinya berbagai kebijakan

harus dilakukan untuk meningkatkan kualitas pendidikan masyarakat tanpa agar pertumbuhan

ekonomi lebih cepat.

Keywords: Human Capital, Pertumbuhan Ekonomi,model fixed effect

1. PENDAHULUAN

Salah satu tujuan pembangunan ekonomi adalah peningkatan kesejahteraan yang dapat

dirasakan manfaatnya oleh masyarakat. Indikator penting untuk mengetahui kondisi ekonomi

suatu wilayah atau daerah dalam suatu periode tertentu ditunjukkan oleh data Produk

Domestik Regional Bruto (PDRB). Pertumbuhan PDRB atau pertumbuhan ekonomi

menunjukkan sejauh mana aktivitas perekonomian akan menghasilkan tambahan pendapatan

masyarakat pada suatu periode tertentu. Menurut data Badan Pusat Statistik (BPS) ekonomi
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Indonesia tahun 2014 tumbuh sebesar 5,02 persen atau mengalami perlambatan dibanding

tahun 2013 sebesar 5,90. Ketika memperhatikan pembangunan lima tahunan, kinerja ekonomi

mengalami perkembangan yang cukup berarti. Perekonomian tumbuh rata-rata 4,36 persen

pada periode 2001-2005, kemudian mencapai rata-rata 5,50 persen per tahun pada periode

2005-2010 dan tumbuh rata-rata 6,18 persen pertahun pada periode berikutnya.

Kinerja perekonomian yang meningkat tidak terlepas dari berbagai faktor produksi yang

yang terlibat dalam aktifitas ekonomi. Peningkatan berbagai faktor produksi baik dari sisi

kuantitas maupun kualitas akan menjadi pendorong pertumbuhan ekonomi. Faktor produksi

yang penting sangat penting adalah kapital dan  tenaga kerja. Berkaitan dengan faktor produk

tenaga kerja, tenaga kerja yang berkualitas merupakan salah pendorong agar kinerja

perekonomian mampu berkerja lebih cepat. Tenaga Kerja berkualitas mampu bekerja lebih

prodiktif dan lebih efesien. Untuk mendapatkan tenaga yang berkualitas dibutuhkan

pembentukan modal manusia (human capital). Pembentukan modal manusia ini merupakan

suatu cara untuk memperoleh sejumlah manusia yang memiliki keahlian  dan pengetahuan

yang dapat mempercepat pembangunan. Modal manusia (human capital) adalah istilah yang

sering digunakan oleh para ekonom untuk pendidikan, kesehatan, dan kapasitas manusia yang

lain yang dapat meningkatkan produktivitas jika hal-hal tersebut ditingkatkan.Produktivitas

yang tinggi akan memacu laju pertumbuhan output secara agregat lebih tinggi.[3]

Dalam penelitian ini diharapkan dapat memberikan gambaran mengenai pengaruh

Human capital terhadap pertumbuhan ekonomi di Indonesia. Human Capital yang digunakan

dalam penelitian ini adalah tingkat pendidikan masyarakat. Variable yang dipilih untuk

melihat kualitas human capital adalah rata-rata lamanya sekolah. Selain variable human

capital, dalam penelitian ini juga dimasukan variable lain yang ikut serta dalam peningkatan

pertumbuhan ekonomi yaitu investasi dan jumlah tenaga kerja. Variabel yang dipilih untuk

menggambarkan tingkat investasi adalah penambahan modal tetap bruto.

Beberapa penelitian telah dilakukan berkaitan dengan pengaruh kualitas sumber daya

manusia terhadap perekonomian. Gemmel (1996) dengan metode regresi data panel

melakukan pengamatan di Negara OECD, menemukan bahwa terdapat kontribusi modal

manusia melalui tingkat rata-rata pendidikan tahunan baik primer, skunder, maupun tersier

terhadap pertumbuhan ekonomi. Hasil temuan menunjukan kenaikan 1 persen pada stok

manusia akan meningkatkan pertumbuhan ekonomi sebesar 1,1 persen.[4]

Sjafii (2009), melakukan penelitian dengan Metode General Least Square, hasil

penelitian menunjukan bahwa investasi sumber daya manusia melalui pengeluaran belanja
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pemerintah untuk pendidikan dan kesehatan mempengaruhi pertumbuhan ekonomi di Jawa

Timur.[4]

Setyopurwanto (2013), melakukan penelitian dengan judul pengaruh investasi sumber

daya manusia dan investasi modal terhadap pendapatan perkapita masyarakat. Metode yang

digunakan dalam penelitian ini adalah Two Stage Least Squares (2SLS) dengan model persamaan

simultan (Simultaneous Equation Model). Penelitian ini menggunakan data panel yang terdiri dari

cross section 35 kabupaten/kota dan time series 5 tahun dari 2008 sampai 2012 di Jawa Tengah.

Hasil penelitian menunjukkan bahwa beberapa proxy variabel pendidikan seperti rerata lama

sekolah, tingkat pendidikan primer, serta pertumbuhan ekonomi berpengaruh secara positif dan

signifikan terhadap pembagunan modal manusia. Akan tetapi, tingkat pendidikan tersier tidak

berpengaruh secara signifikan dan negatif terhadap pembangunan modal manusia [4].

2. HASIL PENELITIAN

2.1 Persamaan Regresi Panel Fixed Effect Model

Setelah melakukan uji chow model yang paling baik untuk penelitian ini adalah Fixed

effect model. Fixed effect model dengan least square dummy variable pada model regresi data

panel merupakan metode yang menggunakan variable dummy untuk mengetahui besarnya

perbedaan koefisien intersep tiap masing-masing efek wilayah provinsi. Hasil pengolahan

dengan eviews 6 diperoleh hasil Regresi panel Fixed Effec Model (FEM) sebagai berikut :

Y= 7.77+ 0.0001 X1 + 0.015 X2 + 0.228 X3 + 0,61 D1+0,09 D2 – 0,04 D3 + 0,07 D4 +
0,18 D5 + 0,40 D6 - 0,35 D7 - 1,32 D8 + 0,45 D9 + 0,27 D10 + 0,07 D11 – 0,23 D12

+ 0,25 D13 + 0,60 D14 + 0,04 D15 - 1,41 D16 + 0,23 D17 + 0,58 D18 + 0,10 D19 –
0,29 D20 + 0,21 D21+ 0,24 D22 + 0,5 D23 - 1,02 D24 - 0,33 D25 + 0,59 D26 + 0,14 D27

- 0,18 D28 + 0,12 D29 + 0,18 D30 + 0,47 D31 - 0,43 D32 - 0,76 D33

2.2.Uji Spesifikasi Model

2.2.1..Uji Asumsi Klasik

Asumsi dasar yang harus dilakukan pengujian adalah Normalitas,, autokorelasi dan

multikolinieritas

a. Asumsi Normalitas

Uji distribusi normal adalah uji untuk mengukur apakah data memliki distribusi normal

sehingga dalam statistic parametric (statistic inferensial). Dengan pengolahan eviews 6

diperoleh hasil sebagai berikut :
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Hasil output terlihat bahwa  nilai Jarque-Berra (JB)  sebesar 0,1349, karena nilai JB < 77,93

selain itu tingkat probability sebesar 0,932662 (p > 5 %) maka dapat disimpulkan bahwa

residual berdistribusi normal.

b. Asumsi Nonautokorelasi

Penaksiran model regresi linier mengandung asumsi bahwa tidak terdapat autokorelasi

diantara distrurbunce term. Autokorelasi ini umumnya terjadi pada data time series.

Konsekuensi dari adanya outokorelasi pada model adalah penaksir tidak efisien dan uji t

serta uji F yang biasa tidak valid walaupun hasil estimasi tidak bias (Gujarati, 2003).

Untuk menguji asumsi non autokorelasi adalah dengan menggunakan Durbin Watson.

sehingga didapat :

Positif

Autokorelas

Tidak tentu Tidak ada

autokorelasi

Tidak tentu Negatif

autokorelasi

dL=1,60              dU= 1,62      4-dU=2,37 4-dL=2,39

Nilai Durbin Watson sebesar 2,4411, jika diuji berdasarkan table Durbin Watson dengan

dL dan dU pada α = 5 % dengan n =132 dan k = 3 yaitu dL =  1,60 dan DU = 1,62 artinya

terjadi pelanggaran autokorelasi.

c. Asumsi Non Multikolinieritas

Untuk menguji adanya multikolinieritas kita lakukan pendekatan korelasi parsial sebagai

berikut:

1. Lakukan regresi model persamaan

0

2

4

6

8

10

12

14

16

-1.0 -0.5 -0.0 0.5 1.0

S eries : S tandardiz ed R es iduals

S am ple 2010 2013

O bs ervations 132

Mean  0.000000

Median -0.032159

Maxim um  1.177950

Minim um -1.353384

S td. D ev.  0.475904

S kew nes s -0.030156

K urtos is  2.852648

Jarque-B era  0.139425

P robability  0.932662
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Y = a0 + a1 X1 +a2 X2 + a3 X3 ………………………………… (R1)

2. Kemudian lakukan estimasi untuk variable independen

X1 = b0 + b1 X2 + b2 X3………………………………………….. (R2

X2 = b0 + b1 X1 + b2 X3………………………………………….. (R3)

X3 = b0 + b1 X2 + b2 X1………………………………………….. (R4)

Hasil pengolahan dengan eviews didapatkan bahwa:

R1= 0,861 > R2 = 0,695  ; R1= 0,861 > R3 = 0,645 ; R1= 0,861 > R4 = 0,571, dari

hasil tersebut memberikan gambaran tidak terdapat multikolinieritas

2.2. Uji keseluruhan

Berdasarkan uji F dengan  pengolahan eviews 6  menunjukan bahwa probabilitas (F-

statistik) sebesar 0,00000 < α = 0,05 yang menujukan bahwa pertumbuhan PDRB

berhubungan dengan variabel independennya yaitu jumlah tenaga kerja, penambahan modal

tetap bruto dan rata-rata lamanya sekolah

2.3. Keragaman Yang dijelaskan oleh Model

Kecocokan ( goodness of fit ) model dapat diperoleh dengan menghitung nilai R2. Nilai

R2 akan memberikan gambaran seberapa besar variasi dari variabel bebas dapat menjelaskan

variasi dari variabel tidak bebas. Berdasarkan` hasil output pengolahan dengan program

eviews 6 diperoleh nilai R
2

sebesar 0.86 artinya sekitar 86 % variasi pertumbuhan PDRB

dapat dijelaskan oleh variabel independennya yaitu jumlah tenaga kerja, PMTB dan rata-rata

lamanya sekolah.

Berdasarkan hasil regresi data panel dengan Fixed Effect Model, efek perbedaan

wilayah berpengaruh terhadap ingkat pertumbuhan PDRB dimana efek perbedaan wilayah

tersebut dapat dilihat dari variabel dummy yang menyatakan katagori wilayah adalah sebagai

berikut:

Y= 7.77+ 0.0001 X1 + 0.015 X2 + 0.228 X3 + 0,61 D1+0,09 D2 – 0,04 D3 + 0,07 D4 +
0,18 D5 + 0,40 D6 - 0,35 D7 - 1,32 D8 + 0,45 D9 + 0,27 D10 + 0,07 D11 – 0,23 D12

+ 0,25 D13 + 0,60 D14 + 0,04 D15 - 1,41 D16 + 0,23 D17 + 0,58 D18 + 0,10 D19 –
0,29 D20 + 0,21 D21+ 0,24 D22 + 0,5 D23 - 1,02 D24 - 0,33 D25 + 0,59 D26 + 0,14 D27

- 0,18 D28 + 0,12 D29 + 0,18 D30 + 0,47 D31 - 0,43 D32 - 0,76 D33

Dimana:

Y = Ln PDRB atas dasar harga konstan tahun 2010
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X1 = Penambahan Modal Tetap Bruto (PMTB) atas dasar Harga Konstan tahun 2010 (dalam

milyar rupiah)

X2 = Jumlah Tenaga  Kerja (dalam ribuan orang)

X3 = Rata-rata Lamanya Sekolah (dalam tahun)

Dari persamaan diatas memberikan gambaran bahwa kenaikan jumlah tenaga kerja

sebanyak 1000 orang akan meningkatkan pertumbuhan ekonomi sebesar 0,0001 persen

dengan menganggap variabel lainnya konstan. Kemudian apabila kita meningkatkan jumlah

akumulasi capital sebesar 1 milyar rupiah akan menyebabkan pertumbuhan ekonomi sebesar

0,228 persen dengan menganggap variable lainnya konstan dan pertumbuhan ekonomi akan

meningkat sebesar 0,228 persen jika kita meningkatkan rata-rata lamanya sekolah 1 tahun

lebih tinggi.

Dari persamaan diatas terlihat bahwa variabel human capital memberikan pengaruh

paling besar diantara variabel lain artinya peningkatan kualitas pendidikan di suatu wilayah

akan sangat berdampak dalam meningkatan perekonomian wilayah tersebut artinya berbagai

kebijakan harus dilakukan untuk meningkatkan kualitas pendidikan masyarakat agar

pertumbuhan ekonomi lebih cepat.
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UPAYA MENINGKATKAN HASIL BELAJAR MATEMATIKA MATERI 

PECAHAN SEDERHANA MELALUI MEDIA KARTU PECAHAN 

DI KELAS III SD NEGERI 1 KARANGBOYO 

Anita Dewi Utami 

IKIP PGRI Bojonegoro, anitadewiutami55@gmail.com 

Abstrak. Penelitian ini bertujuan untuk meningkatkan hasil belajar matematika siswa kelas III SD 
Negeri 1 Karangboyo materi pecahan sederhana dengan menggunakan media kartu pecahan melalui 
sebuah permainan. Jenis penelitian ini adalah penelitian tindakan kelas dengan subjek 24 siswa, 
terdiri dari 14 siswa laki-laki dan 10 siswa perempuan. Teknik yang digunakan untuk pengumpulan 
data adalah teknik observasi dan tes tertulis. Instrumen penelitian menggunakan lembar observasi 
guru, observasi siswa dan tes tertulis, serta teknik analisis data dengan deskriptif kuantitatif dan 
deskriptif kualitatif. Berdasarkan hasil yang diperoleh dapat disimpulkan bahwa hasil belajar 
matematika dengan menggunakan media kartu pecahan siswa kelas III SD Negeri 1 Karangboyo 
mengalami peningkatan pada materi pecahan sederhana. Peningkatan pada siklus I sebesar 23,2% 
dengan ketuntasan belajar mencapai 56,5%. Sedangkan pada siklus II mengalami peningkatan 
sebesar 39,3% dengan ketuntasan belajar mencapai 95,8%. 
Kata Kunci: Hasil belajar matematika, pembelajaran matematika, dan media kartu pecahan. 

 

1. Pendahuluan 

Pendidikan adalah modal 

bagi berkembangnya suatu Negara, 

dengan pendidikan yang baik maka 

akan dihasilkan pula sumber daya 

manusia yang baik dan berkualitas 

untuk pembangunan Negara. Hal itu 

dapat diperoleh dari keberhasilan 

kegiatan belajar mengajar di kelas 

yang diantaranya adalah 

pembelajaran matematika. Menurut 

Aris Suherman dan Ondi Saondi 

(2010: 3) pembelajaran pada 

hakekatnya adalah kegiatan guru 

dalam membelajarkan siswa, ini 

berarti bahwa proses pembelajaran 

adalah membuat atau menjadikan 

siswa dalam kondisi belajar. 

Matematika adalah salah satu mata 

pelajaran yang menduduki peran 

penting dalam pendidikan karena 

dilihat dari manfaatnya, matematika 

sangat diperlukan untuk 

mengembangkan pola pikir 

seseorang. Oleh karena itu semua 

peserta didik perlu mempelajari 

matematika mulai dari sekolah dasar 

untuk membekali peserta didik 

dengan kemampuan berpikir logis, 

analitis, sintesis, kritis dan kreatif.  

Objek matematika bersifat 

abstrak dan tidak dapat diamati oleh 

pancaindra. Hal ini menjadikan 

matematika dianggap sulit oleh 

kebanyakan siswa. Salah satu cara 

untuk mengatasi masalah tersebut 
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adalah dengan mempelajari suatu 

konsep atau prinsip matematika 

dengan menggunakan pengalaman 

melalui benda-benda nyata yaitu 

menggunakan media berupa alat 

peraga yang dapat menjembatani 

siswa untuk berpikir abstrak. Alat 

peraga merupakan bagian dari media 

pembelajaran yang dapat diartikan 

sebagai semua benda yang menjadi 

perantara terjadinya proses belajar, 

dapat berwujud perangkat lunak, 

maupun perangkat keras. (Pujiati, 

2004: 17). Seperti halnya penelitian 

yang dilakukan oleh Esti Afiyani 

(2012) menunjukkan bahwa 

penggunaan alat peraga dapat 

meningkatkan kemampuan 

menyelesaikan soal cerita pecahan 

pada siswa kelas IV MI 

Muhammadiyah Badakarya. 

Inovasi pembelajaran sangat 

diperlukan dalam meningkatkan 

prestasi belajar siswa, terutama 

untuk menjadikan pembelajaran 

memiliki kesan pembelajaran lebih 

lama diingat oleh siswa. (Bain, dkk, 

2005). Penelitian yang dilakukan 

oleh Irwahyuni (2013) menunjukkan 

bahwa dengan inovasi pembelajaran 

menggunakan model TPS (Think 

Pair Share) dan alat peraga di kelas 

meningkatkan hasil belajar siswa.  

Inovasi dalam pendidikan 

sering dihubungkan dengan pem-

baruan yang berasal dari hasil 

pemikiran kreatif, temuan dan 

modifikasi yang memuat ide dan 

metode yang dipergunakan untuk 

mengatasi suatu permasalahan 

pendidikan melalui suatu rencana 

atau pola yang dapat dipergunakan 

untuk membangun, mendesain bahan 

instruksional dan sebagai pengarah 

terhadap kegiatan pembelajaran di 

dalam kelas atau di luar kelas (Joice 

dan Weil, 1980). Agar inovasi 

pembelajaran berhasil optimum 

sesuai dengan tujuan yang 

diinginkan maka beberapa hal perlu 

dipertimbangkan dalam inovasi 

seperti rasional teoritis, landasan 

pemikiran pembelajaran dan 

lingkungan belajar.  

Berdasarkan hasil 

pengamatan pada tanggal 01 

November 2014 di SD N 1 

Karangboyo, media pembelajaran 

yang digunakan di sekolah tersebut 

jumlahnya masih sangat sedikit. 

Selain itu, media hanya diletakkan di 
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belakang kelas dan hanya digunakan 

bermain oleh siswa pada saat 

istirahat. Berdasarkan hasil 

wawancara dengan guru kelas III SD 

Negeri 1 Karangboyo pada 03 

November 2014 dalam pembelajaran 

guru masih banyak menggunakan 

metode ceramah sehingga siswa 

kurang aktif dan merasa jenuh dalam 

mengikuti pembelajaran. Selain itu, 

daftar nilai siswa kelas III tahun 

ajaran 2014/2015 semester 2 

menunjukkan bahwa nilai rata-rata 

matematika pada materi pecahan 

sederhana masih rendah.  

Upaya untuk meningkatkan 

hasil belajar siswa kelas III SD N 1 

Karangboyo pada materi pecahan 

sederhana, maka diperlukan media 

pembelajaran yang sesuai. Salah satu 

alternatif media pembelajaran yang 

dapat digunakan oleh guru adalah 

kartu pecahan. Kartu pecahan 

termasuk media pembelajaran yang 

efektif untuk pembelajaran 

matematika pada kompetensi dasar 

membandingkan pecahan sederhana. 

Hal tersebut dikarenakan media kartu 

pecahan memenuhi kriteria media 

pembelajaran yang baik yaitu: 

sederhana, mudah digunakan, mudah 

disimpan, dapat memperlancar 

pembelajaran, tahan lama, sesuai 

dengan topik yang diajarkan, tidak 

menimbulkan salah tafsir dan 

mengarah pada satu pengertian. 

Dari uraian di atas, 

mendorong peneliti untuk melakukan 

penelitian tindakan kelas dengan 

tujuan meningkatkan hasil belajar 

matematika siswa kelas III SD 

Negeri 1 Karangboyo dengan 

pemanfaatan media pembelajaran. 

Oleh karena itu penelitian yang 

dilakukan be

Meningkatkan Hasil Belajar 

Matematika Materi Pecahan 

Sederhana Melalui Media Kartu 

Pecahan di Kelas III SD Negeri 1 

Karangboyo. 

2. Metode Penelitian 

Penelitian ini merupakan 

Penelitian Tindakan Kelas yang 

dilaksanakan di kelas III SD N 1 

Karangboyo dengan subjek 24 siswa. 

Pengumpulan data melalui observasi 

dan tes yang dilakukan di akhir 

pembelajaran. Data-data yang 

diperoleh dianalisis secara deskriptif. 

Data yang dikumpulkan dalam 

penelitian ini adalah keterlaksanaan 

belajar dan hasil belajar siswa berupa 
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nilai siswa. Kemudian data dianalisis 

untuk mengetahui ketuntasan hasil 

belajar siswa. Indikator pencapaian 

sesuai dengan KKM yang ditetapkan 

yaitu 65. Selain itu juga diharapkan 

persentase ketuntasan secara klasikal 

yaitu 70% dari jumlah siswa di 

dalam kelas. 

3. Analisis Hasil Penelitian dan 

Pembahasan 

Hasil analisis data siklus I 

dan siklus II, diketahui bahwa 

terdapat peningkatan prosentase 

ketuntasan belajar siswa. Secara 

ringkas peningkatan prosentase 

ketuntasan belajar pada siklus I dan 

siklus II pada tabel 1. 

Tabel 1. Jumlah Rerata dan 

Persentase Hasil Belajar Siswa 

Hasil 

Belajar 

Siklus 

I 

Siklus 

II 

Keterangan 

Nilai 

rata-rata 

68,3 82,9 Meningkat 

Ketuntas-

an 

Klasikal 

(%) 

56,5% 95,8% Meningkat 

Berdasarkan tabel di atas, 

nilai rata-rata siswa sudah mencapai 

target yaitu >65, akan tetapi tindakan 

masih dilanjutkan pada siklus II, hal 

ini dikarenakan ketuntasan belajar 

siswa masih jauh dari target yang 

ditetapkan peneliti yaitu 70%. 

Sedangkan pada siklus I baru 

mencapai 56,5%. Kegiatan 

pembelajaran pada siklus I sudah 

cukup baik, guru fokus menjelaskan 

aturan permainan kartu pecahan dan 

memberi contoh cara bermain kartu 

pecahan untuk memecahkan soal 

yang diberikan. Selama kegiatan 

permainan kartu pecahan, guru 

tampak mendampingi siswa dan 

merespon aktivitas yang dilakukan 

oleh siswa. Siswapun nampak 

antusias dalam melakukan 

permainan kartu pecahan. Kegiatan 

pembelajaran lebih aktif dan 

kondusif dalam melakukan 

permainan kartu pecahan. Nilai rata-

rata siswa sudah melampaui KKM, 

akan tetapi persentase ketuntasan 

belajar masih belum mencapai target. 

Hal ini disebabkan oleh beberapa hal 

diantaranya: beberapa siswa masih 

kurang paham dalam melakukan 

permainan kartu pecahan dan masih 

bingung dengan penjelasan yang 

diberikan oleh guru serta kesulitan 

dalam mengerjakan soal evaluasi. 

Nilai rata-rata meningkat 21,3% dari 

siklus I ke siklus II. Pada siklus II 
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nilai rata-rata mencapai 82,9 serta 

persentase ketuntasan mencapai 

95,8% dan sudah melebihi target 

yang ingin dicapai.  

Berdasarkan hasil penelitian 

yang dilaksanakan di kelas III SD N 

1 Karangboyo, terlihat bahwa 

pembelajaran matematika materi 

pecahan mampu meningkatkan hasil 

belajar siswa. Siswa lebih mudah 

memahami materi membandingkan 

pecahan sederhana melalui 

permainan menggunakan media 

kartu pecahan. Pembelajaran menjadi 

lebih menarik dan menyenangkan 

karena siswa dapat belajar sambil 

bermain. Selain itu dalam 

pembelajaran ini melatih siswa untuk 

memiliki keterampilan berpikir 

maupun keterampilan sosial seperti 

keterampilan membandingkan 

pecahan sederhana secara cepat, 

bekerja sama, dan mampu 

memberikan apresiasi kepada siswa 

yang lain. 

Hal di atas sesuai dengan 

teori yang dikemukakan oleh Gatot 

Muhsetyo (2007:256) bahwa 

pembelajaran matematika merupakan 

suatu proses untuk menciptakan 

lingkungan belajar bagi siswa agar 

terkondisikan dalam belajar 

matematika. Pembelajaran 

matematika juga menggunakan suatu 

desain yang mengoptimalkan siswa 

dalam belajar matematika sehingga 

terciptalah pembelajaran matematika 

yang optimal dan dapat memberikan 

hasil belajar yang optimal pula. 

Desain pembelajaran untuk 

mengoptimalkan hasil belajar siswa 

dalam penelitian ini menggunakan 

media berupa kartu pecahan. Hal ini 

sesuai dengan pendapat Sudjana dan 

Rivai (dalam Azhar Arsyad, 2011: 

24) mengenai manfaat media 

pembelajaran. Manfaat tersebut 

diantaranya adalah bahan 

pembelajaran lebih bermakna dan 

dapat mencapai tujuan pembelajaran 

yang akan dicapai. 

4. Kesimpulan 

Berdasarkan hasil penelitian 

dan pembahasan maka dapat 

disimpulkan bahwa pembelajaran 

matematika pada materi pecahan 

dengan menggunakan media kartu 

pecahan dapat meningkatkan hasil 

belajar siswa kelas III SDN 1 

Karangboyo. Hasil belajar siswa dari 

prasiklus atau tes awal prestasi masih 

rendah dengan nilai rata-rata kelas 
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59,8 yang masih dibawah KKM serta 

ketuntasan belajar baru mencapai 

33,3%. Setelah diterapkan 

pembelajaran matematika dengan 

menggunakan media kartu pecahan 

pada siklus 1 terjadi peningkatan 

hasil belajar dengan ditunjukkan 

nilai rata-rata kelas mencapai 68,3 

yang sudah mencapai KKM namun 

masih dalam kriteria sedang dan 

ketuntasan belajar baru mencapai 

56,5%. Terjadi peningkatan 

ketuntasasn belajar siswa sebesar 

23,2% dari pra siklus ke siklus I. 

Akan tetapi karena target ketuntasan 

belajar adalah 70% sedangkan pada 

siklus 1 baru di tingkat 56,5%, maka 

dilanjutkan pada siklus II. Pada 

siklus II nilai rata-rata kelas sudah 

termasuk dalam kriteria baik yaitu 

mencapai nilai 82,9. Ketuntasan 

belajar siswa mengalami 

peningkatan 39,3% dari siklus I ke 

siklus II yaitu mencapai prosentase 

ketuntasan 95,8% yang sudah 

melebihi ketuntasan minimum 70%. 
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