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ABSTRAK

Pada Tugas Akhir ini, dipelajari mengenai pembuktian teorema interpolasi
untuk logika predikat L,RW. dan LoR.. Logika predikat L,RW. adalah logika
proposisional L,RW. yang dilengkapi dengan aturan quantifiers. Sedangkan
logika predikat L,R. adalah logika predikat L,RW. dengan menambahkan aturan
struktural contraction. Dengan menggunakan modifikasi metode maehara dan
dengan menggunakan suatu teorema yang bentuknya lebih umum dari interpolasi,
dibuktikan bahwa teorema interpolasi berlaku untuk logika predikat L,RW. dan
LoR-.



ABSTRACT

In this paper, we study the proof of interpolation theorem for predicate
logics LoRW. and L,R.. Predicate logic L,RW,. can be obtained from
propotitional logic L,RW. by adding quantifiers rules. Predicate logic L,R+ can be
obtained from predicate logic L,RW. by adding contraction structural rule. By
using modification of maehara’s method and by using a general form theorem of
interpolation, we prove that the interpolation theorem holds for predicate logics
L,RW. and LyR..
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PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang.

Logika intuisionistik (intuitionistic logics) merupakan formulasi suatu
logika yang dikenalkan oleh Gentzen pada tahun 1935. Formulasi tersebut yang
kemudian lebih dikenal sebagai sistem sequent tipe-Gentzen LJ memuat tiga
aturan struktural yaitu aturan weakening, contraction dan exchange. Sedangkan
logika substruktural adalah logika yang tidak memuat salah satu atau beberapa
aturan-aturan struktural tersebut.

( Troelstra dan Schwichtenberg, 2000)

Pada logika substruktural distributif, sistem sequent tipe Gentzen
berisi dua jenis struktur yang lebih kompleks yaitu intensional dan extensional,
yang mana dapat berkaitan satu sama lain. Di dalam struktur intensional bisa
terdapat struktur extensional. Di dalam struktur extensional bisa terdapat struktur
intensional. Begitu juga seterusnya. Kemudian karena kekomplekskan, maka
beberapa kesulitan akan muncul. Pada tulisan ini, dengan menggunakan sistem
logika predikat L,RW. dan L,R:, kita akan menyelesaikan kesulitan dan
menunjukkan bahwa teorema interpolasi berlaku untuk logika RW. dan R yaitu

untuk fragment positif dari logika predikat RW dan R, berturut—turut.



1.2 Perumusan Masalah.

Berdasar latar belakang yang sudah dijelaskan, permasalahan yang
akan diangkat dalam Tugas Akhir ini adalah akan dibuktikan bahwa teorema
interpolasi berlaku untuk sistem logika substruktural distributif tanpa aturan
weakening. Teorema interpolasi tersebut secara berturut-turut dapat dibuktikan

untuk logika predikat LoRW. dan LR-.

1.3  Pembatasan Masalah.
Penulisan Tugas Akhir ini hanya membahas pembuktian teorema
interpolasi untuk logika predikat Lo,RW. dan L,R: yang hanya mempunyai satu

sequent inisial saja, yaitu A— A.

1.4 Tujuan Penulisan.

Berdasarkan permasalahan di atas, maka tujuan penulisan Tugas Akhir
ini adalah untuk membuktikan bahwa teorema interpolasi berlaku pada sistem
logika substruktural distributif tanpa aturan weakening khususnya untuk logika

predikat Lo,RW. dan L,R;.

1.5  Sistematika Penulisan.

Tugas Akhir ini terdiri dari 4 bab dan beberapa subbab, Bab I
Pendahuluan yang berisi latar belakang, perumusan masalah, pembatasan
masalah, tujuan penulisan, dan sistematika penulisan. Pada Bab I1 diberikan Dasar

Teori yang perlu diketahui untuk pembahasan selanjutnya. Kemudian pada Bab 111



Pembahasan yang membahas tentang pembuktian teorema interpolasi untuk
sistem logika substruktural distributif dan perluasannya tanpa aturan weakening
yaitu pada logika predikat Lo,RW., dan L,R.. Sedangkan pada Bab IV berisi
tentang kesimpulan dari pembahasan-pembahasan pada bab-bab sebelumnya, dan

saran tentang problem-problem selanjutnya yang dapat dipelajari.
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DASAR TEORI

Pada bagian ini dibahas teori-teori yang menunjang pembahasan.

2.1 Logika proposisional L,RW..
Sebelum mempelajari tentang logika proposisional L,RW., diberikan
beberapa definisi berikut :
Definisi term yaitu :
Definisi 2.1.1 (http://en.wikipedia.org/wiki/Formula.html)
1. Suatu variabel adalah term.

2. Suatu konstanta adalah term.

3. Jika f adalah simbol fungsi dan t,,t,,...,t, adalah term maka f (t,,t,,...,t,)

adalah term.
Contoh :
1. mn,y,z
2. 6,7,8,09.
3. f(a,b)=a*+b?
Definisi proposisi yaitu :
Definisi 2.1.2 (http://en.wikipedia.org/wiki/Formula.html )

1. Jikat; dan t; adalah term maka t;=t, adalah proposisi.



2. Jika R adalah simbol relasi dan ty,...# adalah term maka R(t,,...,t,)

adalah proposisi.
Contoh :
1. m=3.
2. R(5,3). R menyatakan lebih dari =R(5,3) =5 >3.
Definisi formula yaitu :
Definisi 2.1.3 (http://en.wikipedia.org/wiki/Formula.html)
1. Proposisi adalah formula.
2. Jika A adalah formula dan B adalah formula maka

(AAB),(AvB),(A > B),(A*B) adalah formula.

3. Jika x adalah variabel dan A(x) adalah formula maka 3xA(x) adalah
formula.

4. Jika x adalah variabel dan A(x) adalah formula maka VxA(x) adalah

formula.

Contoh :

1. n=5.

2. Jika a® adalah formula dan b® adalah formula maka
(a2 Ab?)(a% vb?)(a® 5b?)(a? *b?) adalah formula.

3. 3xA(X) = Ix(2x*> x).

4. VxA(x) = VX(% x¥> x).



Definisi subformula yaitu :

Definisi 2.1.4 (http://planetmath.org/encyclopedia/Subformula.html)

Misalkan A adalah formula, maka subformula dari A didefinisikan sebagai

berikut:

1.

2.

A subformula dari A.

A dan B subformula dari (AAB), (AvB), (A>B) dan (A*B).
A(t) subformula dari 3xA(x) untuk suatu t yang bebas dari x di A(x).

A(t) subformula dari VxA(x) untuk suatu t yang bebas dari x di A(x).

Penjelasan dari “t bebas dari x di A(x)”, artinya bahwa setelah

mensubstitusi term t ke variabel x dalam formula A(x), tidak ada variabel

bebas di t menjadi variabel terikat di A(t).

2.

Suatu variabel dikatakan bebas jika dan hanya jika tanpa terikat quantifier.

Untuk lebih jelasnya, maka akan diberikan contoh berikut :

Ely(t2 +y? :8) adalah subformula dari Hx(Ely((x2 +y? =8)) = IxXA(X)
selama t adalah term yang tidak mengandung variabel y.

Jika t=y+2, maka 3y((y+ 2 +y? = 8) = A(Y +2) bukan subformula dari
Elx(ay(x2 +y? =8)) karena t mengandung variabel y. Tetapi jika t=z+2,
maka Ely((z +2) +y? = 8) = A(z + 2) subformula dari EIz(EIy(z2 +y?= 8))

karena t tidak mengandung variabel y.
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Definisi struktur yaitu :
Definisi 2.1.5 (Surarso, 1998)

1. Suatu formula A adalah struktur.

2. Untuk n > 2, jika setiap x; adalah suatu struktur untuk setiap i =1, ..., n
maka multiset ( X1; ...; Xn ) dan himpunan ( xy, ..., Xn ) adalah struktur.

Contoh :

1. m=3.

2. Misal x; adalah struktur, x,; adalah struktur, x,, adalah struktur, Xs
adalah struktur, x41 adalah struktur, xs, adalah struktur, xs adalah
struktur, maka :

O Xo1, X22 dan Xs1, X42 Mmerupakan struktur..
o X1; (X1, X22) 5 X33 ( Xa1, Xa2) ; X5 merupakan struktur.
Logika proposisional L,RW. mengandung penghubung logika o,A,v dan
* ( penggandaan atau fusi).
Sequent pada logika proposisional L,RW. mempunyai definisi yaitu
sebagai berikut :
Definisi 2.1.6 (Surarso, 1995)
Sebuah sequent adalah ekspresi dari bentuk X — A dimana X adalah
struktur dan A adalah formula.
Struktur X di sebelah Kkiri tanda panah sequent disebut anteseden
(antecedent), sedangkan formula A di sebelah kanan tanda panah sequent disebut

succedent atau consequent.
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Definisi aturan inferensi pada logika proposisional L,RW. yaitu :
Definisi 2.1.7 (Surarso, 1995)

Pada aturan inferensi, formula yang memuat penghubung logika dan
muncul pada sequent bawah dari aturan untuk penghubung logika selanjutnya
disebut prinsipal formula (formula utama). Struktur dari bentuk ( Xi, ... ,Xp )
disebut extensional dan bentuk dari ( Xi; ... ;X, ) disebut intensional. Untuk
bentuk struktur ( Xi; ... ;X, ) dapat diekspresikan oleh formula X; * ... * X.
Sedangkan bentuk struktur ( Xy, ... ,X, ) dapat diekspresikan oleh formula X; A ...
A Xq. Diasumsikan bahwa ( Xi; ... ;X ) adalah sebuah multiset yang secara tidak
langsung bahwa aturan exchange berlaku untuk * dan diasumsikan bahwa ( X, ...
,Xn ) adalah sebuah multiset yang secara tidak langsung bahwa aturan exchange
dan aturan contraction berlaku untuk A.

Sehingga definisi dari logika proposisional L,RW, yaitu :

Definisi 2.1.8

Sistem sequent tipe Gentzen untuk logika proposisional L,RW.. terdiri dari
initial sequent :

A—>A

Aturan - aturan untuk logical connectives :

X—>A>oB I'NAo>B;X)—>C

I'(A) >C F(B)—)C(v_)) X —=>A Y—>B(_>/\)
I'(AvB)—>C X,Y > AAB
X2A () X2B ()

X —>AvB X —>AvB
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X —>A Y—>B I'(A;B)—>C
(%) TRBISC ()
X;Y > A*B I'(A*B) >C

'(A,B)—>C
m(/\ —)
2.2 Logika Predikat L,RW.,.

Selanjutnya, dipelajari tentang logika predikat L,RW.. Logika predikat
L,RW. adalah logika proposisional L,RW. yang dilengkapi dengan aturan
quantifiers.

Quantifiers adalah simbol khusus yang digunakan untuk membentuk
kalimat umum tentang semua hal atau tentang beberapa (paling sedikit satu) hal.

(http://en.wikipedia.org/wiki/Predicate language.html).

Quantifiers ada 2 macam, yaitu:
1. Universal quantifiers (V).

1. Vx diterjemahkan sebagai “untuk setiap X .

2. VxF(x) disebut sebagai universal generalization.
3. VxF(x) benar jika F(x) benar untuk setiap x, dengan kata lain, VxF (x)
benar jika F(xl)/\ F(%,)A...AF(x) benar.

2. Existensial quantifiers (3).
1. Jx diterjemahkan sebagai “terdapat X atau “terdapat paling sedikit satu
X7 .

2. IxF (x) disebut sebagai existensial generalization.


http://en.wikipedia.org/wiki/Predicate_language.html
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3. 3xF(x) benar jika F(x) benar untuk paling sedikit satu x, dengan kata
lain, 3xF (x) benar jika F(xl)v F(x,)Vv...vF(x) benar.

Definisi aturan quantifiers yaitu :

Definisi 2.2.1 ( Surarso, 1995)

Aturan-aturan quantifiers:

X,A(x),A — D E5)

X — At)
)(_> ) X,3zA(z),A - D

X — 3zA(z

X,At)A—D (v )

X — A(x)
)(_> v) X,VzA(z),A — D

X — VzA(z

Dimana, t adalah suatu term dan x adalah suatu variable yang memenuhi

syarat eigenvariabel, yaitu x tidak muncul pada sequent bawah dari (3 —>)

dan (- V).
Sehingga definisi logika predikat L,RW. yaitu :

Definisi 2.2.2
Sistem sequent tipe Gentzen untuk logika predikat L,RW. terdiri dari initial

sequent :
A—> A

Dan aturan-aturan inferensi berikut :

Aturan struktural :

r(x)—_)D(E _ Weak)
'(X,Y)—>D
Aturan-aturan untuk logical connectives :

I'NAo>B;X)—>C

X;A—> B
v e (>
X >A>B
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I'AvB)—>C X,Y >AAB
X2A (L) X=2B (L)
X —>AvB X —>AvB

X;¥Y > A=B I'(A=B) —>C

I'(AB)—>C (r )
[(AAB)—>C

Aturan-aturan quantifiers :

X — At) X,A(x),A—D
X —>HzAt(z)(_> ) X,3zA(z). A — D(3 ~)
X — AlX X,Alt)A—> D
X —>Vz,(A Z)(_) v) x,vZS(lfA — D(v ~)

Dimana, t adalah suatu term dan x adalah suatu variable yang memenuhi
syarat eigenvariabel, yaitu x tidak muncul pada sequent bawah dari (3 —>)
dan (— V).

2.3. Logika Predikat LoR:.

Sebuah ekspresi I'(X)digunakan untuk menandakan struktur dengan
sebuah indikasi kemunculan struktur X di dalam I'(X). Kemudian kita misalkan
bahwa I'(Y) struktur yang diperoleh dari T'(X) dengan menggantikan indikasi
kemunculan struktur X di dalam I"(X) dengan sebuah struktur Y.

Logika predikat Lo,R. diperoleh dari logika predikat L,RW. dengan

menambahkan aturan struktural contraction.
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Aturan contraction :

F(X;X)—)C(
rx)—-c

| —con)
Sehingga definisi logika predikat L R yaitu :
Definisi 2.3.1
Sistem sequent tipe Gentzen untuk logika predikat L,R. terdiri dari initial
sequent :

A—> A

Dan aturan-aturan inferensi berikut :

Aturan struktural :

F(X)—) D (E—Wea.k) F(X,X)—)C( —Con)
r(x,y)—-»nb rx)y—-»=c
Aturan-aturan untuk logical connectives :

X;A—>B X—->A rg)—»C_
72 (o) (o)
X—>A>B I'Ao>B;X)—>C

I'AvB)—>C X,Y > AAB

X2A (L) X2B ()

X —>AvB X —>AvB

X—->A Y—>B(_)*) F(A;B)—)C(*_>)

X;Y > A*B I'(A*B) >C

T(AAB)—>C
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Aturan-aturan quantifiers :

X = A X,Alx),A—>D

X —>32A(\t()z)(_> ) x,az/(x(z),AAa D(3 ~)
X — AlX X,Alt)A—> D

X —>Vz£\(1)(_> v) x,VzS()z)%Aa D(V ~)

Dimana, t adalah suatu term dan x adalah suatu variable yang memenuhi
syarat eigenvariabel, yaitu x tidak muncul pada sequent bawah dari (3 —>)
dan (- V).

Bukti dari sequent X — A dalam LR didefinisikan sebagai berikut :

Definisi 2.3.2 (Surarso, 1995) :
Sebuah bukti P dari sequent X — A adalah sebuah pohon sequent
(tree) dari sequent-sequent sebagai berikut :

1. Sequent paling atas adalah inisial sequent.

2.  Setiap sequent pada P, kecuali sequent paling bawah, merupakan
sequent atas dari aturan inferensi yang mempunyai sequent bawah
yang termasuk didalam P.

3. Sequent paling bawah adalah X — A.

Contoh: Berikut adalah bukti dari sequent AA(BvC) - (AAB)Vv(AAC)

A—>A B_>B(—>/\) A—> A C—>C(_)A)
AB—(AAB)V(AAC) AC—>(AAB)V(AAC)

A (BvC)—>(AAB)V(AAC) (r—)
AA(BVvC)—>(AAB)V(AAC)

(—> \/2)
(v-)

Definisi bukti
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Definisi 2.3.3 (Surarso, 1995)

2.4

1)

2)

1)

2)

Sebuah bukti dari suatu formula A adalah bukti dari sequent — A

Induksi Matematika

Untuk membuktikan suatu sifat S berlaku pada x, dimana x adalah

bilangan asli, yaitu dengan melakukan proses induksi sebagai berikut:

The Basis : Dibuktikan sifat S tersebut berlaku pada x = 1.

The Induktive step  : Dibuktikan jika sifat S berlaku pada x = k, maka
sifat S akan berlaku pula pada x = k+1.

Untuk membuktikan suatu sifat S berlaku pada x, dimana x adalah

bilangan asli, yaitu dengan melakukan proses induksi sebagai berikut:

The Basis . Dibuktikan sifat S tersebut berlaku pada x = 0.

The Induktive step  : Dibuktikan jika sifat S berlaku pada x < k, maka

sifat S akan berlaku pula pada x = k.

http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical induction).

Pada pembahasan selanjutnya, induksi matematika yang dipakai adalah

induksi matematika (b ).


http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_induction
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PEMBAHASAN

Pada logika substruktural distributif, sistem sequentnya berisi dua jenis
struktur yaitu pertama, intensional dimana struktur intensional adalah struktur
yang dihubungkan oleh penghubung intensional “;” sebagai contoh struktur
(X1;...;Xn) dan kedua, extensional dimana struktur extensional adalah struktur
yang dihubungkan oleh penghubung extensional “,” sebagai contoh (Xi,...,Xp),
yang mana dapat berkaitan satu sama lain. Di dalam struktur intensional bisa
terdapat struktur extensional. Di dalam struktur extensional bisa terdapat struktur
intensional. Begitu juga seterusnya. Untuk mempermudah pemahaman akan
diberikan contoh sebagai berikut :

X = X1, Xa; X3; X4, Xs.
= X1; (Xa1, X22, X23); X35 ( Xa1, Xa2, X43); Xs.
= X1; (Xa1, ( X221;X222;X223 ), X23); Xa; ( Xax, ( X421, X422, X423 ), Xa3 ); Xs.

Pada berikutnya, Uy ¢/, akan menandakan bahwa struktur diperoleh dari U
dengan menggantikan kemunculan struktur Z di dalamnya dengan formula C, dan
U {-/z3 akan menandakan bahwa struktur diperoleh dari U dengan menghilangkan
kemunculan struktur Z di dalamnya. Himpunan dari variabel proposisional yang

muncul dalam sebuah struktur U akan dicatat oleh V( U ).
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3.1. Bukti Teorema Interpolasi Untuk Logika Predikat L,RW. dan L R+
Sebelum membuktikan teorema interpolasi untuk logika predikat L,RW.
dan L,R, didefinisikan sebuah kemunculan struktur X dalam U yang extensional
maksimal yaitu jika tidak terdapat kemunculan struktur extensional di dalam U
yang diperlukan. Sebagai contoh ambil U = (M,(N1;N2;N3));A. U adalah
extensional maksimal. M,(N1;N2;N3) adalah extensional maksimal. A adalah
extensional maksimal. Di pihak lain, N; dan Ni;N2;N3 adalah bukan extensional
maksimal.
Selanjutnya dibuktikan bahwa interpolasi berlaku untuk logika predikat
L,RW, dan LR+ dengan menunjukkan bentuk berikut berlaku
Teorema 3.1. Misalkan bahwa U — D adalah sequent yang terbukti. Misalkan
juga jika Z adalah kemunculan struktur yang extensional maksimal dalam U.
Maka dalam Z terdapat formula C sedemikian sehingga :
1) Z — Cterbukti.
2) Uc/zy — D terbukti.

3V (C) e V(Z) N[V (U z3) U V(D)L

3.1.1. Bukti Teorema 3.1 Untuk Logika Predikat L,RW.

Pertama kita mempertimbangkan bukti dari teorema di atas untuk logika
predikat L,RW.. Teorema itu dibuktikan dengan induksi pada banyaknya dari
aturan inferensi dalam gambar bukti dari sebuah sequent U — D. Kita perhatikan
upper sequent dari aturan inferensi terakhir yaitu U — D. Karena banyaknya

aturan inferensi dalam gambar bukti dimana upper sequentnya kurang dari |, maka
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berdasarkan aturan induksi matematika sequent tersebut memenuhi teorema 3.1.

Dari sini didapatkan bahwa U — D juga memenuhi teorema 3.1.

Kasus 1. Aturan terakhir adalah (E — weak). Di sini U — D harus berbentuk

I'(X,Y) — D dan aturan terakhirnya adalah bentuk berikut :

r(x)y-ob
r(x,y)—-»D>D

(E —weak)

Andaikan Z adalah sebuah kemunculan struktur yang extensional maksimal dalam
r(XY).

Sub kasus 1.1. Z memuat tampilan X,Y.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) T'(X,Y)cizz — D terbukti.

3) V(C) < V(Z) nlV(I(XY)(-123) U V(D)

Andaikan W =Z¢ /vy dan Z =A(X,Y). Maka kita perhatikan sequent atas.
Dengan menggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C sedemikian
sehingga :

1) W — C terbukti.

2) T'(X)tc/wy— D terbukti.

3) V(C)c V(W) A [V(I(X)¢-rw3y) U V(D)L

Mengingat hubungan W =Z¢/v; dan Z =A(X,Y) serta dengan menerapkan
(E —weak) sehingga :

Dengan 1) kita mendapatkan bukti dari Z — C.



21

A(X,Y)vy—>C
A(X,Y)—>C

(E — weak)

Selanjutnya, T'(X)c/wy=T(X,Y)c/zz. Jadi dengan 2) TI'(X,Y)ic/zz—>D
terbukti.
KarenaV (W) c V(Z)danV(I'(X)¢-/w3) =V (I (XY){-rz23)
Bukti :
¢ V(W) =V (AK,Y)E/Y3 )i ().
VI (Z) 2V (ACK,Y) ) coreeeeereeeeeeseeeeeeeeeeseeseeeseeese s seseees s ().
Terlihat bahwa formula yang muncul pada ( I ) muncul juga pada ( Il )
tetapi tidak demikian sebaliknya. Jadi V (W) < V (2).
o V(I(X)-rw3)=V(C(X)rzemy ) =V (T (X)eraxvemy )..(1).
VAN C S AT EA A (N R ATHIN R R ().
Dengan (1) dan (11') didapat bahwa V (I ( X) ¢-/w3) = V(T (X,Y) £123)-

Jadidengan3) V(C) c V(Z)Nn[V(I'(XY)¢-/z3) W V(D)]

Sub kasus 1.2. Z adalah kemunculan struktur yang terluar dari tampilan X,Y.
Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) T'(X,Y)cizz — D terbukti.

3) V(C)c V(Z) nV(T(XY)¢-/z3) W V(D))

Maka kita perhatikan sequent atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi

terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :
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1) Z — C terbukti.

2) T'(X)icrzy— D terbukti.

3) V(C) = V(Z)n V(T (X)¢-1z3) W V(D)L

Maka dengan 2) dan dengan menerapkan (E —weak) pada I'(X)c/zz — D, kita

mendapatkan bukti I'(X,Y)«c/z3 —> D.

I'(X)crzz—> D
I'(X,Y)crzz— D

(E —weak)

Dengan3)V (C) < V(Z) N [V(T(XY)¢-123) U V(D)L

Kasus 2. Aturan terakhir adalah (—>). Bentuk U — D adalah bentuk

U — Ao B dan aturan terakhirnya adalah bentuk di bawah ini :

U,A—>B
U->A>B

(=)

Andaikan Z adalah kemunculan struktur extensional maksimal dalam U.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) U¢crzz— A > B terbukti.

3) V(C)c V(Z)N[V(Ug./z3) U V(ADB)].

Maka kita pertimbangkan sequent atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :

1) Z — C terbukti.

2) Ugcrzy; A— B terbukti.
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3) V(C)c V(Z) N [V(Ur.sz3:A) UV (B)].

( perhatikan bahwa terdapat (U; A)ic/zz=Usciz3; A dan (U; A)rzz=Ugiz3; A).
Karena bentuk (U ; A )fc/zydan (U ; A )¢-,z} adalah sebuah multiset, maka
dapat ditulis juga berturut-turut ke dalam bentuk (U )¢c/z3; Adan (U )¢-/zy A
Sekarang, dengan menerapkan (—>) pada U¢/z;; A— B kita mendapatkan
U¢/zy > AD B. Jadi dengan 2) kita dapat bukti dari Uc/zz — A> B sebagai

berikut :

Uiz A— B
Ugcizz—>A>B

(—2)

Kemudian, V (U;_/z3;A) U V(B) =V (U;./z3) U V(A SB).

Bukti : karena formula yang muncul pada struktur sebelah kiri muncul juga pada
struktur sebelah kanan begitu juga sebaliknya sehingga V (Ug.,z3; A) U
V(B)=V(U¢iz3) WV(ADB).

Jadidengan3) V(C) c V(Z) n [V (Ug./z3) U V(ADB)].

Kasus 3. Aturan terakhir adalah (>—). Di sini Z — D adalah bentuk
I'(A > B; X) — D dan aturan terakhir adalah bentuk sebagai berikut :

X—>A I'(B)»>D
'(A>B;X)—>D

Andaikan Z adalah kemunculan struktur extensional maksimal dalam

[(A>B;X).
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Sub kasus 3.1. Z memuat tampilan A>B; X .

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z{a-s;x1a>8;x3— C terbukti.

2) I'(A> B;X)icizz — D terbukti.

3) V(C)c V(Z)N[V(I'(A>B;X)t-1z3) u V(D)].

Andaikan W =Z¢/a- 8 x3 dan Z = A(A > B; X). Maka kita perhatikan sequent
kanan atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C
sedemikian sehingga :

1) W — C terbukti.

2) T'(B)ic/wy— D terbukti.

3) V(C)a V(W) [V(I'(B)¢-swy) V(D)L

Mengingat hubungan W =Z@E/as8e;x3 dan Z =A(A> B;X) sehingga Kkita
mempunyai bentuk sebagai berikut :

Dengan menerapkan (>—) pada sequent kiri atas X — A dan sequent W —C

kita mendapatkan Z — C. Jadi dengan 1) kita dapat bukti dari Z — C sebagai

berikut :

X > A Zpassx >C

(>-)
ZiaoB:x/AsB xy—>C

Selanjutnya, I'B)icrwy=T'(A>B;X)icizz—>D. Jadi dengan 2)

I'(A> B; X)c/zz — D terbukti.
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V(\N) CV(Z) dan (V(F(B){—/A(A D BiXKB/A > B;X}})) =

V([(A>DB; X)=raa > B x)).

Bukti :

o V(W)=V(ARADB X)E/a58x3 )=V (B )eoeeeeeeeereeeeeerreneeee (1).
V(Z) =V (AAD B X)) coreereeeeeeieeeeeeeeeeeessesesssesesesseesseeseseeseesens ().
Terlihat bahwa formula yang muncul pada ( I ) muncul juga pada ( Il )
tetapi tidak demikian sebaliknya. Jadi V(W) cV (2).

o V(I(B)e=/wy =V (T(B}-/AA S B X)8 1A = 5:53}) wrerererenrererernressesereessssasens (1).

VIT(ADB; X)t-1z3 = V(IT'(AD B; X){-/AA S B X)) eereeseereeeeesineneeans ().
Dengan (1) dan ( I1') didapat bahwa V (I'(B)-/wy = V(I'(A > B; X){-1z3.

Jadidengan3)V(C) <« V(Z) n[V(I'(A>B; X)-1z3) U V(D)].

Sub kasus 3.2. Z memuat tampilan A o B, sebuah kemunculan struktur di dalam

X dan kemunculan struktur di luar dari A > B; X , akan tetapi Z tidak memuat X.

Catatan bahwa pada kasus ini kita dapat menulis aturan terakhir ke dalam bentuk :

X X2—> A ry;B)—B
I'Y;A>B; Xy X2)—>D

(=-)

dan ambil Z =Y; A> B; Xu1.
Berikut dibuktikan bahwa :

1) Y;A>B;X1—C2>C: terbukti.
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2) T'(Y; A>B; X1 X2)c: > cirzy — D terbukti.

3) V(C;oC1) c V(Y;ADB; Xe )N [V(T(Y; A By Xe5 Xo ){-/ v:asBxi }
v V(D)].

Andaikan W =Z/a-8;x3=Y;B. Maka Kita perhatikan sequent kanan atas.

Dengan menggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C; sedemikian

sehingga :

la) W — Cu terbukti.

2a) TI'(Y;B)tci/wy — D terbukti.

3a) V(Ci)cV(W)N[V(I(Y;B){-swy) v V(D)L

Kemudian Kkita perhatikan sequent kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa

induksi terdapat sebuah formula C, sedemikian sehingga :

1b) X2—C:2 terbukti.

2b) X1 Xzgcer xz3 —> A terbukti.

3b) V(C)c V(X) N [V(X1; X24-7 x23) U V(A)]

Mengingat hubungan W =Z/a-8:x3=Y;B sehingga kita mempunyai bentuk

sebagai berikut :

Dengan menerapkan (o>—) pada XiXzc./xp—>Adan W —Ci kita

mendapatkan Z;C2 — Ci. Maka dengan l1a) dan 2b) dan dengan menerapkan

(—>) ke dalamnya, kita dapat memperoleh bukti dari Z — C2 > C: sebagai

berikut :

XC2— A Y:B—>C:
(>-)
Y;A>B; X3;,C2—Cs
Y;AoB; X1—>C2oCs

(—2)
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Kemudian, dengan menerapkan (>—) pada X:z2—Czdan I'(Y;B){ci/wy — D
kita mendapatkan sequent
I'(Y;B; X2)co 5 cirwy — D.T(Y; B; X2)tc: 5 cuwr =T'(Y; AD B; X1; X2){c2 5 ¢/ z3.

Jadi dengan 2a) dan 1b) kita dapat memperoleh bukti dari

I'(Y; A> B; X1; X2){c2 - c17z3 — D sebagai berikut :

X2—>C2 IN(GED)
'C2oCyX2)—>D

(>-)

Terakhir, V(C, 2C1) < [V(Y;B) U V(X1) U V(A)] =V(Z) dan V(C; C;
) [V(X2) U V(Y;B) vy ) U V(D)] = [V(T (Y;AS BiX1 Xz )23 U V(D).
Bukti :

o V(CioC)a [V(Y;B) U V(X1) UV (A) oo (1)
V(Z)=V(Y;ADB;X)
Formula yang muncul pada ( | ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga terbukti bahwa V(C, Cy) < [V(Y;B) U V(X1)
U V(A)]=V(Z).

o V(C22Ci) < [V(X2) W V(Y; B)grviey) W V(D)= V(C22Cy)
C IV(X2) U V(D) eoooieioeeeeeeeeseee oo seeeeeees oo (1)
[V(C(Y; AD B Xy Xo ) 1z3UV(D)] = [V(T(Y; A DB Xy; Xa)go

vinoBixi3 U V(D)= V(T (X2) U V(D) coorrorerrrreeerereeereeerersnenen (n).
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Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga terbukti bahwa V(C, oC;) < [V(X2) U V(Y ; B)
rviy) UV(D)=IV(T(Y; ADB;Xi; X2 )12y U V(D)I.

Jadi dengan 3a) dan 3b) V(C, oC1) < V(Y;AoB; X1 ) n [V(T(Y; AD B;

Xl;XZ){-/ Y;As B xi} Y V(D)]

Sub kasus 3.3. Z memuat tampilan A > B dan sebuah kemunculan struktur di
dalam X, tetapi Z bukan terdiri dari X bukan pula terdiri dari kemunculan struktur

terluar dari Ao B; X .

Catatan bahwa pada kasus ini kita dapat menulis aturan terakhir ke dalam bentuk :

XyX2—>A TI(B)—>B
I'(A>B; X33 X2) > D

(=-)

dan ambil Z = A> B; X1.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) A > B;X1— C2>Cs terbukti.

2) I'(A> B; X1 X2){cz > cirzy — D terbukti.

3) V(C;oC1) e V( Ao B; X1 ) [V(T (A B; X1; X2 )g-7 asmx: 3YV(D)].
Andaikan W =Z s/ - 8;x:3 = B . Maka kita perhatikan sequent kanan atas. Dengan
menggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C; sedemikian sehingga :
la) W — Ca terbukti.

2a) TI'(B)ici/wy— D terbukti.

38) V(Ci)e V(W) V(B wy) U V(D)L
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Kemudian Kkita perhatikan sequent kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa
induksi terdapat sebuah formula C, sedemikian sehingga :

1b) X2—C: terbukti.

2b) Xz Xzfca.r x3 — D terbukti.

3) V(C)c V(X2) N [V(Xi;Xa¢-7 x23) Y V(AL

Mengingat hubungan W =Z/a-8;x3=B sehingga kita mempunyai bentuk
sebagai berikut :

Dengan menerapkan (o>—) pada XiXzc.rxa—>Adan W —Ci kita
mendapatkan Z;C2 — Ci. Maka dengan l1a) dan 2b) dan dengan menerapkan

(—>) ke dalamnya, kita dapat memperoleh bukti dari Z —C2>C: sebagai

berikut :

XzC2—>A B-oC:
(>-)
Ao B;X3;C2—Cs
AoB; X1—>C2oCs

(=)

Kemudian, dengan menerapkan (o—) pada X2—C: dan I['(B)tc./wy — D), kita
mendapatkan sequent ['(B; X2)cz2 > cirwy > D,
[(B; X2)tco > cirwy =T'(A D B; X1, X2){c2 > c/wp. Jadi dengan 2a) dan 1b) kita

dapat memperoleh bukti dari T'(A > B; X1; X2){c2 > ci/zy— D sebagai berikut :

X2—C2 ICy)—->D
I'C2oCy;X2) > D

(>-)
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Terakhir, V(C, 5C1) < [V(B) U V(X1) U V(A)] =V(Z)dan V(C, C;)

< [V(X2) U V(B)¢-r8y) UV(D)=[V(T'(A>B;Xi; X2 )g-1z3 U V(D)

Bukti :

V(C12C)  [V(B) U V(X1) UV (A)] oo ().
V(Z)Z V(A D B X1) oo ().
Formula yang muncul pada ( | ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga terbukti bahwa V(C, Cy) < [V(B) U V(X;) U
V(A =V(Z).

V(C25C1) < [V(X2) U V(B).ssy) UV(D)I= V(C2 5C1) < [V
X 2) U V(D )] cooiioveeeesssscceeeesesssseeeeessssssseesssssssseessssooseess s (1).
V(T (A DB X; X ).1z3 U VD) =IV(T(ADB;Xy; X ).
aomxiy U V(D)= V(T (X2) U V(D) oo ().
Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga terbukti bahwa V(C, 2C1) < [V(X2) U V(B) .,

B}y) UV(D)I=[V(T(A>B;Xi; X )-1z3 W V(D)]

Jadi dengan 3a) dan 3b) didapat V(C, oC1) « V( Ao B; X1 ) n [V(T (A>

B; X1; X2 )g-1 aseixay U V(D).

Sub kasus 3.4. Z memuat tampilan A > B dan sebuah kemunculan struktur

terluar dari A> B; X , tetapi Z bukan terdiri dari kemunculan struktur di dalam X.

Catatan bahwa pada kasus ini kita dapat menulis aturan terakhir ke dalam bentuk :

X—>A T(;B)—>B
I''Y;AoB;X)—>D

(>-)
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dan ambil Z=Y;A>B.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Y;A> B — C2>Ca terbukti.

2) I'(Y;A>B; X2)c: > cirzy — D terbukti.
3) V(C;oC1) e V(Y;AB )N [V(T(Y;AD B; X2 )giv:a oV V(D)]

Andaikan W =Z/a- 8 =Y; B. Maka kita perhatikan sequent kanan atas. Dengan
menggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C; sedemikian sehingga :

la) W — Cu terbukti.

2a) TI'(Y;B)tci/wy — D terbukti.

3a) V(Ci)cV(W)N[V(I'(Y;B){-rwy) v V(D)

Kemudian Kkita perhatikan sequent kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa
induksi terdapat sebuah formula C, sedemikian sehingga :

1b) X — C: terbukti.

2b)  Xic./x3y — A terbukti.

30) V(C2) e V(X)N [V (Xe-rx3) U V(AL

Mengingat hubungan W =Z/a-8:=Y;B sehingga kita mempunyai bentuk
sebagai berikut :

Dengan menerapkan (o—») pada Xic./xy— Adan W — C1 kita mendapatkan
Z;C2—>Ci. Maka dengan la) dan 2b) dan dengan menerapkan (—>) ke
dalamnya, kita dapat memperoleh bukti dari Z — C2 > Ca1 sebagai berikut :

Y;A>B;C2—C:
Y:AoB—->CooC:

(—2)
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Kemudian, dengan menerapkan (>—) pada X — C:z dan I'(Y;B)c:/wy — D,
kita mendapatkan sequent I'(Y;B; X)c: > cirwy — D.
I'(Y;B; X)c: s cowr=T'(Y; AD B; X){c2 > ciswy. Jadi dengan 2a) dan 1b) kita

dapat memperoleh bukti dari I'(Y; A> B; X)ic. > cirzz — D sebagai berikut :

X —>C: I'Cy)—>D

(=-)
CoCy X)—>D

Terakhir, V(C, 5C1) < [V(Y:B) U V(A)] =V(Z)dan V(C, C1) < [V
X)W V(Y5 B)grviey) UV(D)=[V(I'(Y; ADB;X)-1z3 W V(D))
Bukti :

o V(CiDCs) S [V(Y:B) UV (A cmrooooemmessosseeeesssesseseesssn ().
V(Z)YZV(Y 5 A D B coooeeoeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e eeeeeee e eeeeesesee e (n).
Formula yang muncul pada ( I ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga terbukti bahwa V( C, 5C1) < [V(Y:B) U V(A)]
=\V(Z).

e V(C;2Ci) < [V(X) W V(Y;B)rviey) W V(D) = V(C; Cy)
o 6 O RO R0 ) ) I (1).
[V(T(Y; ASB:X)-rz3 UV(D)=IV(T(Y;ASB;X )/ viase
3 YU V(D)IE IV T (X) U V(D )] oorormresrsesmesssseesssrsseseesssee (1),
Formula yang muncul pada ( | ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga terbukti bahwa V(C; 5C1) < [V(X) U V(B {./8}

)LV V(D) =[V(I'(A> B;X)-/z3) W V(D)]
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Jadi dengan 3a) dan 3b) didapat V(C, oC;) <« V(Y;A>B )[V(T(Y;A> B

; Xo)g-1v;a>oe 3y U V(D)

Sub kasus 3.5. Z=A o B.
Catatan bahwa pada kasus ini Kita dapat menulis aturan terakhir ke dalam bentuk :

X—>A TI(B)—B
I'AoB;X)—>D

(>-)

dan ambil Z=A>B.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Ao B —C2>Ca terbukti.

2) I'(A> B; X2){c2 - cirzy — D terbukti.

3) V(C;oC1)c V(ADB)[V(T (A B; X){-/1a>e 3 VU V(D)].
Andaikan W =Z/a-83=B. Maka kita perhatikan sequent kanan atas. Dengan
menggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C; sedemikian sehingga :
la) W — Ca terbukti.

2a) I'(B)ci/wy — D terbukti.

32) V(C1)c V(W) [V(I®B)¢-/wy) U V(D)L

Maka Kita perhatikan sequent kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C, sedemikian sehingga :

1b) X — C: terbukti.

2b)  Xic.rx3y — A terbukti.

3b) V(C) e V(X) N IV(Xerxy)U V(A



34

Mengingat hubungan W =ZE/a-8=B sehingga kita mempunyai bentuk
sebagai berikut :

Dengan menerapkan (o>—) pada Xic./x}— Adan W — C: kita mendapatkan
Z;C2—C:. Maka dengan 1la) dan 2b) dan dengan menerapkan (—>) ke

dalamnya, kita dapat memperoleh bukti dari Z — C2 > Ci sebagai berikut :

C—> A B—)Cl(D_>)
Ao B;C2—>C:
A>DB—->C2oC:

(—2)

Kemudian, dengan menerapkan (o—) pada X — Czdan I'(B){c./wy — D, kita
mendapatkan sequent I'(B; X )tcz > cirwy — D.
I'(B; X)c2 > ciwy =T'(A D B; X2)tc. - ciywy. Jadi dengan 2a) dan 1b) kita dapat

memperoleh bukti dari I'(A> B; X)c. - ci/z3 — D sebagai berikut :

X —>C: I'Cy)—»D
rCoCyX)—>D

(>-)

Terakhir, V(C, C1) < [V(B) U V(A)]=V(Z)dan V(C, 5C1)  [V(X)
U V(B)¢-r83) U V(D)I=[V(T(ADB;X)1z3 UV(D)].
Bukti :
¢ V(C19Cy) C [V(B) UV (A oo (1).
V(Z)Z V(A D B coooeeeeoeoeeoeeeeeeeeoeeeesesesoeees oo (1),
Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun

sebaliknya sehingga terbukti bahwa V(C, o C;)c [V(B)UV(A)] =V(2Z).



35

e V(C;5Ci) e [V(X) U V(B)(sey) U V(D) =V(C,5C1) « [V
X) U V(D) coooeieeeeeeeesessseseeeeeeessesssoeeeeeesssssssosseeeee e (1)
IV(F(ADB;X)7z3y UV(D)=[V(T(ADB; X)) as} U
V(D)= V(T (X) U V(D) cooooieiicieeeeeeeseessesecceeeeeeessssssooeeeee (n).
Formula yang muncul pada ( | ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga terbukti bahwa V( C, 5C;) < [V(X) U V(B ) (./8}
) UV(D)=[V(T(ADB;X). /23 UV(D)

Jadi dengan 3a) dan 3b) didapat V(C, C;) < V( ASB ) [V(T (ASB; X))

/A DB } UV(D)].

Sub kasus 3.6. Z terdiri sebuah kemunculan struktur di dalam X dan sebuah
kemunculan struktur terluar dari Ao B; X , tetapi Z bukan hanya terdiri dari X
bukan pula A>B.

Perhatikan bahwa pada kasus ini kita dapat menulis aturan terakhir ke dalam
bentuk :

X;X2—>A TI(B;Y)—>D
I'AoB; X3, X25Y)—> D

(=-)

dan ambil Z = X2Y .

Berikut dibuktikan bahwa :

1) X2Y — C2#C: terbukti.

2) T'(A>B; X1 X2Y){cz.cirzy— D terbukti.

3) V(Cp0C1) c V(Xa:Y ) A V(T (A D B;Xe:Xo: Y )t xav3) U V(D).
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Andaikan W =Z¢/x3=Y . Maka kita perhatikan sequent kanan atas. Dengan
menggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C; sedemikian sehingga :
la) W — Ca terbukti.

2a) T'(B;Y )ciwy— D terbukti.

3a) V(Ci)cV(W)N[V(T'(B;Y )-rwy) v V(D)L

Kemudian Kkita perhatikan sequent kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa
induksi terdapat sebuah formula C, sedemikian sehingga :

1b) X2 — C: terbukti.

2b) X1 X2{czr x23 — A terbukti.

3b) V(C)c V(X) N [V(X1; X24-7 x23) U V(A)]

Mengingat hubungan W =Z¢-/x3=Y sehingga kita mempunyai bentuk sebagai
berikut :

Dengan menerapkan (—*) pada X:—>Cz dan W —C: kita dapat
memperoleh Z — C2+C1. Jadi dengan l1a) dan 1b) kita dapat memperoleh bukti

dari Z — C2+Ci sebagai berikut :

X2—>C2 Y —)Cl(_)*)
X2:Y =5 C2+Cs

Kemudian, dengan menerapkan (>—) pada Xz Xozc./x3—>A dan
['(B;Y){cwy— D kita mendapatkan T'(A>B; Xy X2Y )csciizz— D, Jadi
dengan 2a) dan 2b) dan dengan menerapkan (* —) ke dalamnya, kita dapat

memperoleh bukti dari I'(A > B; X1; X2;Y ){c:2.c1/zz — D sebagai berikut :
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X1;;C2—> A TI'(B;Ci)—>D
(>-)

I'(A>B; X1;;C2*C1) > D .

I'A>B; X;;C2*Cy) > D (=)

Terakhir, V( C0Cy) < [V(Y) U V(X2)] =V(Z)dan V(Cp0Cy) < [V(T(B)
U V(D) u [V(X1) U V(A =[V(I'(AD B Xi;X2; Y )-rz3) W V(D)
Bukti :
e V(CioCo) c [V(Y) U V(X)]=V(CioCy) < V(Y; Xo) terbuki.
e V(CoCo)c[V(T(B) U V(D) U V(X)) U V(A)] oo (1).
V(T(A D B;Xe; Xo:Y)rz3) UV (D) =[V(T(ADB;Xy; XY
Y-l xey 3) U V(D) =T (ADB; X)) U V(D) oo ().
Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga terbukti bahwa V( C20Cy) < [V(T(B) U V (D)]
U [V(X1) U V(A =T (AD B X X2;Y)rz3) W V(D)L
Jadi dengan 3a) dan 3b) V( Cz0Cy )< V(X23Y) A V(T (AD BiXs :XaY ). rxa 3)

U V(D)].

Sub kasus 3.7. Z adalah sebuah kemunculan struktur di dalam tampilan X.
Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) T'(A>B;X)ic/zz— D terbukti.

3) V(C)c V(Z) AT (A>B;X)-sz3) U V(D).
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Maka kita perhatikan sequent Kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :

1) Z — C terbukti.

2) X{crzy— A terbukti.

3) V(C)c V(Z) N [V(Xrz3) U V(AL

Sekarang, dengan menerapkan (>—») pada X¢c/zz— A dan sequent kanan atas

I'(B) > D, kita mendapatkan T'(A > B; X){c/zz — D. Jadi dengan 2) kita dapat

memperoleh bukti dari T'(A > B; X)«c/z3 — D sebagai berikut :

Xgecizz—>A T'(B)—> D

(>-)
I'(A>B; X)cizz— D

Karena [V (X¢.;z3) U V(A)] < V(T (A> B;X).s23) U V(D)]
Buki :

o IV(X(123) U VLA oot (1).
V(T (A2 BiX)t-123) U V(D) s ().
Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) tetapi tidak
sebaliknya sehingga [V (X¢-s z3) U V (A)] < V(T (A > B; X))z
y) VU V(D)L

Jadi dengan 3) didapat V (C) <« V(Z) n[V(I' (AD> B;X){-1z3) v V(D)].
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Sub kasus 3.8. Z adalah kemunculan struktur terluar dari tampilan A> B; X .
Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) T'(A>B;X)cizy — Dterbukti.

3) V(C)c V(Z)Nn [V(I'(A>B; X)1z3) U V(D)].

Maka Kkita perhatikan sequent atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :

1) Z — C terbukti.

2) I'(B){c/zy — D terbukti.

3V (C)c V(Z) N [V(T(B)g.1z3) W V(D)L

Maka dengan 2) dan dengan menerapkan (>—) pada I'(B)c/zz — D, kita

mendapatkan bukti I'(A > B; X)c/z; —» D.

X—>A I'(B)tcizz— D
I'(A>B;X)icizz—> D

Dengan 3) didapat V(C) <« V(Z) n [V(I'(AD B; X)t-1z3) U V(D)].

Kasus 4. Aturan terakhir adalah (— A). Pada kasus ini U — D adalah bentuk
X,Y —> AA B dan aturan terakhir adalah bentuk sebagai berikut :

X —>A Y —>B
X,Y >AAB

(=)

Catatan bahwa dengan kondisi untuk Z, pada kasus ini Z = X,Y .
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Berikut dibuktikan bahwa :

1) X,Y — CiAC: terbukti.

2) CinCz2— AAB terbukti.

3) V(CiA Cy)c V(X,Y)NV(A A B).

Maka kita perhatikan sequent Kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C; sedemikian sehingga :

la) X — Cu terbukti.

2a) C1— A terbukti.

3a)V(Ci)c V(X )n V(A).

Kemudian kita perhatikan sequent kanan atas. Dengan menggunakan hipotesa
induksi terdapat sebuah formula C, sedemikian sehingga :

1b) Y — C:2 terbukti.

2b) C2— B terbukti.

3b) V(C)c V(Y)n V(B).

Mengingat bahwa Z = X,Y sehingga kita mempunyai bentuk sebagai berikut :

Dengan menerapkan (— A) pada X — Ci dan Y — C2 kita dapat memperoleh

X,Y — C1AC2. Jadi dengan 1a) dan 1b) sequent ini terbukti.

X = C: Y—)CZ(_)/\)
XY > CinC2

Kemudian, dengan menerapkan (— A) pada C:— A dan C.— B kita dapat

memperoleh C1,C2 — A A B. Maka dengan menerapkan (A —) pada sequent ini
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kita dapat memperoleh Ci:AC2—> AAB. Jadi dengan 2a) dan 2b) sequent

terakhir juga terbukti.

Ci—> A CZ—)B(_>/\)
Cy,C2—> AAB

(A )
CinC2—> AAB

Terakhir, dengan 3a) dan 3b) didapat V(C1 A C2) < V(X,Y ) nV(A A B).

Kasus 5. Aturan terakhir adalah (A —). Pada kasus ini U — D adalah bentuk
I'(AA B) — D dan aturan terakhir adalah bentuk berikut :

I'(4,B) —> D

rArB) 5D )

Andaikan Z adalah sebuah kemunculan struktur extensional maksimal dalam I" (A

A B).

Sub kasus 5.1. Z memuat tampilan A A B.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) T'(AAB){cizz — D terbukti.

3) V(C) = V(Z)n [V(I'(AAB)¢-1z3) v V(D)]

Andaikan W =Z¢as/ar8r dan Z =A(AAB) . Maka kita perhatikan sequent
atas. Dengan mengggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C

sedemikian sehingga :



42

1) W — C terbukti.

2) T'(A,B)ic/wy — D terbukti.

3) V(C) e V(W) N [V(I'(4B)¢-1wy) © V(D)L

Mengingat hubungan W =Ziaerarey dan Z=A(AAB) sehingga kita
mempunyai bentuk sebagai berikut :

Dengan menerapkan (A =) pada W — C kita dapat memperoleh Z — C. Jadi

dengan 1) Z — C terbukti.

A(AAB)aeiansr—C
A(AAB)—>C

(A=)

Kemudian, T'(AA B){c/zz — D equivalen pada I'(A,B)«c/wy — D. Jadi dengan
2) T'(AA B)icizz — D terbukti.

Terakhir, V(W) =V(Z)dan T'(4,B) -/w3=T(AAB) {-/z3.

Bukti :

o V(W)=V(Zpsiae)=V(AAAB){AB/AB ) e, (n).
V(Z) ZVIAAABY cooveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeveeeeeese s sesee e es e ().
Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga V(W) =V(Z).

o T(4B)-1wy=T(4B) (-1 zoern e} = T(AB) (s aanmymernne 3 (1)
C(AAB) {1237 T(AAB) {27 AGAAB) Jrereeeererererererrensneeieisinenesesesessenens (n).

Jadi dengan 3) didapatV (C) < V(Z) n [V(I'(AAB) {-1z3) v V(D)].
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Sub kasus 5.2. Z tidak memuat tampilan A A B.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) T'(AAB)icizy — Dterbukti.

3) V(C) e V(Z) n [V(I(AAB)-1z3) W V(D)].

Maka Kkita perhatikan sequent atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :

1) Z — C terbukti.

2) T'(A B){c/zz — D terbukti.

3) V(C) e V(Z) n [V(I'(AB)-/z3) W V(D)]

Maka dengan 2) dan dengan menerapkan (A —) pada I'(A,B)c/zz — D, Kkita

mendapatkan bukti I'(AA B)c/zz —> D.

I'(A,B)cizz— D
I'(AAB)icizz—> D

A=)

Dengan 3) didapatV (C) <« V(Z) n [V(I'(AAB)1zz) U V(D)].

Kasus 6. Aturan terakhir adalah (— =). Pada kasus ini (U — D) adalah bentuk
(X;Y — A=B). Dan aturan terakhir adalah bentuk berikut :

X—>AY—>B
XY > A*B

(=)

Andaikan Z adalah kemunculan struktur extensional maksimal dalam X;Y.
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Sub kasus 6.1. Z=X:Y.
Catatan bahwa dengan kondisi untuk Z, pada kasus ini Z = X;Y .
Berikut dibuktikan bahwa :

1) X;Y — CixC: terbukti.

2) Ci1xCz2— A=xB terbukti.

3) V(Ci1x Cy) c V(X;Y)NnV(A=*B).

Maka kita perhatikan sequent Kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C; sedemikian sehingga :

la) X — Cu terbukti.

2a) C1— A terbukti.

3a)V(Ci1)c V(X )n V(A).

Maka kita perhatikan sequent kanan atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C, sedemikian sehingga :

1b) Y — C:2 terbukti.

2b) C2— B terbukti.

3b) V(C2)c V(Y)n V(B).

Mengingat bahwa Z = X;Y sehingga kita mempunyai bentuk sebagai berikut :

Dengan menerapkan (— *) pada X — Ci dan Y — C:2 kita dapat memperoleh

X;Y — C1#C2. Jadi dengan 1a) dan 1b) sequent ini terbukti.

X—>C: Y->C
XY > Ci1xC2

(=)
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Maka, dengan menerapkan (—=*) pada Ci— A dan C.— B kita dapat
memperoleh C1;C2— A*B. Maka dengan menerapkan (* —) pada sequent ini

kita dapat memperoleh Ci1xC2 — A=B. Jadi dengan 2a) dan 2b) sequent terakhir

juga terbukti.

Ct->0A C:—>B

CiyC2—> AxB
CixC2—> A*B

(=)

(x—)

Terakhir, dengan 3a) dan 3b) didapat V(C; * C;) < V(X;Y ) nV(A = B).

Sub kasus 6.2. Z memuat sebuah kemunculan struktur di dalam X dan sebuah
kemunculan struktur di dalam Y, tetapi Z tidak memuat tampilan X dan tampilan
Y.

Catatan bahwa pada kasus ini kita dapat menulis aturan terakhir ke dalam bentuk :

X X2—>A YY2— B
X X2YY2—> A*B

(=)

dan ambil Z = X2;Y1.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Xz2;Y1— C1xC: terbukti.
2) X3 X2;Y3Y2fcixcor x2 vy — A* B terbukti.

3) V(Cl*CZ) C V(Xz;Yl) M [V(Xl;XZ;Yl;Yz{_/xZ;yl }) UV(A*B)]
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Maka kita perhatikan sequent Kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C; sedemikian sehingga :

la) X2 — Cu terbukti.

2a) X1; Xogc/ x23 — A terbukti.

3b) V(Ci) c V(X)) N [V( X5 X -1 x23) U V(A)]

Maka kita perhatikan sequent kanan atas. Dengan menggunakan hipotesis induksi
terdapat sebuah formula C, sedemikian sehingga :

1b) Y1 — C-2 terbukti.

2b) Y1, Y 2c./viy — B terbukti.

3) V(C) e V(Yi) N [V(Ye;Yag-7vi 3) U V(B)L

Mengingat bahwa Z = X2;Y1, sehingga kita mempunyai bentuk sebagai berikut :

Dengan menerapkan (— *) pada X2— Ci: dan Y:— C2 kita dapat memperoleh

Z — C1*C2. Jadi dengan 1a) dan 1b), sequent ini terbukti.

X2—->C:1 Y1—>C2
X2:Y1—>C1%C2

(=)

Maka, dengan menerapkan (— *) pada Xi; Xz{ci/x3—> A dan Yy Y 2c.ivy — B
kita mendapatkan Xai; X2;Y1;Y 2ci;c2iz3 — A* B Maka dengan menerapkan
(*—>) pada Xy Xoci/xzp—>A  dan YiYzc./vp— B kita mendapatkan

X1; X2;Y1Y 2ci+ c2rz3 — A* B Jadi dengan 2a) dan 2b), sequent ini terbukti.
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X Xogeirxay—> A YiYocaivg—> B

(—#)
X X2,YLYoccer x2vy —> A* B

(*—)
X X2,YLY2fcincarxavy—> A*B

Terakhir, V( Ci* C;) < V(X : Y1) dan V(Ci* C) < V(X1 Y2) U V(A*B)].
Bukti :
e V(C*C) e V(X)) UV (Y1)=V(C*C)cV(Xy Y1)
terbukti.
o V(C*GC) c[{V(X2) n V(XuXa g/ x2 3) U V(A U{V(Y1) N
V(Y1;Y2g1v23) UV(B)H .
=V(Cr*Cz) c[{V(Xz) U{V(Y1)} n {V (XiXe (-1 x. 3) W V(A)
U V(Y5 Yag s vay) WV(B)}.
= [V (Ci* C2) e V(X2) UV(Y1)] A [V (C* Ca) & V (Xa: Xa (- x: 3
U V(Y1 Yorrviy) U V(A) UV(B)].
=[V (C* C2) eV(X2) UV(Y1)l N [V(Cr*Ca) < V(X)) LU V(Y2)
U V(A*B)].
Terbukti bahwa V (C1* C,) < V (X1 Y2) U V (A*B)].
Jadi dengan 3a) dan 3b) didapat V (C* C5) © V(Xa: Y1) A [V (Xe: Xo: Vi

Yog-rx2;v:i3) VU V(A*B)].
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Sub kasus 6.3. Z memuat tampilan X dan sebuah kemunculan struktur di dalam
Y, akan tetapi Z tidak memuat tampilan Y.
Catatan bahwa pada kasus ini kita dapat menulis aturan terakhir ke dalam bentuk :

X—>A YiY2—>B
X;YyY2— A*B

(=)

dan ambil Z = X;Y1.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) X;Y1— Ci1*C:2 terbukti.

2) X;Y1Y2qcixcarx;vp —> A* B terbukti.

3) V(C*Co) e V(X Y1) N IV(X;Y1;Ya(ix v 3) U V(A*B)].

Maka Kita perhatikan sequent kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C; sedemikian sehingga :

la) X — Cu terbukti.

2a) X{ci/x3y — A terbukti.

3b) V(Ci) @ V(X) N [V (X rx3) U V(AL

Maka kita perhatikan sequent kanan atas. Dengan menggunakan hipotesis induksi
terdapat sebuah formula C, sedemikian sehingga :

1b) Y1 — C2 terbukti.

2b) Y1, Y 2c./viy — B terbukti.

30) V(C2) € V(Y1) N [V (Y15 Yages v 3) U V(B)L.

Mengingat bahwa Z = X;Y1 sehingga kita mempunyai bentuk sebagai berikut :

Dengan menerapkan (—*) pada X — C: dan Yi1— C. kita dapat memperoleh

Z — C1*C2. Jadi dengan 1a) dan 1b), sequent ini terbukti.
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X > C: Yi—C:2
X:Y1—>Ci%C2

(=)

Maka, dengan menerapkan (— *) pada Xgci/x}— A dan Y3 Y2c./vy — B kita
mendapatkan X;Y1Y 2ci;c./z3 — A* B Maka dengan menerapkan (* —) pada
Xicirxy—> A dan Y1;Y 2(c./vy — B kita mendapatkan X;Y1Y 2tcixc.rzz— A*B |

Jadi dengan 2a) dan 2b), sequent ini terbukti.

Xgcurxy—> A YiYocivyg— B

(—*)
X:Y3Y2qcucarx; vy —> A*B
X:YiYoqciscaix;yyp— A*B

(x—)

Terakhir, V (Ci* C,) < V(X : Y1) danV (C*C,) < V(Y2) U V (A*B)].
Bukti :
o V(C*Cy) e [V(X)UV(Y1)]=V(C*Cs) < V(X:Y:) terbukti.
o V(C*GC) c[{U(X) n V(X s x 3) UV (A} U{V(Y1) N
V(YY1 vi3) WV(B)} .
=V(Cr*C) c[{V(X) U{V(Y1)} n {V(X (-1 x y) WV (A) UL
V(Y1 Yo/ vi3) OV(B)}].
=[V(Cr*C2) eV(X) UV(Y1)] N [V(C* Co) & V(YiYor vy UV
(A) LV(B)].
=[V (C1* C)e V(X)) UV(Y1)] N [V(C* Co)  V(Y2)UV (A*B)].
Terbukti bahwa V (C* C,) < V (Y2) U V (A*B)].
Jadi dengan 3a) dan 3b) didapat V (Ci* C2) < V(X ;Y1) A [V (X; Y1 Yz ¢- /x

v 3) W V(A*B)L



50

Sub kasus 6.4. Z memuat tampilan Y dan sebuah kemunculan struktur di dalam
X, akan tetapi Z tidak memuat tampilan X.
Catatan bahwa pada kasus ini kita dapat menulis aturan terakhir ke dalam bentuk :

Xy X2—>A Y —>B
X X2Y > A*B

(=)

dan ambil Z = X2;Y .

Berikut dibuktikan bahwa :

1) XzY — Ci*C: terbukti.

2) X1 X2;Y{ci=carx2v3 —> A* B terbukti.

3) V(C*Co) c V(X2 Y) N [V(Xe; X2 Yirxa5vy) UV (A*B)].

Maka Kita perhatikan sequent kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C; sedemikian sehingga :

la) X2 — Cu terbukti.

2a) X1, X2t/ xz3 —> A terbukti.

3b) V(Ci) c V(X)) N [V( X5 Xeg-7 x23) U V(A)]

Maka kita perhatikan sequent kanan atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C, sedemikian sehingga :

1b) Y — C: terbukti.

2b) Y {c2/vy — B terbukti.

30) V(C2) © V(Y) A [V(Y¢rvy) U V(B

Mengingat bahwa Z = X;Y1 sehingga kita mempunyai bentuk sebagai berikut :

Dengan menerapkan (— *) pada X2 —Ci dan Y — C: kita dapat memperoleh

Z — C1*C2. Jadi dengan 1a) dan 1b), sequent ini terbukti.
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X2—>C:1 Y —>C:
X2:¥Y 5> C1%xC2

(=)

Maka, dengan menerapkan (— *) pada Xi; X2tci/x:3— A dan Y{c./v} — B kita
mendapatkan Xi; X2;Y{cic2/z3 — A* B Maka dengan menerapkan (* —) pada
X1; X2c1/ xz3 —> A dan Yic.iv3—> B kita mendapatkan

X1; X2;Y¢ci+corzy — A* B Jadi dengan 2a) dan 2b), sequent ini terbukti.

X Xogeirxa—> A Yvy—>B

X1 X2Y{cycarxzvy—> A*B
X X2Yqcisc2ixzvy— A*B

Terakhir, V (C* C») = V (Xz:Y)danV (C* Cs) = V(X1) U V(A*B)].
Bukti :
o V(Ci*Cy) e [V(X2) UV(Y)=V(C*Cy) c V(X Y) terbukti.
o V(C*Co) c[{V(X2) N V(X1 Xa (-7 x2 3) W V(A U{V(Y) N
V(Yerv) OV(B)L .
=V (C*Co) c[{V(Xz) U{V(Y )} n{V (Xii Xag-1x2 1) W V(A)
UV(B)}.
=[V(Cr*C2) aV(X) UV(Y)] N [V(C*Co) eV (X)) U V(A)
UV(B)].
=V (C* Co) eV(X2) UV(Y)] N [V(C*Co) = V(X)) UV (A*
B)].

Terbukti bahwa V (C* C2) < V (X1) U V (A*B)].
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Jadi dengan 3a) dan 3b) didapat V (C1* C2) < V(Xo; Y) N [V (X1 X25 Y (-

x::v}) UV (A*B)].

Sub kasus 6.5. Z memuat sebuah kemunculan struktur di dalam X.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) XqcrzyY — A= Bterbukti.

3 V(C)c V(Z)NnV(Xrz3; Y )UV(A*B).

Maka kita perhatikan sequent kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :

1) Z — C terbukti.

2) X{crzy— A terbukti.

3) V(C)c V(Z) N [V(Xrz3) U V(AL

Sekarang, dengan menerapkan (— *) pada X{c/z;z — A dan sequent kanan atas
Y — B, kita mendapatkan X/z;Y — A*xB. Jadi dengan 2) sequent ini

terbukti.

X{C/z:}—>A YE—)B
XecizzY > A*B

(=)

KemudiandenganV (X¢.; z3) UV (A) c V(X{-rz3:; Y ) U V(A*B)dan
dengan 3) didapatV (C) c V(Z) n V(X¢-1z3;Y ) u V(A*B). Catatan
pada kasus ini adalah karena bentuk X¢c / z 3; Y dan X¢.; z 3; Y adalah multiset

sehingga bisa ditulis X¢c /23, Y=X;Y¢crzydanX¢.iz3;Y = XY -1z 3
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Sub kasus 6.6. Z adalah sebuah kemunculan struktur di dalam Y.
Catatan bahwa pada kasus ini kita dapat menulis aturan terakhir ke dalam bentuk :

X—>A YiY2—>B
X;YyY2— A*B

(=)

dan ambil Z = X;Y1.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) X;Y1— Ci1*C:2 terbukti.

2) X;Y15Y2qcixcarx;vp —> A* B terbukti.

3) V(Cr*Co) e V(X;Y1) N V(X Y1; Yo ix:vi3) U V(A*B)]

Maka Kita perhatikan sequent kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C; sedemikian sehingga :

la) X — Cu terbukti.

2a) X{ci/x3y — A terbukti.

30) V(C1) e V(X) N [V(X¢-rx3) W V(AL

Maka kita perhatikan sequent kanan atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat formula C, sedemikian sehingga :

1b) Y1 — C2 terbukti.

2b) Y1, Y 2c./viy — B terbukti.

3) V(C) e V(Yi) N [V(Y1; Yag-1viy) U V(B)]

Mengingat bahwa Z = X;Y1 sehingga kita mempunyai bentuk sebagai berikut :

Dengan menerapkan (—*) pada X — C: dan Yi1— C. kita dapat memperoleh

Z — C1*C2. Jadi dengan 1a) dan 1b), sequent ini terbukti.
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X > C: Yi—C:2
X:Y1—>C1xC2

(=)

Maka, dengan menerapkan (— *) pada Xgci/x}— A dan Y3 Y2c./vy — B kita
mendapatkan X;Y1Y 2ci;c./z3 — A* B Maka dengan menerapkan (* —) pada
Xicirxy—> A dan Y1;Y 2(c./vy — B kita mendapatkan X;Y1Y 2tcixc.rzz— A*B |

Jadi dengan 2a) dan 2b), sequent ini terbukti.

Xicirzz—> A Y1Y2qc.ivy — B

(=)

(x—)

X:YLYocucerx; vy —> CixCo2

X:YLYzociscorx;yyp —> A*B
Terakhir, dengan 3a) dan 3b) didapat V (C1*Cy) < V(X ;Y1) n [V(X;Y1;Y>

-1x:viy) UV (A*B)]

Kasus 7. Kesimpulan terakhir adalah (*—). Pada kasus ini U — D adalah
bentuk T'(A* B) — D dan aturan terakhir adalah bentuk berikut :

I'(A:B) > D

FA«B) 5D )

Andaikan Z adalah sebuah kemunculan struktur extensional maksimal dalam

I(AxB).
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Sub kasus 7.1. Z memuat tampilan A * B.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) T(A*B)icizz— D terbukti.

3) V(C)c V(Z) N [V(I(4%B)¢.1z3) U V(D))

Andaikan W = Z¢as/a+8y dan Z = A(A*B) . Maka kita perhatikan sequent atas.
Dengan menggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C sedemikian
sehingga :

1) W — C terbukti.

2) T'(A;B)ic/wy— D terbukti.

3) V(C)c V(W) [V(I'(4B) {-1wy) W V(D).

Mengingat hubungan W =Zs/a+8y dan Z=A(A=*B) sehingga kita
mempunyai bentuk sebagai berikut :

Dengan menerapkan (* —) pada W — C kita dapat memperoleh Z — C. Jadi

dengan 1) Z — C terbukti.

A(A*B)as/axsr—C
A(A*B) »>C

(x—)

Kemudian, T'(A* B){c/zz — D equivalen pada I'(A; B)«c/w3y — D . Jadi dengan 2)
['(A* B)ic/zz — D terbukti.

Terakhir, V(W) =V(Z)dan I'(4B) {-/wy=T(4*B){-/z}.

Bukti :

o V(W)=V(Zirsraxey) = V(A(A*BXABIA®BY) v, ().
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V(Z) = V(A(A*B)) coieeiiicseeeit e ().
Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga V(W) =V(Z).

o I[(4B){;wy=T(AB)izwernm) = D(AB)/aA«BAa/A-a) e (1)
T(A%B) 123 = T(A*B){/AARB)) wovereerereirerereeneeisinsseiessessessseeenseaes ().
Formula yang muncul pada ( |1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga I'(4; B) -ywy= T'(4*B)¢-/z3.

Jadi dengan 3) didapatV (C) c V(Z) N [V(I'(4*B) (-1 z3) v V(D))

Sub kasus 7.2. Z tidak memuat tampilan 4 * B.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) T'(A*B){c/zy — D terbukti.

3) V(C) e V(Z) n [V(I'(A*B)r-1z3) W V(D)].

Maka kita perhatikan sequent atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :

1) Z — C terbukti.

2) T'(A;B){c/zy — D terbukti.

3) (C)eV(Z)n [V(I'(AB)-1z) W V(D)L

Maka dengan 2) dan dengan menerapkan (* —) pada I'(A;B)«c/zz — D, kita

mendapatkan bukti T'(A*B){c/zy — D.
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I'(A;B)icizz—> D
I'(A*B){c/izz—> D

(x—)

Dengan 3) didapat V(C) <« V(Z) n [V(I'(A*B)t-1z3) U V(D)].

Kasus 8. Aturan terakhir adalah (— v1). Pada kasus ini U — D adalah bentuk

U — Av B dan aturan terakhir mempunyai bentuk sebagai berikut :

U—>A
U—->AvB

(= Vv

Andaikan Z adalah kemunculan struktur extensional maksimal di dalam U.
Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) Ugc/zz— Av B terbukti.

3) V(C)cV(Z)n [V(Upizy) UV (AVB)]

Maka Kkita perhatikan sequent atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :

1) Z — C terbukti.

2) Ugcizz — A terbukti.

3) V(C)c V(Z) N [V(Uirz3) U V(A)L

Sekarang, dengan menerapkan (—v1) pada U¢/zz— A Kkita mendapatkan

U/zz — Av B. Jadi dengan 2) sequent ini terbukti.

Ugcizz— A
Uweizz—> AvB

(—» V)
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Kemudian, karenaV(A) < V(AvB).

Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) tetapi tidak
sebaliknya sehingga V(A) < V(AvB).

Jadi dengan 3) didapatV (C) c V(Z) n [V(Uf.sz3) U V(AVB)].

Kasus 9. Aturan terakhir (—v2). Pada kasus ini U — D adalah bentuk

U — Av B dan aturan terakhir mempunyai bentuk sebagai berikut :

U—>B
U—->AvB

(—Vv2)

Andaikan Z adalah kemunculan struktur extensional maksimal di dalam U.
Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) Ugcrzz — Av B terbukti.

3) V(C)c V(Z)n [V(Uprizy) U V(AVB)L

Maka kita perhatikan sequent atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :

1) Z — C terbukti.

2) Uz — B terbukti.

3) V(C) e V(Z) N V(Uprzy) U V(B
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Sekarang, dengan menerapkan (—v2) pada Uic/zz— B Kkita mendapatkan

U /zy — Av B. Jadi dengan 2) sequent ini terbukti.

U{cizz > BB(_)Vz)

Ugrzz— Av
Kemudian, karenaV(B) < V(AvB).

Bukti :

Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) tetapi tidak
sebaliknya sehingga V(B ) < V(AvB).

Jadi dengan 3) didapat V (C) c V(Z) n [V (U¢.1z3) v V(AVB)].

Kasus 10. Aturan terakhir adalah (v —). Di sini U — D adalah bentuk dari
I'(Av B) — D dan kesimpulan terakhir adalah bentuk sebagai berikut :

r(A)->D I'(B)—>D
I'(AvB)—>D

(v =)

Andaikan Z adalah kemunculan struktur extensional maksimal dalam T'(Av B) .
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Sub kasus 10.1. Z terdiri dari tampilan Av B.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — CivCo terbukti.

2) T'(Av B){civcerzy — D terbukti.

3) V(Civ C)aV(Z)n [V(T (A v Bgyz3) u V(D)

Misalkan W = Z¢asav 8} dan Z = A(Av B). Maka pertama — tama kita perhatikan
sequent Kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula
C; sedemikian sehingga :

la) W — Ca terbukti.

2a) I'(A)ci/w) — D terbukti.

32)V(C1) « V(W) N V(T (A)-wy)u V(D)L

Kemudian misalkan W'=Z¢/avey dan Z =A(Av B). Maka kita perhatikan
sequent kanan atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah
formula C, sebagai berikut :

1b) W'— C: terbukti.

2b) T'(B)¢c./wy — D terbukti.

3b)V(Cz) = V(W) V(I (B)¢-rwy)w V(D)I.

Sekarang, andaikan kembali W =Zga/avey dan W'=Zgs/avey  Serta
Z = A(Av B). Maka kita mempunyai bentuk sebagai berikut :

Pertama — tama, dengan menerapkan (— v1)pada W — C: dan (— v2) pada

W'— C: kita dapat memperoleh W — C1v C2 dan W'— Cav C2 berturut - turut.

Maka, dengan menerapkan (v —) pada W —-C: dan W'—C. kita dapat
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memperoleh Z — Ci1v C2. Jadi dengan 1a) dan 1b) kita dapat memperoleh bukti

dari sequent ini sebagai berikut :

Zinravey— C (= 1) Zpraver—Co2 (> v2)
Ziaraver— CivCo2 Zwraver— CivCa

(v—)
Ziaveriaver—>CivCo2

Kemudian, dengan menerapkan (v —) pada T(A)cuw)—D dan
I'(B){c./wy) — D kita dapat memperoleh I'(Av B)c:vc.rzz— D. Jadi dengan

2a) dan 2b) kita dapat memperoleh bukti dari sequent ini sebagai berikut :

F(A){CI/Z(A/A\/ B)} —> D F(B){CZ/Z(B/Av B)} —> D
I'(Av B)civceizz—> D

(v =)

Terakhir, dengan 3a) dan 3b) V(C; v C;) < V(AVB )N [V(T'(A v Bg.javey

) V(D)L

Sub kasus 10.2. Z tidak memuat tampilan Av B.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C1.Co terbukti.

2) T'(Av B){circarzz— D terbukti.

3) V(C1 AC)aV(Z) [T (A vV Bg.izy) U V(D).

Maka kita perhatikan sequent Kiri atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C; sedemikian sehingga :

la) Z — Caterbukti.



62

2a) I'(A)¢ci/z) — D terbukti.

3a) V(C1) = V(Z) n [V(I'(A)¢-1z3)w V(D).

Kemudian, kita perhatikan sequent kanan atas. Dengan menggunakan hipotesis
induksi terdapat sebuah formula C, sedemikian sehingga :

1b) Z — Czterbukti.

2b) I'(B)tc2/1z) — D terbukti.

3)V(C2) € V(Z) N V(I (B)g-123)w V(D)].

Sekarang, dengan menerapkan (— A)pada Z —»Ci dan Z — C:, kita dapat
memperoleh Z — C1. C2 ( perhatikan bahwa dari definisi struktur extensional, Z,
Z = Z.). Jadi dengan 1a) dan 1b) kita dapat memperoleh bukti dari Z — C1.C:2

sebagai berikut :

Z —>Cs Z—)CZ(_>A)
Z,Z >CinC:2

Kemudian, dengan menerapkan (Al1—) pada I'(A){ci/z)— D dan menerapkan
(A2 —>) pada I'(B)c:/1zy > D kita dapat memperoleh T'(A)¢cic.rzz— D dan
I'(B){ci~c.rzy — D . Maka dengan menerapkan (v —) pada I'(A)c:/z) — D dan
I'(B)cz.1z) — D kita dapat memperoleh I'(Av B)icirc./z3 — D . Jadi dengan 2a)

dan 2b) kita dapat memperoleh bukti dari sequent terakhir ini sebagai berikut :

I'(A)cirzz— D (A1) I'(B)¢c.rzz — D
I'(A)cincerzz— D I'(B)tcincerzz— D
I'(Av B)cincorzz— D

(A2 >)
(v —)
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Terakhir, dengan 3a) dan 3b) didapat V(C1 A C2) < V(Z) n [V(I' (A v Bgizy

) U V(D)].

Kasus 11. Aturan terakhir adalah (— 3). Pada kasus ini U — D adalah bentuk

I' —> 3zA(z) dan aturan terakhir mempunyai bentuk sebagai berikut :

X = A(t) (> 3)
X — 3zA(2)

Andaikan Z adalah kemunculan struktur extensional maksimal di dalam U.
Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) Xqcrzy— JzA(z) terbukti.

3) V(C)c V(Z)n [V (Xerzr) v V(3ZA2))].

Maka Kkita perhatikan sequent atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :

1) Z — C terbukti.

2) Xz — A(t) terbukti.

3) V(C) c V(Z) n [V (Xerz) U V(A() )]

Sekarang, dengan menerapkan (— 3J) pada Xrzz — A(t) kita mendapatkan

Xc1zy — JzA(z) . Jadi dengan 2) sequent ini terbukti.

Xicizy —> A(t) (>3)
Xicizy — AzA(2)

Kemudian, V(A(t) ) < V(3zA(2)).



64

Himpunan variabel proposisi yang muncul pada A(t) adalah subformula
dari himpunan variabel proposisi yang muncul pada 3zA(z) .

catatan : 2 buah variabel proposisi dalam A(t) dan A(z) dianggap
mempunyai arti logika yang sama bila t bebas dari z di A(z).

Jadi V(A(t) ) < V(3zA(2)).

Jadi dengan 3) didapat V (C) <« V(Z) n [V (X¢1z3) v V (FzA(2))].

Kasus 12. Aturan terakhir adalah (3 —). Pada kasus ini U — D adalah bentuk
X;3zA(z); A dan aturan terakhir adalah bentuk berikut :

X;A(X);A—>D

(3-)
X;3zA(z);A — D

Andaikan Z adalah sebuah kemunculan struktur extensional maksimal dalam

X;3zA(2);A.

Sub kasus 12.1. Z memuat tampilan 3zA(z).
Berikut dibuktikan bahwa :
1) Z — C terbukti.

2) X (3zA(2))ic1zy — Dterbukti.

3) V(C)c V(Z) N [V(XEZA@)-1z3) U V(D)].
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Andaikan W=Zax) /3403 dan Z = X(3zA(z)) . Maka kita perhatikan sequent atas.
Dengan mengggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C sedemikian
sehingga :

1) W — C terbukti.

2) X(A(X))crwy — D terbukti.

3) V(C) e V(W) N [V(X(AX)-rwr) W V(D)]

Mengingat hubungan W=Z¢ax/za93 dan Z =%(3zA(z)) sehingga Kkita
mempunyai bentuk sebagai berikut :

Dengan menerapkan (3 —) pada W — C kita dapat memperolen Z — C. Jadi
dengan 1) Z — C terbukti.

Z(A(xﬁ) —C

(3-)
¥(3zA(z)) > C

Kemudian, X (3zA(2))«c/zz— D equivalen pada X(A(X)}c/wy— D. Jadi

dengan 2) X (3zA(z))czz — D terbukti.

Terakhir, V(W) < V(Z)dan X(A(X))wr= X(FzA(2))t-1 23

Bukti :

® V(W) © V(Z(A(X)) corrrrrrririririeieieirisieteee s (1).

V(Z) ZV(Z(FZA(Z) ) cooveerrereeieieeeie st ().
Variabel proposisi yang muncul pada A(x) adalah subformula dari
variabel proposisi yang muncul pada 3zA(z).

Catatan :

= Karena memenuhi syarat eigenvariabel maka variabel x tidak
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muncul pada sequent bawah sehingga x bebas dari z di A(z).
= 2 buah variabel proposisi dalam A(x) dan A(z) dianggap
mempunyai arti logika yang sama bila x bebas dari z di A(z).
Jadi V(A(X) ) < V(3zA(2)).

o X(AG)DE WY = XA/ EAGN werrrrrrrrerirerereresssessesessissesssesssesesenns (1).
X(FZAZ))123= X (FZA(Z)) 1 SEAD} cveveererererereerieeiesereeeesesesesaeaens (n).
Dari (1) dan (11') didapat hasil yang sama sehingga terbukti
X (A= X (@FZA@) 2

Jadi dengan 3) didapat V (C) < V(Z) n [V (X (@zA(2))¢1z3) v V(D)].

Sub kasus 12.2. Z memuat tampilan X.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) A(X¢ciz3 )— Dterbukti.

3) V(C) e V(Z) N [V(AX ¢1z3) U V(D)]

Andaikan W =Zxx/x3y dan Z =%(X) . Maka kita perhatikan sequent atas.
Dengan mengggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C sedemikian
sehingga :

1) W — C terbukti.

2) A(X{crwi) = D terbukti.

3) V(C)c V(W) [V(AXewy) u V(D)
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Mengingat hubungan W =Zx/x3y dan Z =ZX(X) sehingga kita mempunyai
bentuk sebagai berikut :

Dengan menerapkan (3 —) pada W — C kita dapat memperolen Z — C. Jadi
dengan 1) Z — C terbukti.

Z(X)'—>C
2(X)—>C

(3-)

Kemudian, A(X/z;)— D equivalen pada A(X/w3) — D. Jadi dengan 2)
A(Xcizy)— D terbukti.

Terakhir, V(W) = V(Z) dan A(X¢/w3)= A(X¢-123).

Bukti :

V(W) = V(Z(X)) coereiiririnieeeie st ().
V(Z) ZV(Z(X)) cererrrireeeiiesiseeee sttt (n).
Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga V(W) = V(Z2).

o AX¢rwy) = AXrs00p
A(X¢1zy) = AX =00y

Tampak jelas bahwa A(X¢rwy) = A(X¢-123 ).

Jadi dengan 3) didapat V (C) < V(Z) n [V(A(X¢rz3)) U V(D))

Sub kasus 12.3. Z memuat tampilan A.
Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.



68

2) X(Atcizy )— Dterbukti.

3) V(C)c V(Z) N [V(X(Agriz) U V(D)L

Andaikan W = Z /a3 dan Z =%(A) . Maka kita perhatikan sequent atas. Dengan
mengggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :
1) W — C terbukti.

2) X(A){ciwy— D terbukti.

3) V(C)c V(W) N [V(X(Arw) u V(D).

Mengingat hubungan W = Za/a3 dan Z = Z(A) sehingga kita mempunyai bentuk
sebagai berikut :

Dengan menerapkan (3 —) pada W — C kita dapat memperolen Z — C. Jadi
dengan 1) Z — C terbukti.

Z(A).—> C
>(A) > C

(3-)

Kemudian, X(A¢c/z3z) - D equivalen pada X(A¢c/w3) — D. Jadi dengan 2)

X (Atciz3) — D terbukti.

Terakhir, V(W) = V(Z)dan X(A¢/wy)= X(A-123).

Bukti :

V(W) = V(Z(A)) ceoeerreeririeieieeie sttt (1).

V(Z) ZV(Z(A)) ceeiiieeeeeeeee ettt (n).
Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun

sebaliknya sehingga V(W) = V(Z2).



69

©  X(AF1W3) = X(ALTSAN eerreieaireeiieieeiesieeseeste e seeste e sreesae e e nne e ().
XUAG 123 )7 X (AL TSN} eveereiieie ettt ene (1).
Tampak jelas bahwa X (A¢-/wy) = X(A¢-123).

Jadi dengan 3) didapat V (C) c V(Z) n [V(X(Agin) v V(D)].

Kasus 13. Aturan terakhir adalah (— V). Pada kasus ini U — D adalah bentuk

X — VzA(z) dan aturan terakhir mempunyai bentuk sebagai berikut :

X — A(x) (V)
X — VzA(z)

Andaikan Z adalah kemunculan struktur extensional maksimal di dalam U.
Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) Xcrzy— VzA(z) terbukti.

3) V(C)c V(Z) N [V(Xgrzy) UV (VZAQD))].

Maka kita perhatikan sequent atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :

1) Z — C terbukti.

2) Xz —> A(X) terbukti.

3) V(C) e V(Z)n [V(X¢rz3) W V(AKX )]

Sekarang, dengan menerapkan (— V) pada Xi/zz — A(X) kita mendapatkan

Xic1zy — VZA(z) . Jadi dengan 2) sequent ini terbukti.
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Xicizy = A(X) (> )
Xicizy —> VZA(2)

Kemudian, V(A(x) ) < V(VzA(z2)).
Bukti :
Himpunan variabel proposisi yang muncul pada A(x) adalah subformula

dari himpunan variabel proposisi yang muncul pada VzA(z) .

catatan :

= Karena memenuhi syarat eigenvariabel maka variabel x tidak

muncul pada sequent bawah sehingga x bebas dari z di A(z).
= 2 buah variabel proposisi dalam A(x) dan A(z) dianggap
mempunyai arti logika yang sama bila x bebas dari z di A(z).
Jadi V(A(x)) = V(VzZA(2)).

Jadi dengan 3) didapatV (C) < V(Z) n [V (X¢-1z3) v V(VZA(2))].

Kasus 14. Aturan terakhir adalah (v —). Pada kasus ini U — D adalah bentuk
X;VzA(z); A — D dan aturan terakhir adalah bentuk berikut :

X;Al);A—D

(V)
X;VzA(z);A - D

Andaikan Z adalah sebuah kemunculan struktur extensional maksimal dalam

X;VZA(z);A.
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Sub kasus 14.1. Z memuat tampilan VzA(z) .

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) X(VzA(z)){c/zy — D terbukti.

3) V(C)c V(Z) N [V(X(VZA@)1z) U V(D).

Andaikan W =Zaw/1viapy dan Z =X(VzA(z)) . Maka kita perhatikan sequent
atas. Dengan mengggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C
sedemikian sehingga :

1) W — C terbukti.

2) X (A(t))crwy — D terbukti.

3) V(C) < V(W) N [V (X(A))-rw3) U V(D)].

Mengingat hubungan W =Zaw/vapy dan  Z =X(VzA(z)) sehingga kita
mempunyai bentuk sebagai berikut :

Dengan menerapkan (v —) pada W — C kita dapat memperoleh Z — C. Jadi
dengan 1) Z — C terbukti.

Z(A(t).) —C
¥(VzA(z)) > C

(V)

Kemudian, X (VzA(z))}c/zz — D equivalen pada X (A(t))«c/wy — D. Jadi dengan
2) X(VzA(z2))c1zy — D terbukti.

Kemudian, V(A(t) ) < V(VzA(z)).
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Himpunan variabel proposisi yang muncul pada A(t) adalah subformula
dari himpunan variabel proposisi yang muncul pada VzA(z).

catatan : 2 buah variabel proposisi dalam A(t) dan A(z) dianggap
mempunyai arti logika yang sama bila t bebas dari z di A(z).

Jadi V(A(t) ) < V(VzA(2)).

Jadi dengan 3) didapatV (C) < V(Z) n [V (X(VZA(2)){-1z3) v V(D)].

Sub kasus 14.2. Z memuat tampilan X.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) A(X¢c/z3 )—> Dterbukti.

3 V(C)c V(Z)n [V(AX g1zz) U V(D).

Andaikan W =Z¢x/x3y dan Z =%(X) . Maka kita perhatikan sequent atas.

Dengan mengggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C sedemikian
sehingga :
1) W — C terbukti.

2) A(X{crw3) = D terbukti.
3) V(C)c V(W) n [V(AXgwy) U V(D).
Mengingat hubungan W =Z¢x/x3 dan Z =X%(X) sehingga kita mempunyai

bentuk sebagai berikut :
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Dengan menerapkan (V —) pada W — C kita dapat memperoleh Z — C. Jadi
dengan 1) Z — C terbukti.

Z(X)'—>C

3(X) > C (V=)

Kemudian, A(X/z3) - D equivalen pada A(X{c/w3) — D. Jadi dengan 2)
A(Xiciz3) — D terbukti.

Terakhir, V(W) = V(Z) dan A(X¢iw3)= A(X¢-i23).

Bukti :

V(W) = V(Z(X)) coereiiririnieeeie st ().
V(Z)=V(Z(X))
Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga V(W) = V(Z2).

o AXgrwy) = AXrs00p
A(XE123 ) T ALK SO0} cevetereirisieieee st sesesesenes ().
Tampak jelas bahwa A(X¢-/wy) = A(X¢-123).

Jadi dengan 3) didapatV (C) c V(Z) n [V(A(X ¢1z3) v V(D)].

Sub kasus 14.3. Z memuat tampilan A.
Berikut dibuktikan bahwa :
1) Z — C terbukti.

2) X(Atcizy )— Dterbukti.

3) V(C) e V(Z) N [V(X(Agizy) U V(D)L
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Andaikan W =Z /a3 dan Z =%(A) . Maka kita perhatikan sequent atas. Dengan
mengggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :
1) W — C terbukti.

2) X(A){ciwy— D terbukti.

3) V(C)c V(W) N [V(X(Arw) u V(D).

Mengingat hubungan W = Za/a3 dan Z = Z(A) sehingga kita mempunyai bentuk
sebagai berikut :

Dengan menerapkan (v —) pada W — C kita dapat memperoleh Z — C. Jadi
dengan 1) Z — C terbukti.

Z(A).—> C
2(A)—>C

(V—)

Kemudian, X(A¢c/z3z) - D equivalen pada X(A{c/w3) — D. Jadi dengan 2)
X (Atcz3) — D terbukti.

Terakhir, V(W) = V(Z)dan X(Ar/wy) = X(A123).

Bukti :

V(W) = V(Z(A)) ceoerreeririsieeeie sttt (1).
V(Z) ZV(Z(A)) ceeiiieeeeeeeee ettt (n).
Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga V(W) = V(Z2).

O X(AEIWE) = X(ALTZAR corereeeeeeieienieise et (1).

XUAL 123 )7 X (AL TS eereereeieieeeee ettt ().

Tampak jelas bahwa X (A¢-/wy) = X(A¢-123).
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Jadi dengan 3) didapatV (C) <« V(Z) n [V(X(Ag/z3) v V(D)].

3.1.2. Bukti Teorema 3.1 Untuk Logika Predikat L R+

Kemudian kita akan mempertimbangkan bukti dari teorema 3.1 di atas
untuk logika predikat L,R+. Di sini hanya dijabarkan bukti untuk logika predikat
LoR+ untuk aturan (I — con). Untuk kasus—kasus yang lain sama dengan bukti

untuk logika predikat L,RW., maka tidak dijabarkan lagi.

Kasus 15.  Aturan terakhir adalah (I — con). Disini U — Dadalah bentuk dari

I'(X) — D dan bentuk aturan terakhirnya adalah sebagai berikut :

I'(X;X)—> D(I _ con)
rx)—-»>D
Sekarang, andaikan Z adalah kemunculan struktur yang extensional maksimal

dalam T'(X).

Sub kasus 15.1.  Z memuat sebuah kemunculan struktur terluar dan kemunculan
struktur dalam X.

Catatan bahwa disini X harus menjadi sebuah multiset dari bentuk Xi;X,.
sedemikian sehingga Z =Y ; X; dan kesimpulan terakhirnya dapat ditulis ke dalam
bentuk berikut :

I'(Y; X1 X1; X2; X2) > D

(I —con)
'(Y; Xy X2)—>D
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Berikut dibuktikan bahwa :

1) Y;X1—C terbukti.

2) T'(C;X2)— D terbukti.

3) V(C)cV(Y; X) NV (T(Y; X X2)e-rv;xz) UV (D)].

Andaikan W = Zx:; x17 x3 = Y; X1; X1. Kemudian perhatikan sequent atas. Dengan
menggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :
1) W — C terbukti.

2) T(Y; X1; X135 X2; X2)ic/wy — D terbukti.

3) V(C) VW) NIV (I(Y; Xy Xg; X2y X2)¢-rwy) WV (D)].

Sekarang misalkan kembali W =Zx;xux3=Y; X1; X1 kemudian  Kita

mempunyai bentuk sebagai berikut :

Pertama, dengan 1) dan dengan menerapkan (I —con) pada W — C, kita dapat

mendapatkan bukti dari Z — C sebagai berikut :

Y: Xy X1—>C

| —con
Y;X1—>C ( )
Kemudian, dengan menerapkan (I —con) pada sequent

[(Y; X1 X1; X2; X2)icrwy — D kita dapat memperoleh T'(Y; X1 X2)cizz— D.
Jadi dengan 2) kita dapat memperoleh bukti dari T'(Y; X1 X2)crv:xg— D

sebagai berikut :

I'(C; X2, X2) > D

I'(C;Xz) > D (1 =con)
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Terakhir, V(W) =V (Z) dan V(I"(Y; X1; X1; X2; X2)-rwy =V (I(Y; X3, X2)-123.
Bukti :
0 V(W) SV (Y XL XL) e, (1).
VU (Z) SV (Y XL oot (11).
Formula yang muncul pada ( |1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun

sebaliknya sehingga V(W) =V (2).

o V(D(YV:XsXsXzXo)my) = V(D(Y; X X1 X2 X2)ervixixg) =
VDX 2 X2)) oo (1).
V(C(Y; X1 X2)-123) = V(Y5 X1 X2)-1v: x3) =
VAT X)) oo (1),

Formula yang muncul pada ( I ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga V (I'(Y; X1; X1; X 2; X 2)¢- /w3 =V (I'(Y; X1; X2){-/23.

Jadi dengan 3) didapat V(C) <V (Y; X)) N[V ('(Y; X1; X2)¢-1v;: x3) UV (D)].

Sub kasus 15.2.  Z memuat tampilan X tetapi Z = X .
Catatan bahwa disini X harus menjadi sebuah multiset dari bentuk X. Sedemikian
sehingga Z = X dan kesimpulan terakhirnya dapat ditulis ke dalam bentuk berikut

I'(X;X)— D
rx)—»>D

(I —con)
Berikut dibuktikan bahwa :

1) X —C terbukti.

2) T'(X)c/xy — D terbukti.

3) V(C)cV(X)nV(I'(X)-rx3) WV (D)].
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Andaikan W =Zx;x/x3y= X; X . Maka kita perhatikan sequent atas. Dengan
menggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C sedemikian sehingga :
1) W — C terbukti.

2) T'(X;X){c/wy— D terbukti.

3) V(C) VW) NIV (I(X; X)-rwy) WV (D)].

Sekarang misalkan kembali W =Z¢x;x/x3= X; X kemudian kita mempunyai
bentuk sebagai berikut :

Pertama, dengan 1) dan dengan menerapkan (I —con) pada W — C, kita dapat

mendapatkan bukti dari Z — C sebagai berikut :

X: X >C
—— (I —con)
X ->C

Kemudian, karena di pihak lain T'(X;X)c/wy = TI'(X)icrzz Kkita dapat
memperoleh I'(X)c/zz — D. Jadi dengan 2) kita dapat memperoleh bukti dari
I'(X)cizz—>D .
Terakhir, V(W) =V (Z) dan V(T'(X; X)t-/w3) = V(T(X)-/23).
Bukti :
0 V(W) SV (XX ) e, (1).
V (Z) 2V (X)) e (11).
Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga V(W) =V (Z).
o V(I(X;X)=rwy) = V(TOK X X0XE) o e (1).

VIT(X)e=123) = V(ICX)M/XE) coeieee e (1ID).
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Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga V (I'(X; X)t-/w3) = V(I'(X)-123) .

Jadi dengan 3), V(C) cV(X)N[V(['(X)-/x3) WV (D)].

Sub kasus 15.3.  Z adalah sebuah kemunculan struktur dalam X.

Catatan bahwa disini X harus menjadi sebuah multiset dari bentuk X; ; Xo.
sedemikian sehingga Z = X; dan kesimpulan terakhirnya dapat ditulis ke dalam
bentuk berikut :

(X1 X1 X2, X2) > D
I'(Xy; X2) > D

(I —con)

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Xi1—C terbukti.

2) T'(Xg X2)crxz— D terbukti.

3) V(C) cV(Xyn[VI'(Xy X2)-rx3) WV (D)].

Andaikan W = Zx:; xi/ x3 = X1; X1. Kemudian perhatikan sequent atas. Dengan
menggunakan hipotesa induksi terdapat sebuah formula C sebagai berikut :

1) W — C terbukti.

2) T'(Xy X1, X2; X2){c/wy —> D terbukti.

3) V(C) VW)V (I'(Xy Xg; X2, X2)¢-/wy) WV (D)].

Sekarang misalkan kembaliW = Z{x:; x1/ x3 = X1; X1 kemudian kita mempunyai

bentuk sebagai berikut :

Pertama, dengan 1) dan dengan menerapkan (I —con) pada W — C, kita dapat

mendapatkan bukti dari Z — C sebagai berikut :
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X; X1—>C

I —con
X1—>C ( )
Kemudian, dengan menerapkan (I —con) pada sequent

[(Xy X33 X2; X2)c/wy — D kita dapat memperoleh T'(X1; X2)c/zz — D. Jadi

dengan 2) kita dapat memperoleh bukti dari I'(X1; X2)¢c/z3 — D sebagai berikut :

I'(C; X2, X2) > D
Ic;Xz2)—>D>D

(I —con)

Terakhir, V(W) =V (Z) dan V(I'(Xy; X1; X2; X2)-rwy) = V((Xy; X2)-123) .
Bukti :
0 V(W) SV (XL XL) e, (1).
V(Z) TV (KL ettt (1I).
Formula yang muncul pada ( I ) muncul juga pada ( Il ) begitupun

sebaliknya sehingga V(W) =V (Z).

o V(I'(Xy Xy Xz2; X2){-rwy) = V (C(X1; X1 X2; X2)-1 x5 x33) =
N N O, E . ) ) I (1).
V(IT( X1 X2)-1z3) = V(I(Xy X2)=rxz) =V(IT(X2) vverieiinn. (1ID).

Formula yang muncul pada ( 1 ) muncul juga pada ( Il ) begitupun
sebaliknya sehingga V (I'(X1; X1; X2; X2)-/wy) = V(I'(X1; X2){-123) .

Jadi dengan 3), V(C) c V(X)) N[V (['(X1; X2)-/x3) UV (D)].
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Sub kasus 15.4. Z adalah kemunculan struktur terluar dari X.

Berikut dibuktikan bahwa :

1) Z — C terbukti.

2) T'(X)icizy— D terbukti.

3) V(C) e V(Z) n [V(T(XY)¢-1z3) v V(D)L

Andaikan ini terdiri dari sequent atas. Dengan menggunakan hipotesa induksi
terdapat sebuah formula C sebagai berikut :

1) Z — C terbukti.

2) T'(X)c/zy — D terbukti.

3) V(C)a V(Z)n [V(I'(X)¢-1z3) W V(D)

Kemudian dengan 2) dan dengan menerapkan ( E - weak ) pada

I'(X)c/zz — D, kita mendapatkan bukti T'(X,Y )cc/zz > D.

I'X)cizz—>D

(E —weak)
I'(X,Y)cizz— D

Dengan 3) didapatV (C) c V(Z) n [V(I' (XY )¢-1z3) W V(D)]

3.1.3. Teorema Interpolasi Untuk Logika Predikat L,RW. dan L,R+

Dengan terbuktinya teorema yang mempunyai bentuk yang lebih umum
(Teorema 3.1) untuk logika predikat Lo,RW. dan L,R., kita dapat dengan mudah
membuktikan bahwa teorema interpolasi berlaku untuk logika predikat L,RW.

dan LoR-.
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Teorema akibat (Teorema 3.2) Andaikan A — D terbukti ( dalam logika
predikat L,RW., atau L,R: ). Maka terdapat sebuah formula C sedemikian
sehingga formula A — C dan formula C — D keduanya terbukti dan V( C ) c
V(A) nV(D).

Bukti :

Berikut dibuktikan bahwa :

1) A —C terbukti.

2) C — Dterbukti.

3) V(C)cV(A)NV(D)].

Misalkan bahwa A — D adalah sequent yang terbukti. Misalkan juga A adalah
kemunculan struktur yang extensional maksimal dalam A itu sendiri. Berdasarkan
teorema 3.1 dengan mengambil U = A, perhatikan bahwa karena U = A, maka Z =
A. Maka dalam A terdapat formula C sedemikian sehingga :

1) Z — C terbukti.

2) Ugc/zy — Dterbukti.

3) V(C)=V(Z)nlV Uiz wV(D)].

Mengingat hubungan U = A dan Z = A, maka dengan 1) didapat bukti bahwa
A — C. Selanjutnya dengan 2) Uc/zy= Acc/n=C sehingga C — D terbukti.

Jadi dengan 3) V(C) cV(A) nV(D)].



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan sebelumnya, diperoleh kesimpulan:
Dengan adanya teorema yang bentuknya lebih umum dari teorema
interpolasi (teorema 3.1), maka terbukti bahwa teorema interpolasi berlaku

untuk logika predikat Lo,RW. dan LyR.

4.2 Saran
Telah dibuktikan bahwa teorema interpolasi berlaku untuk logika predikat
L,RW. dan LR+, maka untuk selanjutnya dapat dipelajari apakah logika
predikat L,RW., dan L,R: memenuhi sifat-sifat lain seperti Prinsip

Maksimova.
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