BAB |

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Ada beberapa materi yang terdapat pada aljabaralibstlah satu materi
tersebut adalah modul.

Untuk membahas pengertian tentang suatu modul ltamsngerti lebih
dahulu pengertian — pengertian dari suatu gru, tickeal, daerah integral, field
dan pemetaan. Dalam hal ini tidak dibicarakan matenateri tersebut dengan
harapan pembaca telah mengenal materi-materi terseb

Kemudian dari pembahasan — pembahasan suatu modikda dapat
dipelajari pengembangan dari suatu modul. Dimarmegg@mbangan dari modul
tersebut didasari submodul, homomorfisma modul, uhdeebas dan barisan
eksak yang akan dipelajari secara singkat.

Modul merupakan generalisasi dari ruang vektorjoaka yang berlaku
pada modul atas rinR sama seperti pada aksioma ruang vektor atau Kield
beberapa modul khusus seperti modul bebas yang urgmipsifat khas, serta
modul pada barisan eksak.

Pada barisan eksak terdapat beberapa pembahasangtenodul yaitu
modul proyektif, modul injektif, dan modul flat. Mal proyektif telah diambil

dalam skripsi sebelumnya, apabila diberikan @yglanP modul atas ring?, P

dikatakan proyektif apabil@d— L L M3 N - 0 adalah barisan eksak,



* * b
0> Homg (P, L) 5 Homg (P, M) N Homg(P,N) - 0 juga merupakan barisan
eksak.
Apabila diberikan ringR, danQ modul atas ringR maka ,Q dikatakan

injektif apabila memenuhi pernyataan ekuivalenkagri
. . . a Y 0] b
1) Apabila Q modul atas ring R dengan barisan ek®ak L - M - N -0
b* ’
adalah barisan eksak pendek, maka- Homg(N, Q) X Homy (M, Q)
i Homg (L, Q) %0 adalah juga barisan eksak pendek.

2) Untuk modul atas ringR, L danM, jika0 — L i M eksak maka untuk setiap
homomorfisma modul atas ririgdari L ke Q terdapat homomorfisma modul
atas ringR dariM ke Q, sehinggg € Homg (L, Q) terdapalg e Homy (M, Q) ,

f = F o seperti diagram komutatif:

Y

00—l — M

3) Selanjutnya jikaQ adalah submodulM modul atas ringR, makaQ adalah
direct summand/ dan setiap barisan eks@k> Q - M - N — 0 split.
SebuahQ modul atas rindR dikatakaninjektif jika pernyataan ekuivalen

pada kondisi di atas



1.2. Permasalahan
Pemasalahan yang akan dibahas dalam tugas akhadalah bagaimana

sebualQ modul atas rindr dikatakan injektif pada barisan ek8ak

1.3. Pembatasan Masalah

Pembatasan masalah yang dihadapi adalahRidglalam modul yaitu ring
yang komutatif, hal tersebut akan dikaji atau diel dalam teori modul
meliputi definisi-definisi, teorema serta buktikbuyang terkait dengan modul

injektif.

1.4. Metode Penulisan

Penulisan tugas akhir ini dilakukan dengan stutdrdiur, yaitu dengan
mempelajari materi-materi yang terkait dengan madjdktif, seperti: modul,
submodul, modul homomorfisma, teorema isomorfisdir@ct summand, modul
bebas, barisan eksak dan teorema-teorema yangitaerkbeserta hubungan

antar materi-materinya .



1.5. Tujuan Penulisan
Tujuan penulisan dari tugas akhir ini adalah memjpal tentang modul
injektif dan materi-materi yang mendukung sehingdapat memperluas

pengetahuan dan dapat lebih memahami tentang rimgpelkiif.

1.6. Sistematika Penulisan

Di dalam penyusunan tugas akhir ini secara kededurderdiri dari 4 bab
yang dilengkapi oleh kata pengantar, daftar isfftaldampiran dan lampiran-
lampiran yang mendukung. Secara garis besar, @fitampembahasan pada
tugas akhir ini adalah BAB | berigiendahuluan, bab ini dikemukakan tentang
latar belakang masalah pembuatan tugas akhir, psammasalah yang dihadapi
di dalam menyusun tugas akhir, pembatasan masadgs takhir, tujuan tugas
akhir dan sistematika pembahasan laporan tugas w&hg menerangkan sekilas
dari isi tiap bab yang terdapat pada laporan tadshg ini. BAB Il berisi materi
penunjang mengenai materi yang terkait dengan modstibmodul,
homomorfisma modul, teorema Isomorfisma, dan dirgemmand, BAB Il
pembahasan mengenai barisan eksak dan modul fnpdti BAB V berisi

penutup.
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MATERI PENUNJANG

Untuk mempermudah pemahaman pada bab selanjutaga, fpab ini
akan dibahas beberapa definisi, teorema dan coydoly mendukung materi
pokok. Bab ini terdiri dari lima subbab yaitu modstibmodul, homomorfisma

modul, teorema isomorfisma, dan dirrect summand.

2.1 Modul
Dalam teori modul tidak lepas dari struktur grum dimg. Dalam hal ini

grupnya adalah grup abelian dan ring dengan elesaiem@n.

Definis 2.1.1[1]
Diberikan ringR, M disebut modul atas rirfg jika memenuhi:
(1) M terhadap operasi penjumlahan merupakan grup kdéimuta
(2)Untuk setiapr € R, m € M didefinisikan perkalian skalarm € M telah
memenuhi :
0] (r + s)m = rm + sm, untuk semua,s € R, me M,
(i) (rs)m = r(sm), untuk semua,s € R, me M,
(i) r(m+n) =rm+rn,untuk semua € R,m,n € M,

(iv)  1m = m untuk semuan € M dimana 1 adalah elemen identitas dari



Contoh 2.1.2:
1) Diberikan ringR yang didefinisikan dengan

n _— — . n o _ i
R"=RX..XR={(r,1y,....,mp))|ri ER™, i=12..,n} untuk setiap

n kali

r; € R, i = 1,2 ...,n adalah modul atas ring,

padaR™ didefinisikan operasi penjumlahan dengan
(r1, 79, ey 1) + (51,52, e, Sp) = (11 + 51,75 + Sy, e, Ty + 5)
untuk setiag(ry, 15, ..., 1) + (51,2, -, Sp) € R™.

(1) Akan ditunjukkan bahwaR™ grup abelian terhadap operasi penjumlahan
memenuhi:

(@) Untuk setiap(ry, 13, ..., 1), (51,82, ..., Sp) ER™,i =12 ...,n,
(ri, 79, s 1) + (51,52, 0, Sp) = (1 + 51,12 + 53, ..., 1, +5,) €ER™.
JadiR™ tertutup pada operasi penjumlahan.

(b) Untuk setiap (1,13, ..., 1), (51, S, -.., Sp), (t4, t, ..., St,) ER™,i =
1,2...,n,

[(r1, 12, o, 1) + (51,52, o, Sp)] + (E1, tg, oo, t)

= +s,1p+ Sy, e,y +5p) + (g, ty, v, ty)

= +s;+t,r+s,+ty, ., 1+ S5, +ty)

= +(s1+t)rn+ (s +t), ...+ (s, +tn)

== (Tl, rz, ...,Tn) + (Sl + tl’ SZ + tz, ...,Sn + tn)



= (Tl, 1y, ...,T'n) + [(51, So, ...,Sn) + (tll tz, iy tn) ] € Rn.

JadiR™ assosiatif pada operasi penjumlahan.

(c) Untuk setiaf(ry, 15, ..., 1), (51,52, ..., Sp) ER™,i =12 ...,n,
elemen identitasnya adalah(ry,r,,...,1,) +(0,0,...,0) = (r; + 0,1, +
0,..,1,+0)= (r,7y,...,1,,) ER™.

JadiR™ mempunyai elemen identitas pada operasi penjumlaha

(d) Untuk setiagry, 1y, ..., 1) ER™Mi=1,2..,n, invers dari
(ry, 15, ..., 1) @dalah(—ry, =15, ..., —13,).
(ri, 72, v, T) + (=1, =1, e, —1) = (=7, =Ty, v, Ty —T13)
= (0,0,..0) € R™.

JadiR™ mempunyai invers pada operasi penjumlahan.
(e) Komutatif
untuk setiafry, 1, ..., 1), (51, S2, .., Sp) ER™,i =12 ..., n,
(ri, 7, s 1) + (81,82, 00, Sp) = (1 + 51,75 + S, o, Ty + Sp)
=(S1+1,Sy+1 .., S+ 1)
= (81,52, .., Sp) + (1,15, ..., 1) ER™ .
JadiR™ komutatif pada operasi penjumlahan.
Jadi R™ grup abelian terhadap operasi penjumlahan .
(2) Untuk setiapd € R, (ry,1y,...,1,) € R™, didefinisikan perkalian skalar
Alry, 1y, o, 1) = (A1, ATy, ..., ATy) € R™.
Akan ditunjukkan perkalian skalar memenuhi aksionaalul,

Alry, 19, o, 1) = (Ary, Ay, ..., Ar) € R™.



) A+, 1y, 1) = Ay, 1y, o, 1) + (1, 1y, .., 1), UNtUK SEMUA
(ry, 75, ;) ERM, LUER
A+ w1y m) = (A +Wr, A+ Wry, ., (A + 1)1)
= ((/17‘1 + ury), (Ary + ury), ..., (A, + urn))
= (Ary, Ary, ..., Any) + (ury, ury, ..., un,)
= A(ry, 1y, e, 1) (T, 19, 1)
(i) AL(ry, 7o, ey 1) + (81, S2, eees Sp)] = A, 1y, oo, 1) + A(S1, Sg, o) Sp)
untuk semudry, 1y, ..., 1,), (51,52, ..., Sp,) € R™", A € R,
A(r, 1, v, 1) + (51, S2, s SO = A + 51,75 + Sg, e, Ty + Sp)
= (A(ry +51),A(ry + 83), .o, A1, + 5,))
= ((Ary + Asy), (Ary + As5), ..., (A1, + Asy))
= (Ary, Ary, ..., A1) + (AS1, 455, ..., ASy)
= A(ry, 15, ey 1) + A(S1, 82, e, Sp)
(iii) Au(ry, 1o, o, 1) = Ap(ry, 1y, 0, 1)) untuk semua Apuc€
R, (1,73, ...,1,) € R™,
Au(ry, 1y, oo, 1) = (Aury, Aur,, ..., Aur,)
= Aury, ury, ..., uty)
= A(,u(rl,rz, ...,rn)) .
(V) 1(ry, 1y, ..., 1) = (11,15, ..., ) untuk semua (1,15, ...,7,) € R™
dimana 1 adalah elemen identitas d#;
1(ry, 1y, e, 1) = (A1, 11y, .., 113)
= (r, 1, 0 Ty) -

JadiR™ adalah modul atas rirfg



2) Diberikan ringR, yang didefinisikan dengan

1 = Tin
MR =4 & -
Thi *° Tan

adalah modul atas ring.

rij S R, l,] = 1,2, ,Tl}

(1) Akan ditunjukkan bahwa/,,(R) adalah grup komutatif terhadap operasi

penjumlahan, mengikuti contoh 2.1.1 nomor 1).

1 = Tn
(2) Untuk setiapt e R, ¢ ™~ i | e M,(R) terdapat pemetaan
Tw1 *° Tan
1 = Tn 1 = Tn
f:/l(f E)—U"In(l’?)JL(f 5>6Mn(R),
™1 " Thn TWi = Tan
rll o rln /17‘11 cee /17'171
A(E E):( : : )eMn(R).
w1 ° Thn Atpr 0 Ay
1 = Tn 1 = Tn 1 - Tp
(i) (/1+u)<‘ =>=/1<= =>+u<= )
TWi ° Thn TWi ° Thn w1 " Thn
1 = Tin
untuk semug i JeM,(R), ,uER
w1 = Tan
i1 o Tin A+wry - A+ Wny
O N i
T Than A+ Wy - A+ wWny
(/17”11 +uryy 0 Arg, + H7’1n>
Arnl + UTpr Arnn + UTyn
/17'11 se /1T1n l[rll o l’l'rln
Ay 0 Ay, UTn1  * HUTan

"1 = Tn 1 - TNn
= A( : : +u : : € Mn(R) .
w1 " Thn Thi ° Tan
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S11 " Sin 1 = Tn S11 " Sin
AL : - i Juntuksemua ¢ - i |+ 0 i )€
Sp1 " San ™1 ° Thn Sn1 " San

M,(R),A€R
1 - Tn S11 " Sin
y : R IR : =
Wi ° Thn Snt " San
i1 +S11 0 Tin t S1n
yl : :
Th1 + Snt 0 Tinn + Snn
(A(Tl1 +511) 0 A(rin + Sin) )

A(rnl + Snl) A(rlnn + Snn)

(Arll /17"1n> (/1511 /—1.51-”)

= : : + : :

Aty o Ay ASp1 vt ASpn
1 =t Tin S11 " Sin

=A<s s)H(s e>eMn<R>.
w1 ° Thn Sn1 " San

1 = Tin 1 = Tin
(iii)()Lu)(E 5)=/1(u<5 5)) untuk semua

Th1 " Tan Thi = Than
1 = Tin
: : (S Mn(R), ALu€eER,
Thi = Tan
11 Tin Auryy o Aur,
| i - = s
Tni * Tan Aprpy o AUTan

Uryg o U
UTpy o UTan
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1 = Tin
= /1(,u< : : )) € M,,(R).

Thi ° Tan

1 = Tn 1 = Tn 1 - Tn
ivyaf + -~  |=(*t ™ i | untuk semug i ™ @
TWi ° Thn TWi ° Thn w1 " Thn

€ M,(R) dimana 1 adalah elemen identitas défi(R),
11 = Tin 1ryp o 1Irgy
Thi ° Tan 1y, o 1Inyy

1 = Tn
= < P ) € M,,(R).
TW1 = Thn

JadiM,, (R) adalah modul atas ririQ.

2.2 Submodul
Definisi 2.2.1[1]
Diberikan ringR danM adalah modul atas rirfg N adalah submodul atas rify

jika N subgroup darM dan untuk setiap € R,n € N, rn € N.

Contoh 2.2.2:

1) Dari contoh 2.1.2 untuk ring R, diketahui bah®4 modul atas ring R,
jika diambil N = {(r, 1y, ...,1)| €ER™, i=12..,n}, maka N
merupakan modul atas bagigf atas ringRr.

2) Misalkan R ring dari himpunan semua bilangan riil, maka dapat

dipandang sebagai modul atdssendiri, sedangka® himpunan semua
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bilangan rasional adalah grup bagiterhadap penjumlahan, tetapi untuk
setiapr € R danrq belum tentu di dalam Q,
jadi Q bukan modul atasbagi&hatas ringR.

Dari contoh di atas diperoleh bahwa setiap modgiamadalah grup bagiaR
terhadap penjumlahan, tetapi setiap grup bagidmdep penjumlahan belum

tentu modul bagian.

Teorema 2.2.3
DiberikanM modul atas rindR, N € M merupakan submoduM jika dan hanya
jika:
1) N = 0,
2) x+ry € N ,untuk setiapr € Rdanx,y € N.
Bukti:
1) <« Untuk setiapx,y € N,—1 € R,
x—y=x+(—-1)y € N,
makaN subgroupV.
Untuk setiapr € R,y €N,
ry=0+71y €N.
= N # 0.
2) N submoduM akan ditunjukkan bahwa:
1)  N#0,

2) x+ry € N,r € Rdanx,y €N,
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karenaN submoduM makaN # 0,

x € N adalah subgrup dary € N subgrup pada penjumlaharakax + ry € N

JadiN submodul dariM.

2.3 Homomorfisma M odul

Definisi 2.3.1. [1]

Diberikan ringR, M danN modul atas ringr.
(1) Pemetaarp : M - N disebut homomorfisma modul atas R jika :
a) o(x +y) = p(x) + ¢(y), untuk setiapx,y € M,
b) ¢(rx) =r ¢(x), untuksetiapreR,x € M.
(2) Jika homomorfisma modul atd® ¢ : M — N surjektif, makae disebut
ephimorfisma.
(3) Jika homomorfisma modul atd®, ¢: M — N injektif, maka ¢ disebut
monomorfisma.
(4) Jika homomorfisma modul atdR , ¢ : M — N bijektif, maka ¢ disebut
isomorfisma
(5) Jikag: M - N adalah homomorfisma modul adsmaka
ker (¢) ={meM,p(m) =0},
(M) ={n € N,n=¢@(m),m € M}.
(6) Homgz(M,N) adalah himpunan semua homomorfisma modul atasriRvda

ke N.
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(7) Dua modulM danN atas ringR dikatakan isomorfik ditulis dengav = N

jika tedapat isomorfisma modul at@slariM padaN.

Contoh 2.3.2;

1) Diberikan R ringR? = {(x,y)|x,y € R}.
Didefinisikan: R? - R, p(x,y) = x .
Akan ditunjukkan bahwap homomorfisma untuk setiap;,x,,v;, ¥y, €
R%?dan 7,1 € R diperoleh:
a) ¢ ((r,y1) + (x2,72))
= @((x1 +y1), (x4 +¥2))
=x1+W7
=@ @)+ ().
b) ¢ (A(x1,y1)

@ (Axq, Ay1)

= Ax;
=1 @(x1).
Jadig homomorfisma
¢(R™) =Im(p) =R,
ker(p) = {(0,y)lx,yeR}.
2) Diberikan modulkR? danC atas R dimana R himpunan semua bilangan riil dan

C himpunan semua bilangan komplek .
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Didefinisikan ¢@:R? -» C, untuk setiap (x,%), (y1,y2) E RETE

R dani adalah bilangan imaginer,
o(x1,x5) = %1 +ixz, @y, ¥2) = y1 + iy
Akan ditunjukkan bahwa homomorfisma
a. @((x1,x2) + 1, ¥2)) = @(x1+y1, X2+ ¥2)
=(x1+y) +ilxy +y2)
=x,+ix, +y, iy,
=@ (x1,%2) + 9(¥1,¥2).
b. @(r(xy,x2)) = @(rxy, rx;)
=rx, +irx,
=r(x +ixy)
=T <P(x1’x2) .
Jadip homomorfisma.
Akan ditunjukkany bijektif
a) ¢ injektif
o(x1,x2) = (1, ¥2),
X1 +ixy, =y, +iy,,
maka (xq,x,) = (y1,¥2), sehinggap injektif.
b) ¢ surjektif
untuk setiag{x; + ix,) e C3 (x1,x,) € R?,
sehinggag(x,, x,) = x; + ix,, makap surjektif .
Jadig bijektif.

Sehingga diperoleR? = C.
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Teorema 2.3.3 [1]

1)

2)

3)

4)

Diberikan M, N dan L modul atas ring.

Pemetaarp : M - N adalah homomorfisma modul atas riRgika
dan hanya jikagp (rx +y) = re(x) + @(y),untuk semua,y €
M dan semua € R.

Diberikan ¢,y elemen dari Homgz(M, N). Didefinisikan ¢ + 3
dengan(p + Y)(m) = @(m) + Y(m) untuk semuan € M. Maka
@+ Y € Homz(M,N) dan dengan operasi penjumlahan ini
Homgz (M, N) merupakan grup abelian. Jikaadalah ring komutatif,
maka untukr € R didefinisikan r¢ dengan (r¢)(m) = r(e(m))
untuk semua me M. Maka ro € Homgz(M,N) sehingga
Homgz (M, N) adalah modul atas rirg).

Jika ¢ € Homy (L,M) dan y € Homy (M,N) maka ¢ o ¢ €
Homg (L, N).

Dengan operasi penjumlahan seperti diatas dan memgan yang
didefinisikan sebagai komposisi fungélpmy (M, M) adalah sebuah

ring dengan satuan.

Bukti:

1) (=) ¢: M — N homomorfisma modul atas ring R,

px+y)=@rQ)+oQ)

=rp(x) +oQ) .

(=)o (x+y) =re(x)+ ¢(y),untuk setiap x,y € M,r € R.
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Akan ditunjukkanp homomorfisma

a. ¢ (Ax+y)=1(ex) + o))
=)+ ()
b. ¢ (rx) = ¢ (rx + 0), untuk setiagy = 0 € R
= 1o (x) + ¢(0)
=7 @(x).

Jadi ¢ homomorfisma.

2) Diberikang, elemen dariHomg(M, N).
Didefinisikan (¢ + y¥)(m) = ¢(m) + ¢ (m), jika R ring komutatif,
makar € R didefinisikan(r ¢)(m) = ro(m), untuk setiapc,m € M,
r €R.
Akan ditunjukkan bahw&omg(M, N) grup abelian :
(i) tertutup
@ +yY € Homgz(M,N),
Didefinisikang + iy : M - N homomorfisma modul atas rirg}
a) Diambil sembarangi,,m, € M,
(@ +¥)(my +my)
=p(my + my) + Y(my + my,)
= p(my) + e(mz) + P(my) + P(my)
=@(my) +Y(my) + e(m,) + P(my)
= (¢ +P)(my) + (¢ + P)(my).

b) Diambil sembarangn € M,r € R,
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(o +¥P)(rm)
=(rm) + Y (rm)
=7 @(m) +ry(m)
=1 (p(m) + p(m))
=7 ((¢ +PI(M)).
Jadi @ + € Homg(M,N).
(i) Assosiatif
Didefinisikan(p + ) + 6 = ¢ + (¥ + 6).
Diambil sembarangn € M,
untuk setiapgp, ), 6 € Homg(M, N)
(¢ +¥) +0)(m) = (¢ +P)(m) + 6 (m)
= (o(m) +p(m)) + 6(m)
= o(m) + Y(m) + 6(m)
=om) + (P +0)(m)
=(p+ (P +D)(mM).
Karena untuk setiapn € M memenuhi ((¢ + 1) + 8)(m) =
(¢ + (P +6))(m), maka(ep +¥) + 6 = ¢ + (Y + 6).
(i) Elemen identitas
Misal a : M — N yang didefinisikana(m) = 0, untuk setiapn €
M.
Akan ditunjukkane € Homg (M, N)
(1) misalm,,m, € M,

a(m; +m,) =0
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=0+0
=a(my) + a(m,).
(2) misalm € M,r € R,
a(rm) =0
=r.0
=r.a(m).
Untuk setiapp € Homgz(M, N).
Didefinisikana + ¢ = ¢ + a = ¢, untuk setiapn € M,
(¢ + )(m) = p(m) + a(m)
=e(m)+0
= @(m),
(a + @)(m) = a(m) + ¢(m)
=0+p(m)
=@(m).
Karena untuk setiapn € M memenuhip + a)(m) = (a + ¢)(m)
=¢@p(m), makaa + ¢ = ¢+ a = .
(iv) Invers
Untuk setiapp € Homz(M,N) mempunyai invers penjumlahan
jika @ € Homgx(M,N) dan didefinisikar(¢p™1):M - N
@™t (m) = —p(m) .
Akan ditunjukkanp~! € Homgz(M, N),
@ 1(my + my) = —p(my + my)

=(—p(my)) + (—p(m,))



(v)
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=@ t(my) + 97 (my) ,

p~trm) = —p(rm)
==r(p(m))
=1 (—pm))
=r @7t (m).

Jadig~! € Homg(M, N).
Akan ditunjukkanp mempnyai invers pada operasi penjumlahan.

(p+ o™ H(M) = p(m) + ¢~ (m)
=@(m) + (—p(m))
=0=a(m)
Jadip mempnyai invers pada operasi penjumlahan.

KarenaN komutatif , maka + 1) € N,
(¢ +¥P)(m) = p(m) +p(m)
=yp(m) + p(m)
=@ + @) (m).
Oleh karena untuk setiapn € M memenuhi (¢ + ¥)(m) =

(¥ + ¢)(m) maka(y + ) = (Y + ¢) € Homg(M, N).

Untuk setiape R, ¢ € Homgz(M, N),

didefinisikan(r¢o)(m) = r(go (m)).

Akan ditunjukkarre € Homgz (M, N).
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a. (re)(my +my) =r(p(m; +my))
=7 (¢(my) + p(my))
=ro(my) + 1 ¢(my)
=(r@)(my) + (r 9)(my),
b. (r@)(sm) = r(p(sm))
=r(s (¢(m))
=(rs) p(m)
= (sr)p(m) (karena R komutatif)
= 5(r p(m)
=s(re)(m).
Jadip € Homgz(M,N),r €R .
Akan ditunjukkanHomg (M, N) sebagai modul atas rirfry
1) Untuk setiaps,r € R, ¢ € Homgz(M,N),
(s+1r)p =sp +re ,untuk setiapn e M
(s +1)p)m) = (s + 1) @(m)
=se(m) +re(m)
= (s@ +rp)(m).
Karena untuk setiapn e M , ((s + 1)@ )(m) = (s + r¢)(m) maka
(s+71)9 = sp + 1.
2) Untuk setiap- € R, ¢,y € Homz(M,N).
Didefinisikan(p + ) =ro +ry .
Diambil sembarangr € M, r € R, @, € Homz(M,N),

r(p +P)(m) = r((p +P)(m))
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=r(e(m) +y(m)
=re(m) +ry(m)
= (ro)(m) + (rp)(m)
= (re +rp)(m).
Karenam € M, r(¢p +¥)(m) = (ro + r)(m) makar(p + ) =ro +
r .
JadiHomgz (M, N) sebagai modul atd®
3) Jika ¢ € Homg(L,M) dan Y € Homgz(M,N) maka ypog €
Homg (L, N).
bukti:
Akan ditunjukkan(y o ¢) € Homg(L,N).
Diambil sembarangp € Homgz(M,N), Yy € Homz(M,N) dan untuk
setiapl,,l, € L,r €R,
a) Wep)li+1) = yYlpl +12))
=Y(p(l) +o(l2)
=Y () +¥(e()
=@ e @)l + @ e )y,
b) (Wep)(rly) = Y(p(rl)
=¥(ro(h)
=1Y(e(ly)
=r(e @)l
Jadi(y o ¢) € Homg(L, N).

4) Homg(M, M) adalah ring dengan elemen satuan.



Akan ditunjukkanHomg (M, M, +,°) ring dengan elemen satuan,

a)

b)

d)

Homg(M, M, +,°) grup abelian.
Bersifat assosiatif,
untuk setiapp, ¥, 0 € Homzg(M,M), m € M
didefinisikan(p o ) 0 8 = @ o (Y 0 ),
(@ o) o8)(m) = (p o P)(6(m))
= o (8(m))
= (@ 6)(m))
=(@o@eo )m).
Karenam € M ((p o) 8)(m) = (po (o 6))(m),
maka(g e ) e = @ o (P o 6)
Mempunyai elemen identitas
Akan ditunjukkanp o 7 = 7 = 7 0
didefinisikan(m) = m , untuk setiapn € M,
(pom)(m) = p(n(m)) = p(m)
(o p)(m) = n(p(m)) = p(m) .
Distributif
Diambil sembarang,y,0 € Homz(M,M), m € M,
(o) +8)m) = (¢ + 6))(m)
= (M) + 6(m))
= (@ oP)(m) + (p o H)(m)
= ((po) + (9 °0))(m).
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Jadi(po ) +0 = ((pop)+)pe0)).

JadiHomg (M, M, +,°) ring dengan elemen satuan,

2.4 Teorema lsomorfisma

Teorema2.4.1[1]

DiberikanM,N modul atas ringR.

(1) Jika @:M - N adalah homomorfisma modul atas R ,makar (¢)
submodul M daM /ker (¢) = @(M).

(2) JikaA, Bsubmodul pad& modul atask, maka:
(A+B)/B = A/(ANB).

(3) JikaA,BsubmoduM, A € B, maka
(M/A)/(B/A) = M/B.

(4) JikaC submoduM modul atasR,
misal: A = {A S M|A submodul M yang memuat C},
B = keluarga submodul M /C ,
maka pemetaanf:A - B yang didefinisikan denganf(4A) =A/C
merupakan pemetaan bijektif yang memenuhi:
f(AnB)=ANnB/C
f(A+B)=(A+B)/C , untuk setiap4, B € A.

bukti:

(1) DiberikanM, N modul ataR ¢: M — N adalah homomorfisma modul afds

diketahui bahwé&er (¢) sub modul M dai /ker (@) = @(M).

—

N/

M/
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Akan ditunjukkarker(¢) submodul .
diambil sembarang,y € ker(¢),r €R,
berartip(x) = ¢(y) =0,
sehinggap (x + ry) = ¢(x) + ¢(ry)
=¢() +re(y)
=0+0=0.
Jadix + ry € ker(¢), berartiker( ¢) submoduM.
Akan ditunjukkan M /ker (@) = @(m), artinya terdapat pemetaan
isomorfismau : M /ker (@) = @(m).
Didefinisikan u(x + ker(¢)) = ¢(x), untuk setiap + ker(p) € M/

ker ().

Akan ditunjukkarnu merupakan isomorfisma.

a) u homomorfisma

Diambil sembarang + ker(¢),y + ker(¢) € M /ker (¢),r € R,

u(r(x + ker(p)) + (v + ker(¢)) = u(rx + ker(p)) + (y + ker(¢)) ,

=u(rx +y) +ker( )

=o(rx+y)

=r ¢(x) + ¢(y) (karenap homomorfisma modul atas R)

=7 u(x +ker(¢)) + u(y + ker(¢)).

Jadiy adalah homomorfisma modul aRs
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b) Akan ditunjukkaru bijektif (injektif dan surjektif).

Akan ditunjukkanu injektif,

misalx + ker(¢),y + ker(¢p) € M /ker (¢),

u (x +ker(p)) = pu(y +ker(e)) ,

(x) = o)

px) =) =0

px—-y)=0,

x —y €Ker(p) karena ker(¢) submodul, makax + ker(¢) =y +

ker(¢p).

Jadi u injektif.

Akan ditunjukkarnu surjektif,

diambil sembarangb € @(m)terdapata € M sehingga @(a) =b

karena a € M ,makaa + ker(¢) € M/Kker (¢),

n@@ +ker(@)) = @@ =b.

Jadi p surjektif.

SehinggaM/ker (@) = @(m)

(2) DiberikanA, Bsubmodul pad¥ modul atas rindr, maka:

(A+B)/B=A/(ANB).

Diberikan diagram komutatif sebagai berikut:

—

ker (TL’A\ / 14(A)
A+ B
=ANB =

A/ B




dengan teorema:
didefinisikanm: M - M /B homomorfisma modul atas rirfg

a(m)=m+B,m e M,nr(rm) =rm+ B,r € B.

Didefinisikanm, = m4(A) : A - M/B ,

my(a) =a+B,a €A,
ker(m,) =ANB,
Im(my) = my4(A) € M/B.
Diambil sembarang € A, Im(m,) terdapaty € 4,
ma(X) =x+B,
(A+B)

x+Be=2cM/B,

(A+B)
Im(my) = R

Dari teorema (1) didap# 4N merupakan homomorfisma modul atas fihg

DiketahuiM /ker (¢) = Im(¢) dari teorema (1),

A
ker(rmy)

= Im(my) ,

A __ A+B

ANB — B

(3) DiberikanM modul atas ringR, A,B submoduM, A € B, maka

(M/A)/(B/A) = M/B.

M/A ={m+ Alm € M} ,

Jikac M , makaB/A c M/A.

Didefinisikan: M/A - M/B .

Akan ditunjukkanp Homgz modul atas ringr.

p(m+ A) = m + B, untuk setiap (m, + 4),(m, + A) € M/A,
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@((my + A) + (my + 4)) = @((my+my) + A)
=my+m, + B
=(my+B)+ (m, +B)
=@(my +4) + o(m; + 4),
p(r(m+4)) = p(rm + A)

=rm + B, untuk setiap € R,vrB = B

=r(m+ B)
=ro(m+A).
Jadip : M/A - M /B Homgz modul atas ringr.
ker(p) ={m+AeM/Alo(m+A) =m+ B =B},
={m+ Alm e B}
= B/A.
Akan ditunjukkany surjektif,
untuk setiapr € M/B , sehinggex = x + Buntukx e M,x + A€ M/A
dang(x + A) = x + B.
Jadig surjektif.

Im(p) = M/B dengan teorema (1)

M/a__ /4

ver(a) = BJA = Im(p)=M/B ,
M/A _
m:M/B.

(4) DiberikanN submoduM modul atas ringr.
Misal: A = {A S M|A submodul M yang memuat C},
B = keluarga submodule M/C ,

Pemetaarf: A — B,
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f(A) = A/C merupakan pemetaan bijektif yang memenuhi:
f(AnB)=AnB/C,

f(A+B)=(A+B)/C, untuk setiap4, B € A,

jika A danM submodul atas ring, makaA/C submoduM/C,
x+Cy+C €A/C,r ER,x,y € A

=(x+0O)+r(y+0)

= x+0)+@y+0)

= (x+ry)+C) € A/C.

JadiA/C submodulM /C.

Akan ditunjukkanf (4) = A/C well define,

(i) DiketahuiA=B submodulM,

f(A) = f(B), well define.
(i) Akan ditunjukkan f injektif.
Untuk setiapd, B € A dengarnf(a) = f(b),A/C = B/C.
Diambil sembarange € A, A+ C € A/C € B/C, untuk setiap + C €
A/C=>x+C € A/C,
>x+C € B/C,
= terdapaty € B sehinggac+C =y +C,

=>x € y+C,
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= x € B,

JadiA C B.

Diambil sembarang € B,B+C € B/C € A/C,
untuk setiapy + C € A/C ,

>y+C € A/C,

= terdapaty € Bsehinggac+C =y +C ,

>y €x+C(,

Jadic A .

Sehingga di dapat € B danB < A sehinggad = B.
Jadif injektif.

(i)Akan ditunjukkan bahwd surjektif

Untuk setiapd, B € A denganf(4) = B.

Diambil sembarangA/C submodulM/C, artinya untuk setiap (x +
C),(y+C)€e A/C,reER,x,yEA,
x+C0)+r(y+C)=>(x+ry)+C € A/C,
>x+ry € A

Akan ditunjukkand submoduM

untuk setiapc € C,x+C=C € A/C,

Jadix € A, sehinggal € A .

DiketahuiC submodul4,

jadi adad € A denganf(4) = A/C,

maka didapatc + ry € A dan C submodul A (memuat) sehinggaf

surjektif.
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Dari (i), (ii) dan (iii) makaf : A - B, f(A) = A/C pemetaan bijektif.

2.5 Dirrect Summand

Teorema2.5.1[1]
Diberikan Ny, N, ...., N, submodul M modul atas ring R, maka pernyataan
berikut equivalen:
(1) Pemetaam : N; X N, X ... X N, > Ny + N, + -+ Ny,
n(ay,ay, ..., ar) = a; +a, + -+ ay,
adalah isomorfik :N; + N, + -+ N;, = N; X Ny X ... X N .
(2) NN (Ny + Ny + -+ Nj_y + Niyq + -+ + Ny ) = {0}.
j€[L2,..,k].
(3) untuk setiapx € N; + N, + --- + N dapat disajikan secara tungga a, +
a, +--+aga; €N;.
Bukti:
1 =(2)
AndaikanN; N (Ny + N, + -+ Nj_y + Nj4q + -+ Ni) # 0.
Diambil sembarang a; € (Ny + Ny + -+ Ni_y + Nz + -+ N;) N N;
dengam; # 0.
a=a,++a_1+at+aa€N; ,i=12,.. ki € j,
a=a;++aq_1+a++a+0,
a,+-+a_1+aj+-+a, =0,

berarti ,
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T(Agy ey A1, gy oo, Q) = Qg + o+ Qg + Ajyq + 0+ Qg

(ay,az, ., Qj_1,jyq, ..., Qi) € ker(m) ,

karena a; # {0} maka (ay,ay, ..., aj_1, @11, ..., ax) # {0,0...,0,0}, wtidak
injektif kontradiksi dengaker(m) = {0} , sehinggar isomorfism.

(2)=>@3)

Diketahui Nin(Ny+Ny+-+N_g+Niyy++N)={0},j €
{1,2,....,k},

akan ditunjukkan untuk setiap eN; + N, + --- + N, dapat disajikan secara
tunggal sebagai = a; + a, + -+ + ay.

Diambil sembarang € N; + N, + - + Ny,

misalkanx = a; + a, + -+ a,dan x = b, + b, + -+ b, dengan a;, b; €
N;,i=12,..,k,

a,+a,+--+a,=b;+b,+ -+ by,

aj—bj=by—a;+ ..+ bj_1—aj_1+bj1 — a4+ -+ b —ay,

berarti aj—b; € Nyn(Ny+ Ny + -4 Nj_y + Ny + -+ Ny.) = {0},
sehinggar; —b; =0, a; = b;,j = 1,2,3 ...k,

jadi untuk setiapx € N; + N, + ---+ N, dapat disajikan secara tunggal
sebagak = a; + a, + - + ay.

)= (1)

Diketahui x € N; + N, + -+ N, dapat disajikan secara tunggal sebagai

x:a1+a2+"‘+ak.
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Akan ditunjukkan  m:N; XN, X ..X N, - N; + N, + -+ N, yang
didefinisikan (a4, ay, ..., a;) = a; + a; + -+ + a;,, merupakan isomorfisma
modul atas ringr,
diambil sembarang,y € N; X N, X ...X N, ,r € R dengan
x=(ay,ay, ...,a;),a; EN;, i =12, ..k,
y = (by, by, ..., by), b€ N;,i=12,..,k,
() m(ay,ay,...,ax) + (by, by, ..., by)
=n(a; + by, a; + by, ...,a, + by)
=a; +by,a; +by,...,a, + by
=a;+ay+-+ag+by+by+ -+
=n(a, ay, .., a;)+m(by, by, ..., by),
(i) m(r(aqy, ay, ..., a,)) = w(raq,ray, ..., ray)
=ra, +ra, +--+rag
=r(a; +a, + -+ ag)
=rn(ay,ay, ..., ax) .
Jadim: Ny X Ny X ...X N, = N; + N, + --- 4+ N, homomorfisma.
(i) Diambil sembarang;,y € N; X N, X ... X N
x = (aq,ay,...,a;),a; EN;,i =1,2,..,k,
y = (by, by, ..., by), b; € N;,i=1,2,..,k,
misalkanm(x) = n(y),
n(ay, ay, ..., ax) = w(by, by, ..., by) ,

a1+a2+"'+ak:b1+b2+"'+bk € N1+N2+"'+Nk,
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karena penyajian dalan; + N, + --- + N, tunggal makaa; = b; , i =
1,2,..,k diperoleh x = (a4, a,, ...,ax) = (by, by, ..., b)) =y, sehinggan
injektif.

Ambil sembarang € N; X N, X ... X N,

menurut yang diketahut dapat disajikan secara tunggak (a; + a, +
e+ ay) dengan a; € N;, i=12,..,k, sehingga  diperoleh
n(ay, ay, ..., ax) = a; + a, + -+ + a; = x , makam surjektif.

Dari persamaan (i), (ii) dan (iii) didapat bahm#&somorfisma.

Definis 2.5.2[1]
Jika N;, N, submodul darM modul atas rindR yang memenuhi teorema 2.5.1

maka penulisa; + N, + --- + N, ditulis dengaiV; @ N, @ ... ® N.



