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PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Kata topologi berasal dari bahasa yunani yaitu gong artinya “tempat”
dan logos yang artinya “ilmu” merupakan cabang maté&a yang bersangkutan
dengan tata ruang. Kata topologi digunakan baikikueabang matematika dan
untuk keluarga himpunan dengan beberapa sifat ydiggnakan untuk
menentukan ruang topologi, objek dasar dari topolog

Topologi merupakan salah satu bidang kajian dalatematika. Beberapa
sifat dari ruang topologk bergantung kepada distribusi dari himpunan-himpuna
terbuka dalam ruang topologi tersebut. Ruang tap{alisebut ruang Hausdorff
atau ruang topologi terpisah jika setiap pasangiknyang berbeda danb di X
masing-masing termasuk ke dalam himpunan-himpurénika yanglisjoint.

Dalam tugas akhir ini akan diberikan sifat yangusadipenuhi pada suatu

himpunan dalam ruang Hausdorff agar himpunan tats#katakan kompak.

1.2. Permasalahan
Berdasarkan uraian di atas permasalahan yang didedaim tugas akhir ini
adalah bagaimana sifat himpunan kompak dalam rb@ugdorff (ruang topologi

terpisah) ?



1.3. Pembatasan Masalah

Dari permasalahan yang dihadapi tersebut akan idédaju dipelajari
bagaimana sifat himpunan-himpunan kompak dalam grudausdorff (ruang
topologi terpisah) meliputi definisi-definisi, teona serta bukti-bukti yang terkait

dengan materi tersebut.

1.4. Tujuan Penulisan
Tujuan penulisan dari tugas akhir ini adalah dapatpelajari tentang sifat

himpunan kompak dalam ruang Hausdorff (ruang tapdtrpisah).

1.5. Sistematika Penulisan

Di dalam penyusunan tugas akhir ini secara kededurderdiri dari 4 bab
yang dilengkapi oleh kata pengantar, daftar isftaddampiran dan lampiran-
lampiran yang mendukung. Secara garis besar, sfitmpembahasan pada
tugas akhir ini adalah sebagai berikut : Bab | Réntuan, pada bab ini
dikemukakan tentang latar belakang masalah pembuagms akhir, perumusan
masalah yang dihadapi di dalam menyusun tugas, gldmnmbatasan masalah tugas
akhir, tujuan tugas akhir dan sistematika pembahésmaoran tugas akhir yang
menerangkan sekilas dari isi tiap bab yang terdpada laporan tugas akhir ini.
Bab Il Materi Penunjang, pada bab ini dibahas mengenagerimgang terkait
dengan teori himpunan dan ruang topologi. BalP#mbahasan, pada bab ini
dibahas mengenai bagaimana sifat himpunan kompkmdeuang Hausdorff

(ruang topologi terpisah). Bab IV Penutup, babnr@rupakan bab akhir laporan



yang memuat kesimpulan dari seluruh proses peraialesugas akhir ini. Selain
itu juga dimuat mengenai saran-saran penulis umhgngembangkan sistem

pendukung keputusan dalam tugas akhir ini.



BAB I

MATERI PENUNJANG

Untuk mempermudah pemahaman pada bab selanjutaga, ipab ini
akan dibahas beberapa definisi, teorema dan coydaoly mendukung materi
pokok. Bab ini terdiri dari dua subbab yaitu himpondan ruang topologi.
Adapun untuk himpunan terdiri dari lima subbab wyaithimpunan dan elemen,
himpunan bagian sgbs® dan superset himpunan universal dan himpunan
kosong, kelas, dan operasi-operasi pada himpunadang§kan untuk ruang
topologi terdiri dari 6 subbab yaitu : definisi ngatopologi, titik limit, himpunan
tertutup, penutup dari himpunan, (tititk interiotitik eksterior, batas) dan

(persekitaran dan sistem persekitaran).

2.1 Teori Himpunan

Himpunan adalah suatu konsep yang terdapat dahlu seda di dalam
semua cabang matematika. Secara intuitif, suatypuman adalah sesuatu yang
didefinisikan dengan tepat atau suatu kumpulan alayek-obyek, dan biasanya
dinotasikan oleh huruf besa; B, X,Y, ... Obyek-obyek yang terdapat di dalam
suatu himpunan disebut elemen-elemen dan biasangsasikan dengan huruf
kecila, b, x,y, ...

Pernyataanp adalah elemen dad” atau “p termasuk di daland”
dinotasikan olel'p € A”. Negasi daripeA ditulis “p ¢ A” dan ini berarti“p

bukan elemer” atau “p tidak termasuk di dalas?.



2.1.1 Himpunan, Elemen (unsur)

Ada dua cara untuk menyatakan suatu himpunan yaitu

(a) Bila mungkin semua elemennya ditulis (cara Rostenpisalnya

(b)

A = {a,e,i,u,0}yaitu suatu himpunan A yang elemennya huruf vokal
(a,e,i,u,dan o).

elemen yang satu dengan yang lainnya dipisahkam taleda “koma” dan

dituliskan di antara dua kurung kurawal {}.

Menyatakan suatu himpunan dengan notasi pembemyguhan (cara Rule).

Contoh: B = {x|x bilangan bulat,x > 0}dibaca“B adalah himpunan dari
x sedemikian hingga adalah bilangan bulat dan x adalah lebih dari,nol”

yaitu bahwaB adalah himpunan semua bilangan bulat positif”.

" dibaca

Huruf x menyatakan sebarang elemen dBri garis tegak “

“sedemikian hingga”, dan koma (,) sebagai “dan”.

Contoh 2.1.1.1

Himpunan B tersebut di muka dapat ditltis= {1,2,3, ....}

Catatan —6 ¢ B,3 B,danm ¢ B.

Contoh 2.1.1.2

Misalkan R = himpunan semua bilangan riil dengardanb e R dana < b .

Berikut ini didefinisikan.

Interval terbuka dam sampab = (a,b) = {xe R:a < x < b}



Interval tertutup dare sampaib = [a,b] = {xeR:a < x < b}
Interval terbuka-tertutup dagsi sampab = (a,b] = {xe R:a < x < b}
Interval tertutup-terbuka dagi sampab = [a,b) = {xe R:a < x < b}
Interval terbuka-tertutup dan tertutup-terbuka lbligejuga interval setengah
terbuka.

Dua himpunand dan B dikatakan sama, dituligl = B, bila A dan
B mempunyai elemen-elemen yang sama, yaitu bilapseteanen dard termasuk
di dalamB dan setiap elemeB termasuk di dalam. Negasi darid = B adalah

A # B.

Contoh 2.1.1.3
Misal E = {x|x* —=3x+2=0}, F={2,1} danG = {1,2,2,1}, makak = F =
G.

Suatu himpunan disebut terhinggéinife), bila himpunan tersebut
memuat n elemen yang berbeda, di mana n sebaramgdm bulat positif, yang
lainnya disebut himpunan tak hinggafipite). Himpunan yang memuat tepat satu

anggota disebut himpunan singel{smgleton)

2.1.2 Subset, Superset
Himpunan A disebut subset da® ditulis A € B bila dan hanya bila
setiap elemen dad terdapat di dalanB, atauB adalah superset datiditulis

B 2 A bilax € A makax € B. Dapat dikatakan juga bahwiatermuat di dalam



B atau “B memuatA”. Negasi dariA € B ditulis A € B atauB 2 A dan

dinyatakan bahwa “ada€ A sedemikian hingga ¢ B”.

Contoh 2.1.2.1

Misal diketahuid = {1,3,5,7, ...}, B = {5,10,15,20, ... }

C = {x|xprima,x > 2}={3,5,7,11, ...}

C < A, karena setiap bilangan prima yang lebih @daadalah ganjil. Tetapi

B & A, karenal0 € B, sedangkan0 ¢ A.

Contoh 2.1.2.2

Misal N adalah himpunan semua bilangan bulat positif,
Z adalah himpunan semua bilangan bulat

Q adalah himpunan semua bilangan rasional

R adalah himpunan semua bilangan riil

MakaN € Z € Q S R.

Definisi 2.1.2.1
Dua himpunam danB adalah sama bila dan hanya bil& B danB < A. Dalam
hal A € B tetapiA # B danA # @, dikatakan bahwa adalah himpunan bagian

murni dariB atauB memuatd dan biasanya ditulid c B.



Teorema 2.1.2.2
Bila A, B danC sebarang himpunan maka :
(i) AcA

(i) BilaA € BdanB < C makad c C

2.1.3Himpunan Universal dan Himpunan Kosong

Dalam teori himpunan, semua himpunan dibentuk bietpunan bagian-
himpunan bagian dari suatu himpunan tetap. Himpuatp seperti itu disebut
himpunan universal atau semesta pembicaraan dasaldm tugas akhir ini
himpunan universal dinotasikan denganAda pula suatu himpunan yang tidak
mempunyai elemen, dan himpunan ini disebut himpuk@song, yang diberi
notasi@ atau { }, yang merupakan himpunan terhingga darupskan himpunan

bagian dari setiap himpunan. Jadi untuk sebaranguman4,® € A € U.

Contoh 2.1.3.1
Misal dipunyaix? + 1 = 0, jika semestanya himpunan semua bilangan real maka
persamaam tersebut tidak mempunyai penyelesaiapi tglka semestanya

himpunan semua bilangan komplek persamaan tersgupunyai penyelesaian.

Contoh 2.1.3.2

Bila A = {x|x? = 4,x ganjil} makad adalah himpunan kosong, atau= @.



Contoh 2.1.3.3

Bila B = {@}, makaB # @, karenaB berisi satu anggota.

2.1.4Kelas
Terdapat suatu himpunan yang elemen-elemennya hadatapunan
misalnya himpunan garis, garis sendiri merupakamphnan dari tititk-titik.

Himpunan yang elemennya terdiri dari himpunan-hingwudisebut kelas

Contoh 2.1.4.1

Elemen dari kelag{2,3},{2},{5,6}} adalah himpunan-himpungi2,3},{2}, dan
{5,6}.

Contoh 2.1.4.2

MisalkanA adalah suatu himpunan. Himpunan kuasa dladiitulis ® (4) atau24

adalah kelas dari semua himpunan bagian dladadi, bilad = {a, b, c}, maka
?(A) = {A{a, b}, {a,c}{b c} {a},{b}{c}, @} Umumnya, bila A terhingga

dengam elemen di dalamnya, maka(4) mempunyal™ anggota.

2.1.5Operasi-operasi pada himpunan
Gabungan dari dua himpunandan B, ditulisA U B, adalah himpunan
dari semua elemen yang termasuk ke dadaaauB, yaitu

AUB ={x|x € Aataux € B}
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Irisan dari dua himpunaa danB, ditulis A n B, adalah himpunan yang
elemen-elemennya termasuk di dalafn dan B, yaitu ANB = {xl|x €
Adan x € B}

Bila An B = @, yaitu bilaAd danB tak mempunyai elemen persekutuan,
makaA danB tak mempunyai elemen persekutuan, makdanB disebut lepas
(disjoint) atau tak beririsanA adalah kelas dari himpunan-himpunan disebut
kelas lepas (disjoint) dari himpunan-himpunan, bag-tiap pasangan himpunan-
himpunan yang berbeda di dalafhadalah lepas.

Komplemen relatif dari himpunah terhadap himpunaa, atau selisitA
dan B, ditulis “A — B”, adalah himpunan yang elemen-elemennya termdsuk
tetapi tidak termasuk d, yaitu

A—B={xlx € Adanx €& B}

Dapat diketahui bahwa - B danB adalah lepas, yaittd —B) N B =0

Komplemen absolut atau disebut komplemen dari shahpunan4,
ditulis A°adalah himpunan yang elemen-elemennya bukan eldarea, yaitu
A°={xlx eUdanx ¢& A}

Dapat dikatakan pula bahwi& adalah selisily danA.

Teorema 2.1.5.1
Untuk setiapA,B,C < U berlaku hukum-hukum aljabar himpunan sebagai

berikut:



l.aAuAdA=A

b.AnA=A

Hukum sama kuat

2. a.(AUB)UC=AU(BUC)

b.(ANBYNC=An(BNC)

Hukum Asosiatif

3.0.AUB=BUA

b.AnNB=BNA

Hukum Komutatif

4.a.AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

b.AN(BUC)=(ANB)U(ANB)

Hukum Distributif

5.a.AUp=A
b.AnU=A4
c.AuU=U
dANY =20

Hukum ldentitas

6.a.AU A = U
b.An A =¢
c.(A%) = A

d.U=0,0"=U

Hukum komplemen

7.a.(AUB)‘=A¢ n B¢

b. (AN B)¢ = A€ u B¢

Hukum De Morgan

Catatan:

Tiap-tiap hukum di muka analogi dengan hukum-hukogrka.

11
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Misalnya, ANB = {x|x € Adanx € B} = {x|x € Bdanx € A} = BnA.
Pernyataan majemulp dang” ditulis “p A q” adalah equivalen logis dengéan

danp” yaitu“q A p”.

Teorema 2.1.5.2
Diberikan himpunam danB,A € B bila dan hanya bila
i) AnB =4

(i) AUB = B

(iii) B¢ € A¢
(iv) An B¢ = ¢
(V) BUA=U

2.2 Ruang Topologi
2.2.1Topologi dan Ruang Topologi

Dalam subbab ini dibahas mengenai topologi danguapologi yang
merupakan dasar dari pembahasan berikutnya. Urgbkh ljelas diberikan

definisi-definisi dan teorema yang mendukung daiepologi sebagai berikut:

Definisi 2.2.1.1
Misal X adalah suatu himpunan tidak kosong. Suatu kelgang anggotanya
himpunan bagian-himpunan bagian dadisebut topologi pad&, bila dan hanya

bilatT memenuhi ketiga aksioma berikut :
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[04] X dan® termasuk dalam

[0,] Gabungan dari himpunan-himpunan anggotawadalah anggota

[04] Irisan dari dua himpunan anggatadalah anggota

Anggota-anggota dari disebut himpunan-himpunan terbuka, déarbersamar

yaitu (X, t) disebut ruang topologi.

Catatan :
Untuk penulisan ruang topolodiX,t) secara umum cukup ditulis dengan

X kecuali topologinya ingin ditonjolkan.

Contoh-contoh topologi
Contoh 2.2.1.1
Topologi biasgusual topologypada himpunan semua bilanganRil
R = Himpunan semua bilangan riil
T{GERIVXEGIS>0shg(x—356,x+6) € G}
Akan ditunjukkan bahwgR,7) adalah ruang topologi disebut topologi biasa
(usualtopologi).
1. @ € T karena, jikax € @ ,maka 36§ > 0 sehinggaX —6,x + 6) < 0,
implikasi ini bernilai benar sebab antisidennyanblar salah. DimanR € t

sebabv x e R,V >0(x—6,x+ ) S R.

2. {G;li € I, G; € 7} akan ditunjukkar JG, O 7.

igl
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Ambil sebarangx € UGi = x € G; untuk suatu € | = 36 > 0 sehingga
iol

x—6,x+6) € G

Jadix—8,x+8) < G c | JG .

igl

Jadil ] GO

iol
3. JikaG4, G,00 T maka G, n G, [0 T sebab untuk sebarargl G, N G,
x 0 G, = 36; > 0sehinggaX —6;,x +6,) S G;.
x 0 G, =36, >0 sehinggax — d,,x + 5,) S G,.
6 =min(6,6,) > —-8,x+6) S (x—6;,x+86) S G.
XE6,x+8) S (x—6,x+6,) € G,

Contoh 2.2.1.2

Misalkan X = {a,b,c,d,e}. 14,1, dan T3 masing-masing himpunan bagian dari
2*. Manakah yang merupakan topologi pada X, bila

7, = {X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d e}}

7, = {X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,cd,}}

3= {X,0,{a},{c,d},{a,c,d} {ab,d,e,}}

Jawab :

7, adalah topologi pad#, karena memenuhi ketiga sifat (aksioma) diatas.

7, bukan topologi padaX, karena himpunan{a} dan {b,c,d} merupakan

elemenr, tetapi{a} U {b,c,d} ={a,b,c,d} & t,.
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73 bukan topologi pad¥, karena himpunafa, c,d} dan{a, b,d,e} merupakan
element; tetapi{a,c,d} n {a,b,d,e} = {a,d} & ;.

Contoh 2.2.1.3

Misal D adalah kelas dari semua himpunan bagianXlaatauD = 2*. MakaD
adalah topologi pad&, karena memenuhi {[) [02], [03]. D disebuttopologi
diskrit, dan (X, D) disebutruang topologi diskrit atau secara singkat disebut

ruang diskrit

Contoh 2.2.1.4

Dari aksioma [¢], suatu topologi pad&® harus memuat himpunahdan®. Kelas
Y = {X, 9} yang hanya memuat dan® adalah topologi pads.

Y = {X, @} disebuttopologi indiskrit dan(X,Y) disebutruang topologi indiskrit

atauruang indiskrit

Contoh 2.2.1.5.
Diberikan himpunan tak hinggg, topologit padaX didefinisikan dengad € X,
A € T jika hanya jika A = @ atauA® = berhingga. Akan ditunjukkan bahwa

topologi padaX:

() X dang termasuk dalam.
Bukti :

Dari Definisi 2.2.1.1sudah diketahui bahwadan® termasuk dalam.
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(i) Gabungan dari himpunan-himpunan anggotadadalah anggota
Bukti :
Diketahui bahwa, B €
A€ 1tmakad = @ atauA® = berhingga
B € T makaB = @ atauB® = berhingga, selanjutnya
AUB = ¢ atau(4 U B)¢= A n B¢
Karenad®danB¢ berhingga maké4 u B)¢ = A° n B¢ juga berhingga

jadiAUBET.

(i) Irisan dari dua himpunan anggatadalah anggota
Bukti :
Diketahui bahwa&, B €
A € T makad = @ atauA® = berhingga, selanjutnya
B € rmakaB = ¢ atauB® = A° U B¢
Karenad®danB¢ berhingga makéA n B)¢ = A¢ u B¢ juga berhingga
jadiAnB €ET.

Maka topologir tersebut disebut topologi kofinit.

Teorema 2.2.1.2
Jikat,; dan 1, topologi padaX maka irisant; N t, juga merupakan topologi
padaX.

[01]. X, 0 € T, N T,, karenaX,® € t; danX,® € t,.
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[03]. BilaG,H € 1; NnT,, makaG,H € t,, danG,H € t,. Karenar, dant,
topologi padA,G NH €ty danGNHE T, jadiGNH €1 NT,.
[02]. Bila G,H € 1, n T,, makaG,H € t; danG,H € 1, karenat, danr,

topologi pada, makaG UH € 1;,danGUH € T,,jadiGUH € 1, N T,.

Dalam contoh 2.2.1.6 berikut ditunjukkan bahwa gabungan dari

topologi-topologi belum tentu topologi.

Contoh 2.2.1.6.
Diberikan topologi padX = {a, b, c} dengan Kelas-kelasg = {X, @,{a}} dant,
={X,0,{b}}
Diketahui bahwatr, U 7, = {X,0,{a},{b}} bukan topologi pada, karena
{a},{b} €1, U1y, tetapi{a} U {b}={a, b} & 7, U T,.

Bila G adalah himpunan terbuka yang memuat tpike X, maka
G disebut lingkungan terbuka dari p atau persekitéednuka darp, dan G tanpa

p yaitu G — {p} disebut persekitaran terbuka terhapuskandari

2.2.2 Titik Limit ( 4)

Misal X adalah ruang topologi. Suatu titike X disebut titik limit dari
himpunand € X bila dan hanya bila setiap himpunan terbGkgang memuap,
memuat suatu titik anggota yang berbeda dengam atau “bila G terbuka,

p € G, maka(G — {p}) N A # 0).
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Himpunan dari titik-titik limit darid ditulis A’ dan disebuset derivedari

Contoh 2.2.2.1

X = {a,b,c,d,e}dengarr ={X,0,{a},{c,d},{a c,d},{b,c,d, e}}

danA ={a,b,c} c X.

Perhatikan bahwaé € X adalah titik limit darid, karena himpunan-himpunan
terbuka yang memuat yaitu X dan {, ¢, d, e} masing-masing memuat titik dari
A yang berbeda dengdnyaitu c. Tetapi titika € X bukan titik limit dariA4,
karena himpunan terbulka}, tidak memuat titik darA yang berbeda dengan
Dengan cara yang samadane adalah titik limit dariA sedangkarm bukan titik

limit dari A. JadiA’ = {b, d, e} yang disebuset derivedari A.

Contoh 2.2.2.2

Misal X ruang topologi indiskrit yaityX,Y) denganY = {X, @}. MakaX adalah
himpunan terbuka yang memuat sebargng X. Jadi p adalah titik limit dari
setiap himpunan bagian d&fi kecuali himpunan kosong dan himpunar{p}.

Jadi, himpunan dari titik-titik limit dal c X yaituA adalah:

@ bilaA = @

A = {p}° = X-{p}, bilaA = {p}
X, bila A memuat duatitik atau lebih
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Bukti :
" A=Quntukvp € X
AnX-{p} =0
A=0
" A={plp €X
ANnX- {p} = 0 jadip bukan titik limitA
q €EX,q#p
AnX-{q} ={p}#0
JadiVv q €X, g# p merupakan titik limit
A={p}A'= X —{p}
» JikaA memuat dua atau lebih elemkn
Misalp,q € A
VreXmakaANX —-{r}+#0
sebab jikar=p, qeANnX-{r}
r=q, pEANX-{r}
r#p,r#*qmakap,gAnX-{r}
jadi vV r € X merupakan titik limitd

jadi 4’ = X.

2.2.3Himpunan tertutup
Misal X adalah ruang topologi. Himpunan bagidndari X disebut

himpunan tertutup bila dan hanya bila adalah himpunan terbuka.
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Contoh 2.2.3.1.

Diberikan himpunan X = {a,b,c,d,e} dengan kelas
T = {X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}} himpunan bagian-himpunan bagian
tertutup dari X adalah{®, X, {b, c,d, e},{a, b, e}, {b, e}, {a}} adalah komplemen —
komplemen dari himpunan bagian terbuka dan tertudap X, sedangkan
{a, b} bukan himpunan bagian terbuka dan bukan himpungratdertutup dari

X.

Contoh 2.2.3.2.
Misal X adalah ruang diskrit yaitu setiap himpunan bagiamX adalah terbuka.
Maka setiap himpunan bagian d&riadalah juga tertutup, karena komplemennya
selalu terbuka. Dengan kata lain, setiap himpuregian dariX adalah terbuka
dan tertutup.

Diketahui bahwai®‘ = 4, untuk setiap himpunan bagidndari X, maka

diperoleh proposisi berikut:

Teorema 2.2.3.1
Dalam ruang topologf, himpunan bagiad dari X adalah terbuka bila dan hanya

bila komplemennya tertutup.

Aksioma [Q], [0], dan [Q] dari ruang topologi dan hukum De Morgan

memberikan teorema berikut :
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Teorema 2.2.3.2

Bila X ruang topologi, maka kelas dari himpunan bagiamphinan bagian
tertutup dariX memilki sifat-sifat berikut :

(i) X dan® adalah himpunan himpunan tertutup

(i) Irisan dari himpunan-himpunan tertutup adalah teptu

(i) Gabungan dari dua himpunan tertutup adalah tertutup

Bukti:
Misal X adalah ruang topologi daf = kelas himpunan bagian tertutup d&ri
memiliki sifat:
() X dang adalah anggoté
SebahY = @¢ sehingga = X¢ dimna@ danX terbuka.
(i) A,B € CmakaANnB € C,
A, B tertutup=> A¢ terbukae t
= B¢ terbukae t
Jadi(4 n B)¢= A€ U B¢ terbuka maka n B tertutup
(iii)A,B € C makaAUB € C
A, B tertutup= A€ terbukae T
= B¢ terbukae T

Jadi(4 U B)¢ = A¢ n B¢ terbuka maka A B tertutup
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2.2.4 Penutup dari Himpunan

Misal A himpunan bagian dari ruang topolagiPenutup dari, ditulis A
atauA™ adalah irisan dari semua himpunan tertutup yanguaeA. Dengan kata
lain, bila{F;|i € I} adalah kelas dari semua himpunan bagian tertwdtigkdyang
memuat4, makaAd = n;F . Dapat diketahui bahwa adalah tertutup, karené
adalah irisan dari himpunan-himpunan tertutup. r§etaya juga, A adalah
superset tertutup terkecil dad, dengan demikian, bil& adalah himpunan
tertutup yang memuat, makad € A C F.

Berdasarkan hal tersebut, himpuaadalah tertutup bila dan hanya bila

A = A, dan diperoleh pernyataan berikut :

Teorema 2.2.4.1

Bila A penutup dari himpunaf, maka

(i) A adalah tertutup

(i) Bila F superset tertutup dadi, makad € A € F; dan

(iii) A adalah tertutup bila dan hanya bila= A
Bukti :

(i) A= n F, Fi himpunan tertutup memuat, karena irisan dari himpunan
iol

tertutup adalah tertutup makatertutup.
(i) AS F,AtertutupA € FivIjadiA € A

(iii) JikaA tertutupd € A, A S A € Ajadi A = A.
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Contoh 2.2.4.1

Diberikan himpunan X = {ab,c,d,e} dan
T ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}}dengan kelas himpunan tertutup dari

adalah{®, X, {b, c,d, e}, {a, b, e}, {b, e}, {a}}.

Dari definisi diatas diperoleh

{b}= {b,e},{@c} = X,{b,d} ={b,c,d,e}.
Contoh 2.2.4.2

Misal X adalah ruang topologi kofinit, yaitu komplemenidampunan-himpunan
terbuka. Maka himpunan-himpunan tertutup dari togoltersebut adalah
himpunan bagian - himpunan bagian terhingga #adenganX. Jadi bilad ©
X terhingga, penutupd adalahA sendiri, karenad tertutup. Sebaliknya, bila
A € X tak hingga, maka& adalah superset tertutup da¥j jadi A adalahX.
Selanjutnya, untuk suatd himpunan bagian dari ruang kofintt, makaA4 =

— | Abila A terhingga
X bila A tak hingga

Penutup dari suatu himpunan dapat dinyatakan depgagertian dari

titik-titik limit dari himpunan tersebut sebagairlit :
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Teorema 2.2.4.2

Diberikan ruang topologf jika A € X, maka

A ={x € X|setiap persekitaran x beririsan dengan A}.
Bukti :

Andaikan A # {x € X|setiap persekitaran x beririsan dengan A} dan ini
berarti terdapak € A yang mana terdapat persekitadéryang tidak beririsan

denganA.

Misal : V, persekitaran terbuka da¥fidan tidak beririsan dengah Ini berarti V,
N A = @ sehinggad < V,° tertutup. Jadi,° merupakan himpunan tertutup yang

memuat4.

Dari definisi A (irisan semua himpunan tertutup yang memdiptmaka pasti
memuatd ataud < V,°. Jadi didapatkar € A < V,° sedangkanx e V, berarti

x ¢V°
Merupakan kontradiksi jadi pengandaian salah

JadiA = {x € X|setiap persekitaran xberirisan dengan A}.
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Teorema 2.2.4.3

Bila A himpunan bagian dari ruang topolafj maka penutup darl adalah
gabungan dard dengand’, yaituA = A U A’ dimanad’ = himpunan semua

titik limit dari A € X.
Bukti :

Ambil sebarangx € A (menurutTeorema 2.2.4.2diatas) setiap persekitaran

x beririsan dengad makax € A atau jikax ¢ A, makax titik limit A (x € 4")
Jadixe AUA'makad € AUA'.
Jikax € A U A’ maka setiap persekitaran x beririsan dengaehingga

AUACAjadiA=AUA.

Teorema 2.2.4.4

Misal X ruang topologi,A € X tertutup jika hanya jikad memuat semua titik

limit A dengan kata laid tertutup jika hanya jikd’ < A.

Bukti :

Dariteorema 2.2.4.1 point (iii)danteorema 2.2.4.3liatas diperoleh :
Untuk A tertutup jika hanya jikdd = A =AU A’

A=A U A’ jika hanya jikad’ € A.
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Contoh 2.2.4.3

Diberikan himpunan semua bilangan rasiapabDi dalam topologi biasa untug,
setiap bilangan read € R adalah titik limit dariQ sebabva e R,V § > 0,
N6(a) NQ—a # ¢ berarti’=R,0 =QuUQ =QURmMakaQ =Q UR =

R. Jadi penutup dag adalah himpunan semua bilangan RayaituQ = R.

Definisi 2.2.4.5

Himpunan bagiam dari ruang topologK disebut padafdense)dalamB < X,
bila B termasuk dalam penutup, yaitu B € A. Khususnya,A adalah padat

dalamX atau himpunan bagian padat datbila dan hanya bild = X.

Contoh 2.2.4.4

Diberikan himpunan X= {a,b,c,d, e} dengan kelas
T = {X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}} himpunan bagian-himpunan bagian

tertutup dari X adalah {@,X,{b,c,d,e},{a,b,e},{b, e}, {a}}. Dapat diketahui

bahwa {, ¢} = X dan {,d} = {b, ¢, d, e}. Jadi himpunaHda, c} adalah himpunan

bagian padat daj, tetapi himpuna#b, d} bukan himpunan bagian padat déri



Teorema 2.2.4.5

Diberikan ruang topologt dan4,B € X, maka memenuhi :

Bukti :
Untuk point (iii) dimana

A = AUA

AUB=AUB,AUB=(AUB)U (AUB)
(AUB) =A UB

= x € (AU B)’ makax adalah titik limitA U B
>V0,,0, N (AUB)-{x} 0
=>V0,,0,NnA) u©O,NnB)—{x}+07
=>V0,,0,nA-{xHDUO,NA-{x}+ 0@
>0, NA-{x] # ¢pdan0, N B-{x] =@

>xecA UxeB
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> xedA UPB

Jadi(Au By € AU P

x e AU B makax €4’ ataux € B’

= V0,0, NA- {x}# 0@ atauv0,,0, N B- {x} #0

=>V0,,0,NnA-{x}) U0, NB-{x}) #0

=>Vv0,,0,N(AU B)- {x}#0,xe (AU BY

JadiA’ UB’ € (AU B)

Jadi(AUBY =A'UB’

JadiAUB=(AU B) U (AU BY

=(AUB) U (4 U B)

=(AU A) U (BU B)

=AUB.
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2.2.5Titik Interior, Eksterior dan Batas
2.2.5.1 Titik Interior
Misal A himpunan bagian dari ruang topolagi titik p e X
disebut titik interior dari, bila p termasuk himpunan terbukahimpunan

bagian dari, yaitup € G € A, G himpunan terbuka.

0
Himpunan dari titik-titik interior dard, ditulis int(4), A atau

A®disebut interior dari.

Misal:

DiberikanX ={a,b,c,d,e},t: {0,X,{a,b,c},{c,d},{a,b,c} {c}}
A={cd, e}

A%={c,d}

Interior dariA dapat dinyatakan sebagai berikut :

Teorema 2.2.5.1.1
Interior dari himpunaml adalah merupakan gabungan dari semua himpunan

bagian terbuka dad atau

A® : himpunan semua titik interiof UGa
alJA

G, : himpunan terbuka yang memuatianG, € A,ac A.
1:{G,| G, 0ra0 G, 0 Aa0 A}
Selanjutnya juga bahwa :

(i) A° adalah terbuka
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(i) A° himpunan bagian terbuka terbesar dgriyaitu bilaG himpunan
bagian terbuka dad makaG < A° < 4; dan

(iii) A adalah terbuka bila dan hanya bila= A°

Bukti :

(i) A°: UGa karenaG, terbuka maka® terbuka.

alA
(i) A° himpunan terbuka terbesar yang termuat dadargaitu jika G <
Adang terbuka , mak& < A°.
(ii) A terbuka bila hanya bila = A°.
< Jikad = A° makaAd terbuka karend® himpunan terbuka terbesar
yang termuat dalam
= Jelas4® c A jika A terbuka makal < A°

Jadid = A°.

2.2.5.2 Titik Eksterior

Eksterior dari A ditulis eks (A), adalah interior dari
komplemen, yaituint (A°). atau
p € X titik eksterior,A € X, jika p merupakan titik interia®.

Himpunan semua titik eksteridr= Ext (A) = Int(A°) = (A9)".
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Contoh 2.2.5.2.1
A={c,d, e}
A¢={a, b}

Ext (A)=Int (A =0

Contoh 2.2.5.2.2

A=[12) U {3}

Ext (A) = Int (A°)

A€ = (=o0,1) U [2,3) U (3,0)
Ext (A) = Int (A°)

=(-%,1) U (2,3) U (3,).

Contoh 2.2.5.2.3

Dipunyai titk X = {a,b,c},7: {0,X,{a}, {b,c}}
A={b}

A°=Int (A) = @

Ext (A) =Int (A®) = Int {a,c} = {a}

2.2.5.3 Batas

Batas dari, ditulisb(A4), adalah himpunan dari titik-titik yang
tidak termasuk interior dan tidak termasuk eketedtariA.
Contoh 2.2.5.3.1:

X={ab,cd},t: {0,X,{b,c}{cd}{c}{b c d}}
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A={a,b,c}
A%= (b, ¢}
Ext (A) = Int (A%) =Int ({d}) = @

b(A) ={a, d}.

Contoh 2.2.5.3.2:

X =R, T = topologi biasa

A=(12] U {3}

A°=(1,2)

Ext (A) ={(=,1) U (2,3) U (3,)}

b(A) ={1,2,3}.

Berikut ini hubungan titik interior, titik ekstemodan batas .

Teorema 2.2.5.3.1
Misal A himpunan bagian dari ruang topoldfyiMaka penutup dad adalah

gabungan dari interior dan batas dériyaitud = A° U b(4).

Contoh :
Diberikan a,b di R dan interval - interval A,B,C,D Yyaitu

[a, b], (a,b) (a,b] dan[a, b) dimanaa danb adalah titik-titik akhir.
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A= @ @ 2 [a,b]l{x eR,a<x<b}
a b

Int (A) = (a,b)

B= —0O O— S (a,b){x eR,a<x<b}=(ab)
’ ’ Int (B) = (a,b)

c= —0O ®— S (ab]{x eR a<x<b}=(ab)
) i Int (C) = (a,b)

D= o ot; S [a,b) {x eR,a<x < b}= (ab)
a

it (D) = (a, b)

Jadilnt (A) = Int (B) = Int (C) = Int(D) = (a, b)
b(A) = b(B) = b(C) = b(D) = {a, b},

A

A° U b(A) = [a, b]
B=B%Ub(B) = [a,b]
¢ =C°Ub(C) = [ab]

D=D"ub(D) = [a,b]

2.2.6 Persekitaran dan Sistem Persekitaran

Misal p adalah titik di ruang topologi. Suatu himpunan bagian dari X
disebut persekitaran dap jika dan hanya jikaN adalah suatu superset dari
himpunan terbuk& yang memuap yaitu :

peG < N dengarnG himpunan terbuka
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Kelas dari semua persekitaran darie X, ditulis N,,, disebut sistem
persekitaran dap”.
Contoh 2.2.6.1:
Misal diberikan himpuaX = {a, b, ¢, d} dengan topologr : {@, X, {b,c}, {c,d},
{c}, {b,c,d}} dan ce X.
No={X}
Ny, ={X,{b,c},{b,c,d},{a,b,c}}
Ne ={X,{b, c},{c}.{c,d},{b,c,d},{b,c,a},{a,c}}
Misal dipunyai himpunam = {a,c,d}, A bukan merupakan persekitaran dari
titik a, tetapi merupakan persekitaran dari titidand karena memuat himpunan
terbuka dari topologi tersebut.
A = {a, b} bukan persekitaran kareda¢ N,
{a,b,d} ¢ N, bukan persekitaran karena tidak ada himpunan kerbang
memuatb dalam himpunafa, b, d}.
{a,c} € N. merupakan persekitaran.

JikaN persekitaram, makap € Int (N).

Untuk suatu sistem persekitarlip dari suatu titikp € X ada 4 sifat yang

dinyatakan dalam proposisi berikut, yang disebigicaka persekitaran, seperti

berikut :
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Teorema 2.2.6.1

MisalkanX adalah ruang topologi dane X.

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

N, # @ danp termasuk ke dalam tiap anggd{g ( jadi jikaA € N,,, maka
p €4}

Irisan dari dua anggots, termasukv,,.

Bukti :

Jika4d,B €N, ,A N B €N,

Ae N, = 3G, etsehinggp €G; S A

BON, = 3G, Ut sehingga G, S B

peG; N G2 € AN BdenganG; NG, 01

jadiA N B €N,,.

Setiap superset dari anggoigtermasukv,,.

(JikaA € N, danA © B maka B € N,)

Bukti:

Misal A € N, dan4 € B, Al N, = 3 himpunan terbuk& dimanap eG <
A S B.Jadi B €N,

Tiap anggotaV e N, adalah superset dari anggdias N,denganG adalah
persekitaran dari tiap-tiap titik dafi yaitu G € N, untuk tiapg €G.

Bukti :

G €Ny ,V g €G jika hanya jikaG terbuka.

Jika N € N, maka 3 himpunan terbukai sehinggap eG € N = N

superset dai makaG € N, danG € Ny untukv g € G.



