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ABSTRACT. Letg, and G, be graphs with vertex-set v(s,) and (6,) and edge-set £(z,) and e(g,).
Then f: G, — G, is called a graph map, if for each vertex v € v(5,), f(v) € v(c,) and for each edge
e € E(G,),dim (f(e)) =< dim(e). A graph map 7: G, — G, is called folding graph if and only if f
maps verices to vertices and edges to edges, i.e., for each v € V(G,). f(v) € V(G,) and for each
e € E(G,).f(e) € E(G,). On this paper shown that what is there a folding graph into itself
(f: 6, = G,) in tree graph, complete graph, bipartite graph, complete bipartite graph, cycle graph
and multiple graph contains no C,,, _4 cycle. For graphs which have a non-trivial folding, limit
folding from the graphs is a edge, and graphs which have trivial folding, limit folding from the
graphs is a vertex, in this paper also know the relation between folding graph with incidence
matrices.

Keyword : Graph map, dim(e), folding graph , non-trivial folding, trivial folding and
incidence matrices.
I. PENDAHULUAN

Salah satu topik dalam teori graf yang akan dibahas adalah lipatan graf.
Lipatan graf sendiri pertama kali diperkenalkan oleh E. El-Kholy dan A. El-
Esawy (2005), yang berasal dari Universitas Tanta, Mesir melalui sebuah
jurnal,[4]. Terhitung cukup baru, perkembangan lipatan graf sendiri sampai saat
ini cukup luas, salah satu buktinya E. EI-Kholy, El-Said R. Lashin, dan Salama N.
Daoud di Universitas Tanta memperkenalkan operasi baru pada lipatan graf
melalui jurnal [5] yang telah terbit tahun 2012, selain itu lipatan graf juga
dikembangkan oleh E. H. Hamouda dan Nada S. melalui sebuah jurnal [7]. Jurnal

[7] tersebut membahas mengenai lipatan graf dan bilangan lipatan graf.

I1. HASIL DAN PEMBAHASAN
Definition 2.1. [4] Misalkan G, dan G, adalah graf dan f:G; — G, adalah
fungsi kontinyu. Fungsi f disebut pemetaan graf jika:
(i) untuk setiap titik v € V(G,), f(v) adalah titik di V(G,),



(ii) untuk setiap garis e € E(G,),dim (f(e)) < dim(e).

Contoh 2.1
Diberikan graf G; dan G, dengan himpunan titik masing-masing
V(Gy) = {vy, v, v3}, V(G,) = {uy,u,)} dan himpunan garis
E(Gy) = {(vy,v,). (v, v3), (w3, v}, E(G,) = {(uy,u,)} seperti Gambar 2.1.

% u,

Gambar 2.1 Graf &, dan graf G,
Pemetaan f:G; —+ G, didefinisikan sebagai berikut:
i f(oy) =uy F() = uy Fvs) =u,
i fopv) = (upy),  Fopvs) =uy  F(va,my) = (upuy).
Diperoleh f(G,) sebagai berikut.
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Gambar 2.2 Pemetaan graf G, ke graf &, dan menghasilkan f{G, )
Dari Contoh 2.1 dapat dilihat bahwa untuk setiap titik v € V(G,), f(v) adalah
titik di V(G,) dan untuk setiap garis e € E(G,),dim (f(e)) < dim(e), yaitu
dim (f(e)) =1 < dim(e) =3. Oleh karena itu f:G, = G, merupakan
pemetaan graf.
Definisi 2.2 [4] Suatu pemetaan graf f: G; — G, disebut lipatan graf jika dan
hanya jika f memetakan titik ke titik dan garis ke garis yaitu untuk setiap
v € V(G,), f(v) € V(G,) dan untuk setiap e € E(G,), f(e) € E(G,).
Contoh 2.2
Diberikan graf sikel C; dengan himpunan titik V(Cg) = {vy, v, 5,7, v5, v, } dan
himpunan garis E(C) = {(vy, ;). (v, v5), (va, vy, (v, v5), (w5, v ), (v vy )}

seperti Gambar 2.3.
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Gambar 2.3 Graf sikel €,
Berikut ini diberikan pemetaan graf pada C;. Misal f:C, — C, adalah pemetaan
graf yang didefinisikan sebagai berikut:
i f)=v,  f)=v, fE)=v,  f@)=v,  fE)=vu,  fE)=v
i, f(ryv,) = (01,),  flonvs) = (mpv),  F (va,,) = (va,0,),
fogvs) = (v0,25), f(v5,06) = (v, 7). Fve,vy) = (vy,v,).

Adapun ilustrasi gambarnya sebagai berikut.

Gambar 2.4 Pemetaan graf € ke graf €, dan menghasilkan f(C;)
Dari Contoh 2.2 dapat disimpulkan pemetaan graf f: C; —+ C, memetakan dari
titik ke titik dan garis ke garis, yaitu untuk setiap v € V(C.), f(v) € V(C,) dan
untuk setiap (v, v,) € E(C,). f(v..v,) € E(C,) sedemikian sehingga diperoleh
lipatan graf pada graf Cs.
Proposisi 2.3 [4] Setiap graf tree T dapat dilipat ke dirinya sendiri dengan suatu
barisan dari lipatan graf menjadi suatu garis.
Teorema 2.4 Jika K,, adalah graf lengkap maka tidak ada lipatan graf non-trivial
yang dapat didefinisikan untuk K.
Teorema 2.5 Setiap graf bipartit K. dapat dilipat.
Teorema 2.6 Setiap graf bipartit lengkap K, .. dapat dilipat ke suatu garis.
Lemma 2.7 [9] Batas akhir lipatan dari graf sikel C, tergantung pada banyak

garisnya.



Lemma 2.8 [9] Jika G adalah graf yang tidak memuat sikel ganjil maka batas
akhir dari lipatan pada graf G adalah sebuah garis.
Contoh 2.3

Diberikan graf H dengan loop sebagaimana terlihat pada Gambar 2.6.

Gambar 2.6 Graf H
Misal f:H — H adalah pemetaan graf yang didefinisikan sebagai berikut:
. fm)=vy, flwm)=v,  flva) =vs.
i, flopw)=(vw) )= (n), flnu)=(@,v), f(ur)= (1)

Adapun ilustrasi gambarnya sebagai berikut.

Gambar 2.7 Pemetaan graf H ke graf H dan menghasilkan f(H)
Selnjutnya misal g:H — H adalah pemetaan graf yang didefinisikan sebagai
berikut:

L. f(vy) =1y, flvg) = vy.
ii. f(vy,v) = (vy,v3), flvg,vg) = (v, v5).

Adapun ilustrasi gambarnya sebagai berikut.
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Gambar 2.8 Pemetaan graf f(H) ke graf f(H) dan menghasilkan g(f(H))
Lemma 2.10 [9] Jika G adalah graf multiple yang tidak memuat sikel C5,,_; maka
batas akhir dari lipatan graf pada graf G adalah loop.

Definisi 2.11 [10] Gabungan dua graf G; = (V;, E;) dan graf G, = (5, E;) yang
mempunyai himpunan titik V(G, U G,) =V(G,) UV(G,) dan himpunan sisi
E(G, VU G,) = E(G,) U E(G,) yang dinotasikan dengan G, U G,.



Contoh 3.18
Diberikan graf sebagai berikut :

Vi V2 Vz vy V2 V3 V7 V2 V3
Va4 Vs Vy Vs Vy Vs Ve

Gambar 2.10 Graf G,, G, dan G, U G,

Diberikan graf Gy dan G, dengan G, subgraph dari Gydan tidak memuat
sikel ganjil. Lipatan graf dapat memenuhi pemetaan linier asalkan G; U G, tidak
memuat sikel ganjil. Dalam mendefinisikan pemetaan graf untuk masing-masing
graf, definisi pemetaan graf menggunakan satu definisi sama yang berlaku untuk
kedua graf dan gabungan kedua graf yang dicari.

Contoh 2.4

Diberikan graf G; dan G, dengan himpunan titik masing-masing
V(G,) ={vy, v, v5,v5,vs} , (G)=1{v,v.vsv,), dan himpunan  garis
E(Gy) = {(vy, 1), (v, v3), (v3,vs), (o). (v, w5 )} E(G) = {(vy,0), (5, (v30), (vawy) 3,

seperti Gambar 2.11.
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Gambar 2.11 Graf G6,, G, dan 6, U G,

Misal fi:G; — G, adalah pemetaan graf yang didefinisikan sebagai berikut:
i fim)=vy, fi(n) =v, A(v)=vs fi(v)=vs fi(vs) =
i. filvpw) = (vew),  fi(ve,va) = (v2,v3),

fi(vg,vy) = (v3,v4), fi(ve,vy) = (vs,v4), fi(vevs) = (vgvy).
Misal f;:G, — G, adalah pemetaan graf yang didefinisikan sebagai berikut:
i H(v) =v. H(v)=v, fi(vs) = v f,(vs) = v,
i, Ao ) = (vw),  Almw)=(my), £lav)=@av),  folren) = (@an).
Misal f;:(6, v G,) = (G, UG,) adalah pemetaan graf yang didefinisikan sebagai
berikut:



L. fy(vy) =vy, fi(v) = vy falvs) = v f3(vy) = vy f3(vs) = vy
i, fa(vyvy) = (vy, 1), f3(v.v3) = (v, v3),

fa(vs, vy) = (v3.v4), fi(vevy) = (ve.vy), f31 (ve,v5) = (Vg v4)
Adapun ilustrasi graf hasil pemetaan graf berdasarkan pendefinisian diatas adalah

sebagai berikut.

V4 Vs Vi Vs V4 VA

Vi VooV VoV Vs
Gambar 2.12 Graf f,(G,), f;(G3), dan f3(G, U G5)

Dari Gambar 2.12 dapat dilihat bahwa f3(G, U G,) = f1(G,) U f5(G,) yang
berarti untuk Lipatan graf dapat memenuhi pemetaan linier asalkan G, subgraph
dari Gydan tidak memuat sikel ganjil dan G; U G, tidak memuat sikel ganjil.
Definisi 2.12 [4] Diberikan graf G, dengan himpunan titik V(G,) = {vy, ..., v,.}
dan himpunan garis E(G,) = {e,, ...,e.}. Misal f € 1 (G,) sedemikian sehingga
f(G,) # G;. Matriks insiden dinotasikan I = (4,;) dan didefinisikan oleh:

() A,z =1, jika v, insiden dengan e,

(ii) A,z = 0, jika v, tidak insiden dengan e,

untuk k=1..r,d=1..sdanv,, e; € G,

Misal G;dan G, adalah graf dan f € 5 (G,,G,), maka f(G,) adalah
subgraf dari G,, khususnya jika f € 1 (G,) dengan f(G,) = G; # G;, maka G,
adalah subgraf dari &,.

Matriks | dapat dipartisi menjadi empat bagian, I" terletak di pojok Kkiri
atas dan matriks nol O di sebelah kananya. Matriks R, komplemen dari I’, akan
menjadi submatriks dari I setelah menghapus baris dan kolom dari I" yang
bukan merupakan bayangan dari setiap garis €,_;1, -, € dan titik v, 44, .., 2.

Matriks nol O menyatakan bahwa tidak terdapat titik v, ;4. ..., %, yang insiden

dengan setiap garis dari bayanganya.
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Selanjutnya jika matriks insidensi | dari graf &y dapat dipartisi kedalam empat
bagian dengan matriks nol terletak pada bagian pojok kanan atas, maka lipatan
graf mungkin dapat didefinisikan jika disetiap pemetaan f pada G, ke bayangan
f(G,) yang dikarakterisasi oleh matriks insidensi I' yang terletak pada bagian
pojok kiri atas I. Pemetaan ini dapat didefinisikan dengan memetakan:
(i) Titik v, j=7 +1,..,r ke titik v;, i =1,..,7; jika kolom ke
j dalam R sama dengan kolom ke i dalam I' setelah
menghilangkan nol dari kolom ke i.
(i) Garise, v=s5,+1,..,5ke garise;, L =1, ...,5, jika e, dan ¢,
insidensi.
Contoh 2.5
Diberikan ~ graf  bipartit  lengkap K33 dengan  himpunan titik
V(Ky3) = {vy,v,,v5,v,, 75,7} dan dipisah A = {vy,v5, v}, B = {vy, vy, },
dan himpunan garisnya E(K;3) = {ey.e,, €3.€4, €z, €., €4, €5, €5} Seperti Gambar
2.13.

Gambar 2.13 Graf bipartit lengkap K, 5

Selanjutnya akan dibentuk matriks insidensi | dari graf tersebut diatas.



Yy Vy Vg Vg Vg Vg
e&sf1 1 0 0 0 O
e2l0 1 1 0 0 0
esl0 0 1 1 0 0O

|=€]|0 0 0 1 0 0
eslo 0 0 1 1 0O
€11 0 0 0 1 1
€711 0 0 1 0 0
eslo0 1 0 0 1 0
eslo 0 1 0 0 1

Berdasarkan Definisi 2.12, matriks | diatas dapat dipartisi menjadi empat bagian
sedemikian sehingga mendapatkan bentuk seperti dibawabh ini.
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Berdasarkan matriks | yang telah diatur ulang letaknya maka didapat empat
bagian hasil partisi, didapatkan juga definisi pemetaan graf f: K;; — K35 yaitu:
i. fw)=v., flvy)=rv,.
ii. fle)=es fle)=es fles)=es fle)=es fles)=es  fleg)=eq

fles)=es  flea)=es  f(es)=es
Adapun ilustrasi gambar hasil pemetaanya adalah sebagai berikut.

Vs

Gambar 2.14 Hasil pemetaan graf K; 3 dengan matriks insidensi yang
menghasilkan f(Kj3)
Berdasarkan Definisi 2.12, Contoh 2.5 memiliki lipatan graf karena matriksnya
dapat dipartisi kedalam empat bagian sedemikian sehingga matriks nol terletak
pada bagian pojok kanan atas, dan lipatan graf dapat didefinisikan, karena terdapat

pemetaan f dari K5, ke bayangan f(K;;) yang dikarakterisasi oleh matriks



insidensi I' yang terletak pada bagian pojok kiri atas I. Oleh karena itu pemetaan
grafnya dapat didefinisikan dengan memetakan:
(i) Titik v, j=r +1,..,r ke titik v, i=1,..,n jika kolom ke
j dalam R sama dengan kolom ke i dalam I" setelah menghilangkan
nol dari kolom ke i.
(i) Garise, v=s5, +1,..,5ke garise;, L =1,...,5, jika e, dan e,

insidensi.

I1l. KESIMPULAN

Lipatan graf non-trivial dapat didefinisikan pada graf tree, graf bipartit,
graf bipartit lengkap dan graf sikel C,, dengan n genap, sedangkan lipatan graf
trivial dapat didefinisikan pada graf lengkap K,, dan graf sikel C,, dengan n ganijil.
Batas akhir lipatan graf pada graf tree, graf bipartit lengkap dan graf sikel C,
dengan n bernilai genap adalah sebuah garis. Graf sikel C,, dengan n bernilai
ganjil tidak memiliki lipatan graf non-trivial. Batas akhir dari graf G yang tidak
memuat sikel ganjil adalah sebuah garis. Batas akhir dari graf multiple (graf yang
terdiri dari garis berganda dan memiliki loop) yang tidak memuat sikel C5,,_4
adalah sebuah loop.

Kaitan antara matrik insidensi I dengan lipatan graf pada graf &, adalah
jika matriks insidensi | dari graf G, dapat dipartisi kedalam empat bagian yaitu I’
terletak di pojok kiri atas dan matriks nol @ di sebelah kananya, kemudian matriks
Q teletak dipojok kiri bawah, dan matriks R dipojok kanan bawah. Lipatan graf
dapat didefinisikan jika terdapat pemetaan f dari G; ke bayangan f(G;) yang

dikarakterisasi oleh matriks I".
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