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ABSTRACT. Theory of TM-algebra is a generalization of BCK-algebra and have
some relation with other algebra structures such BCH -algebra, BCI -algebra and
Q -algebra. G -part of TM -algebra and a p-semisimple TM-algebra are a class of
TM -algebra who have special conditions. As well as in the other algebra
structure, TM -algebra also has the concept of TM-subalgebra, TM-ideal and TM-
algebra homomorphism.

Keywords : BCH-algebra, BCl-algebra, BCK-algebra, Q-algebra and TM -algebra.

I. PENDAHULUAN

Suatu struktur aljabar merupakan himpunan tidak kosong dengan satu atau
lebih operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Selama ini mungkin
hanya diketahui grup dan ring saja yang merupakan salah satu contoh dari struktur
aljabar, ternyata masih banyak sekali struktur aljabar baru salah satunya yaitu TM-
aljabar. TM-aljabar merupakan generalisasi dari BCK-aljabar. BCK-aljabar
pertama Kkali diperkenalkan ke dalam matematika oleh Zahra M.Samaei,
Mohammad Ali N. Azadani dan Leila N. Ranjbar pada tahun 2011. TM-aljabar
pertama kali diperkenalkan ke dalam matematika olen Megalai, K and
Dr.A.Tamilarasi pada tahun 2011 [6].

Il. HASIL DAN PEMBAHASAN
Definisi 2.1[6] Misalkan X himpunan tidak kosong dengan operasi biner " = "
dan 0 sebagai elemen khusus. Triple (X,*,0) disebut TM-aljabar jika untuk setiap
x,y,z € X memenuhi aksioma-aksioma berikut
(TM1) x x 0 = x
(TM2)  (x * y)*(x *x2) = z * y.



Contoh :
Diberikan X = {0,1,2,3} dengan 0 sebagai elemen khusus dan dilengkapi dengan

operasi biner " = " sebagaimana diberikan oleh Tabel Cayley berikut ini.

W N = O
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Dari tabel di atas(X,* ,0)merupakan TM-aljabar.

Teorema2.2[6] Jika (X,x,0) adalah BCK-aljabar, maka (X,*,0) juga
merupakan TM-aljabar.
Bukti :

Diketahui (X,*, 0) suatu BCK-aljabar. Akan dibuktikan bahwa aksioma (TM1) dan
(TM2) yang dimiliki oleh TM-aljabar juga berlaku pada BCK-aljabar.
Diambil sebarang x,y,z € X, maka :
(TM1) x*0 = «x
Aksioma (TM1) terpenuhi.
(TM2) (x *y)*(x*2) =z=xy
Aksioma (TM2) terpenuhi
Kedua aksioma TM-aljabar telah terpenuhi, maka benar bahwa setiap BCK-aljabar
adalah TM-aljabar.

Proposisi 2.3[6] Misalkan (X,*,0) suatu TM-aljabar. Untuk setiap x,y €
X berlaku :

i) xxx=0

(i) (xy)xx=0xy

@iy xx*x(xx*xy) =y.



Bukti :
Misalkan (X, ,0) adalah suatu TM-aljabar.

(i) Akan dibuktikan x * x = 0. Diambil sebarang x € X sedemikian sehingga :

x*xx = (xx*0)*(x*0) dengan Aksioma (TM1)
= 0x0 dengan Aksioma (TM2)
=0 dengan Aksioma (TM1)

(i) Akan dibuktikan (x*y)*x =0=y. Diambil sebarang x,y €X

sedemikian sehingga :

(xxy)sx=(xx*xy)*(x=*0) dengan Aksioma (TM1)
= 0xy dengan Aksioma (TM2)
(iii) Akan dibuktikan x * (x * y) = y. Diambil sebarang x,y € X, sedemikian
sehingga :
xx(x*xy)=(x*0)*(x* y) dengan Aksioma (TM1)
= yx*0 dengan Aksioma (TM2)
=y dengan Aksioma (TM1).

Proposisi 2.4[6] Jika (X,*,0) adalah suatu TM-aljabar, maka untuk setiap
x,v,z € X berlaku (x *xy)xz = (x*2z) *y.
Bukti :
Diketahui (X,*,0) adalah TM-aljabar.
Akan dibuktikan bahwa (x * y) x z = (x * z) * y,V x,y,z € X. Diambil sebarang
x,y,Z € X maka:
(xxy)xz=(x*y)*[x*(x*2)]
= (x*z)xy

Definisi 2.5[6] Misalkan (X,*, 0) adalah TM-aljabar dan $merupakan himpunan
bagian tidak kosong dari X, $ dikatakan TM-subaljabar dari X jika untuk setiap
x,y € S berlaku x *y € S.



Definisi2.6[6] Misalkan (X,*,0) adalah TM-aljabar. G -bagian dari X
didefinisikanolen G(X) = {x € X |0 * x = x}.

Teorema2.7 Jika (X,*,0) TM-aljabar dan G(X) adalah G -bagian dari TM-
aljabar,maka G(X) merupakan TM-subaljabar.
Bukti :
Diketahui (X,*,0) adalah TM-aljabar dan Kemudian akan dibuktikan bahwa
G (X) merupakan TM-subaljabar.
Himpunan G (X) dikatakan TM-subaljabar jika untuk setiap x,y € G(X) maka
berlaku x * y € G(X) atau dengan kata lain akan dibuktikan bahwa 0 * (x * y) =
x = y. Diambil sebarang x € G(X) dan y € G(X), sehingga diperoleh :
0 (x*xy)= (0xx)x(0xy)

= xxy

Dengan demikian benar bahwa G (X) merupakan TM-subaljabar.

Definisi 2.8 [6] Misalkan (X,*,0) adalah suatu TM-aljabar, I himpunan bagian
tak kosong dari X. Himpunan I disebut ideal dari X jika memenubhi :

i) 0€el,

i) jikax *y € Idan y € I maka x € I, untuk setiap x,y € X.

Teorema2.9 Jika (X,x,0) TM-aljabar dan I adalah ideal dari X, maka I
merupakan TM-subaljabar.
Bukti :
Diketahui (X,*, 0) adalah TM-aljabar dan I adalah ideal dari X.
Himpunan I adalah ideal dari X maka :
1. 0 el.
2. Jikax » y eldany € maka x € 1.
Kemudian akan dibuktikan bahwa I merupakan TM-subaljabar.
Berdasarkan Definisi 3.16 (ii) dapat disimpulkan bahwa untuk setiap x,y €1

berlaku x * y € I. Dengan begitu himpunan I merupakan TM-subaljabar.



Definisi 2.10 [6] Misalkan (X,*, 0) adalah TM-aljabar, maka himpunan bagian
dari X yang didefinisikan oleh B(X) = {x € X |0 < x} disebut p-radikal dari X.
Jika B(X) = {0}, maka X adalah TM-aljabar p-semisederhana.

Proposisi 2.11[6] Misalkan (X,*,0) adalah suatu TM-aljabar. Himpunan B (X)
adalah ideal dari X.
Bukti :
Diketahui (X,*,0) adalah TM-aljabar. Kemudian akan dibuktikan bahwa B(X)
adalah ideal dari X.
B(X) dapat dikatakan ideal dari X bila memenuhi Definisi ideal.
1. 0 € BX).
Menurut Definisi 3.19, didefinisikan B(X) = {x € X | 0 < x} sehingga jika
diambil 0 € B(X) maka akan selalu memenuhi 0 * 0 = 0 atau dengan kata
lain 0 < 0. Dengan begitu benar bahwa 0 € B(X).
2. Jikax * y € B(X)dany € B(X) maka x € B(X).
Karena x * y € B(X) dan y e B(X), maka 0% (x*xy) =0 dan 0y = 0.
Selanjutnya,
O0x(x*xy)=0=0*x)*(0xy)=0

S 0xx)*x0=0

S 0x0)*xx=0

=0*xx=0
Karena 0 * x = 0, sehingga benar bahwa jika x * y € B(X) dan y € B(X)
maka x € B(X).

Proposisi 2.12 Misalkan (X,* ,0) TM-aljabar. G (X) adalah G-bagian dari TM-
aljabar dan B(X) merupakan TM-aljabar p-semisederhana, maka berlaku
kondisi berikut, G(X) n B(X) = {0}.

Bukti :

Diketahui (X,*,0) TM-aljabar dan G(X) = {x € X | 0 *x = x} , B(X) = {0}.
Akan ditunjukkan berlakunya kondisi G(X) n B(X) = {0}.



Berdasarkan Proposisi, kita tahu bahwa 0 € G(X) dan menurut yang diketahui
B(X) = {0}. Dengan demikian kondisi G(X) n B(X) = {0} terpenuhi.

Teorema 2.13 Misalkan (X,*,0) adalah suatu TM-aljabar. Himpunan B(X)
merupakan TM-subaljabar.

Bukti :

Diketahui (X,*,0) adalah TM-aljabar. Kemudian akan dibuktikan bahwa B(X)
merupakan TM-subaljabar.

Untuk membuktikan bahwa B(X) merupakan TM-subaljabar maka untuk setiap
X,y € B(X) berlaku x *y € B(X) atau dengan kata lain akan dibuktikan
bahwa 0 * (x * y) = 0. Dengan menggunakan Proposisi 3.5 (v) pada TM-aljabar

maka benar bahwa B(X) merupakan TM-subaljabar.

Definisi 2.14[6] Misalkan (X,*;,04) dan (Y,*,,0y) adalah TM-aljabar. Suatu

pemetaan f: X — Y disebut homomorfisma jika :
flxxy) =f(x) % f(¥),Vx,y € X.

Definisi 2.15[6] Misalkan f: X — Y adalah suatu homomorfisma dari TM-
aljabar, maka dapat didefinisikan image dari f yaitu f(X) ={f(x)|x € X }
dan petabalik f71(Y)={x €X|f(x) =y, Vy€eY}.

Proposisi 2.16[6] Misalkan f:X — Y adalah suatu homomorfisma dari TM-
aljabar, maka berlaku :
i) f(0x) =0y
i) Jika x *; vy =0y, Vx,y € X maka f(x) *, f(y) = Oy.
Bukti :
i) Misalkan f : X — Y adalah suatu homomorfisma TM-aljabar. Akan
dibuktikan bahwa f(0yx) = 0y, maka :
f(0x) = f(0x %, 0x) dengan Proposisi 3.2 (i)
= f(0x) =, f(0x) dengan Definisi 3.24



= 0y dengan Proposisi 3.2 (i)
i)  Misalkan f : X - Y adalah suatu homomorfisma TM-aljabar dan berlaku

x x, y = 0y, Vx,y € X. Diambil sebarang x,y € X maka :

F(x) %5 f(¥) = f(x *1y) dengan Definisi 3.24
= f(0x) yang diketahui
= 0y dengan Proposisi 3.26 (i)

Proposisi 2.17[6] Misalkan (X,x4,0,) dan (Y,x,,0,) adalah TM-aljabar dan B
adalah ideal dari Y. Jika f: X —» Y adalah homomorfisma TM-aljabar, maka
f~Y(B) adalah ideal dari X.
Bukti :
Diketahui (X,x;,0,) dan (Y,*;,0,) adalah suatu TM-aljabar dan f:X —>Y
adalah homomorfisma TM-aljabar serta B adalah ideal dari Y. Akan dibuktikan
bahwa f~1(B) adalah ideal dari X.
Karena B ideal dari Y maka :
i) 0,€B
i) Jikaf(x=*,y) € Bdan f(y) € Bmaka f(x) € B
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa f~1(B) adalah ideal dari X, dimana:
fB)={x €X|f(x) = y, Vy € B}.
Himpunan f~1(B) dikatakan ideal dari X jika memenuhi Definisi 3.16 :
1. 0,€fYB).
f~1(B) # @, sebab f(0,) =0, € B, maka0, € f~'(B).
2. Jikax#* yef}(B)danye f1(B) makax € f~1(B) sehingga berlaku
f(x*;y) € Bdan f(y) € B. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
x € f~1(B).
Karena B ideal dan f(y) € B maka f (x) € B yang berakibat x € f~1(B).



Kedua aksioma ideal TM-aljabar terpenuhi dengan demikian terbukti bahwa
f~1(B) ideal dari X.

111.KESIMPULAN

Dari pembahasan yang telah diuraikan dapt disimpulakan bahwa teori TM-
aljabar merupakan perumuman BCK-aljabar. TM-aljabar juga berkaitan dengan
struktur aljabar yang lain seperti BCH-aljabar, BCl-aljabar, dan Q-aljabar.
Beberapa konsep dalam  TM-aljabar  masing-masing saling mempunyai
keterkaitan.Seperti halnya B(X) yaitu TM-aljabar p-semisederhana yang juga
merupakan TM-subaljabar. Konsep G(X) yang merupakan G-bagian dari TM-
aljabar juga mempunyai kaitan dengan konsep yang lain seperti TM-subaljabar
dan ideal TM-aljabar. Kaitan antara G(X) dengan TM-subaljabar dan ideal TM-
aljabar bisa dijadikan sebuah teorema yang menyatakan bahwa setiap G(X) juga
merupakan TM-subaljabar, begitu pula kaitan antara G(X) dengan ideal TM-

aljabar.
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