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ABSTRACT. Let G=(V,E) be a path graph and star graph with simple, finite, 

connected, and undirected graph with p vertices and q edges. A graph H is said to 

be a supersubdivision of G if H is obtained from G by replacing every edge ie  of 

G by complete bipartite graph      
 for some im ,       in such a way that 

the ends ie  are merged with the two vertices of the 2-vertices part of      
 after 

removing the edge ie  from G. A supersubdivision H of G  is said to be an 

arbitrary supersubdivision of G if every edge of G is replaced by an arbitrary 

     where m may vary for each edge arbitrarily. A arbitrary supersubdivision of 

path and star is said cordial if admits cordial labeling. A arbitrary 

supersubdivision of path and star is said graceful if injection from the vertices of 

 qGVf ,...,2,1,0)(:   such that label of every edge are distinct.  

Key words: cordial labeling, graceful labeling, supersubdivision of graphs, 

arbitrary supersubdivision of graphs, path, and star. 

 

 
 

 

 

I. PENDAHULUAN  

Pelabelan graf adalah suatu pemberian nilai (dengan bilangan bulat positif) pada 

titik atau sisi dari graf atau keduanya sehingga memenuhi kondisi tertentu. 

Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sadlàčk (1964), kemudian Stewart 

(1966), Kotzig dan Rosa (1970). Ada banyak jenis pelabelan yang telah 

dikembangkan, diantaranya adalah pelabelan graceful. Dalam pengembangan 

pelabelan graceful, dikenal pula pelabelan cordial. Graf arbitrary 

supersubdivision dapat dilabeli dengan pelabelan cordial dan graceful. 

 

II. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Definisi 2.1. [11] Graf H dengan himpunan titik  nvvvv ,...,,, 321  dan himpunan 

sisi  neeee ,...,,, 321  disebut supersubdivision pada G jika H adalah graf yang 



diperoleh dari G dengan mengganti setiap sisi ie  pada G menjadi graf bipartit 

lengkap      
 untuk beberapa im  dimana       sedemikian sehingga titik - 

titik ujung ie  digabung dengan 2 titik dari titik      
 setelah menghapus sisi ie  

pada graf G. 

Contoh  

v1 v2

e1

 

 

Gambar di atas ditunjukan sebuah Path    dengan titik        dan sisi   . 

Sisi    pada Path      untuk 21 m , akan diganti menjadi graf bipartit lengkap 

    . Sedemikian sehingga akan menjadi graf supersubdivision sebagai berikut. 

 

v1 v2

 

 

Definisi 2.2 [11] Supersubdivision H pada graf G dikatakan arbitrary 

supersubdivision pada G  jika setiap sisi G diganti dengan graf bipartit lengkap 

     dimana   bilangan bulat positif dan   boleh berbeda untuk setiap sisi dari 

G. 

Contoh 

 

v1 v2 v3 v4 v5 v6

e1 e2 e3 e4 e5

 

Pada gambar di atas ditunjukan sebuah Path    dengan titik             

  ,          dan sisi               . Bila sisi    pada path    diganti dengan 



sebarang      misalkan 2,6,4,1,5 54321  mmmmm . Maka diperoleh 

graf arbitrary supersubdivision sebagai berikut. 

v1 v2 v3 v4 v5 v6

 
 

Definisi 2.3 [11] Misal G = (V(G),E(G)) merupakan suatu graf. Pemetaan 

             disebut dengan pelabelan titik biner pada G dan      disebut 

label titik v pada G. 

Untuk sisi     , pelabelan sisi induced adalah pemetaan  1,0)(:* GEf   

yang didefinisikan dengan )()()(* vfufef  . 

Contoh 

V1 V2

V3

V4V5

V6 1

1
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0 0

0

0

0

1 1

1

 

Definisi 2.4 [11] Pelabelan titik biner pada graf G disebut pelabelan cordial jika 

memenuhi 1)1()0(  ff vv  dan 1)1()0(  ff ee . Graf G  disebut cordial jika 

memenuhi pelabelan cordial. 

Banyaknya titik pada G yang berlabel 0 dan 1 dinotasikan berturut-turut dengan 

      dan       . Banyaknya sisi pada G yang berlabel 0 dan 1 dinotasikan 

berturut-turut dengan       dan       . 

Contoh 

V1 V2

V3

V4V5

V6 1

1

1

0

0 0

0

0

0

1 1

1

 



Teorema 2.5[11] Arbitrary supersubdivision pada graf    adalah cordial. 

Bukti. 

Misal path    dengan himpunan titik                 dan    merupakan sisi 

yang menghubungkan titik    dengan       dimana        . Graf G adalah 

arbitrary supersubdivision pada graf    yang diperoleh dengan mengganti sisi    

pada path    dengan graf bipartit lengkap      
;  dimana    adalah bilangan bulat 

positif. Himpunan titik - titik bipartit lengkap      
 dinotasikan dengan      ; 

       ,       . 

Pelabelan titik f : V(G) → {0,1} dibagi menjadi 2 kasus yaitu sebagai berikut. 

Kasus 1, n genap 

Pelabelan titik    pada graf arbitrary supersubdivision didefinisikan sebagai 

berikut. 

ni
i

i
vf i 









 1 
genap untuk  1

ganjil untuk  0
)(   

Pelabelan titik              ,         dilakukan secara berselang-

seling 0 dan 1 dimulai dari 0. 

Banyaknya titik      untuk n genap didefinisikan sebagai berikut. 





1

1

1321 ...
n

ni mmmmm   

Dari rumusan banyaknya titik      yang diperoleh, dibagi menjadi 2 kasus sebagai 

berikut. 

Subkasus 1,   genap 

Banyaknya titik pada arbitrary supersubdivision graf    yang berlabel 0 dan 1 

adalah 

222
)1()0(

 


nn
vv ff  

Subkasus 2,   ganjil 

Banyaknya titik pada graf arbitrary supersubdivision yang berlabel 0 dan 1 adalah 

2

1

2

1

2
1)1()0(







 nn
vv ff  



Karena pelabelan iv  berselang – seling antara 0 dan 1 demikian juga pelabelan 

     juga berselang – seling antara 0 dan 1, dan karena pelabelan sisi e = uv, 

didefinisikan dengan )()()( vfufef  , maka hal ini berakibat 

 )1()0( ff ee . Sehingga, 0)1()0(  ff ee . 

Kasus 2, n ganjil 

Pelabelan titik    pada graf arbitrary supersubdivision didefinisikan sebagai 

berikut. 

ni
i

i
vf i 









 1 
genap untuk  1

ganjil untuk  0
)(  

Pelabelan titik      adalah sebagai berikut. Pelabelan titik              , 

        dilakukan secara berselang - seling 0 dan 1 dimulai dari 1.  

Banyaknya titik      untuk n genap didefinisikan sebagai berikut. 





1

1

1321 ...
n

ni mmmmm   

Dari rumusan banyaknya titik      yang diperoleh, dibagi menjadi 2 kasus sebagai 

berikut.. 

Subkasus 1,   genap 

Banyaknya titik pada graf arbitrary supersubdivision yang berlabel 0 dan 1 adalah 

2

1

22

1
1)1()0(
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Subkasus 2,    ganjil 

Banyaknya titik pada graf arbitrary supersubdivision yang berlabel 0 dan 1 adalah 

2
1

2

1

2

1
)1()0(

 








nn
vv ff  

Karena pelabelan iv  berselang – seling antara 0 dan 1 demikian juga pelabelan 

     juga berselang – seling antara 0 dan 1, dan karena pelabelan sisi e = uv, 

didefinisikan dengan )()()( vfufef  , maka hal ini berakibat 

 )1()0( ff ee . Sehingga, 0)1()0(  ff ee .                                       



Dari kedua kasus di atas dapat dirangkum kondisi titik dan sisi arbitrary 

supersubdivision pada graf    . 

n α Syarat Titik Syarat Sisi 

genap 
genap )1()0( ff vv    )1()0( ff ee   

ganjil 1)1()0(  ff vv   )1()0( ff ee   

ganjil 
genap 1)1()0(  ff vv   )1()0( ff ee   

ganjil )1()0( ff vv    )1()0( ff ee   

 

Contoh 

v1 v2        v3 v4 v5 v6

e1 e2 e3 e4 e5

 

Path    

Tiap sisi    akan diganti dengan graf bipartit lengkap 
imK ,2 ,   =2,3,4,5,6. 

Sehingga graf    berubah menjadi graf arbitrary supersubdivision berikut. 

v1 v2 v3 v4 v5 v6
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Setelah melalui proses pelabelan titik    dan titik      kemudian 

dilanjutkan dengan pelabelan sisi, maka diperoleh pelabelan arbitrary 

supersubdivision pada graf    adalah sebagai berikut. 
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Pada pelabelan titik dan sisi di atas, diperoleh                  dan        

          . 

 

Teorema 2.6 [11] Arbitrary supersubdivision pada graf      adalah cordial. 

Bukti: 

 Misal                 merupakan himpunan titik pada      ,   adalah 

titik puncak dan    merupakan sisi yang menghubungkan titik    dengan    

dimana      .  Graf G adalah graf arbitrary supersubdivision dari      yang 

diperoleh dengan mengganti sisi    pada      dengan graf bipartit lengkap      
 

dimana    adalah bilangan bulat positif. Himpunan titik - titik bipartit lengkap 

     
 dinotasikan dengan     ;             . 

Pelabelan titik              pada graf arbitrary supersubdivision 

didefinisikan sebagai berikut. 

         

       ,       

Pelabelan titik                     dilakukan dengan memberi 

label 0 pada n titik pertama dan sisanya dilanjutkan pemberian label secara 

berselang - seling 0 dan 1 dimulai dari 1. 

 Banyaknya titik      pada arbitrary supersubdivision graf      

didefinisikan sebagai berikut. 

 
n

ni mmmmm
1

321 ...  

Dari rumusan banyaknya titik      yang diperoleh, banyaknya label titik 

dan sisi dibagi menjadi 2 kasus sebagai berikut. 

Kasus 1,   genap 

Banyaknya titik  pada arbitrary supersubdivision graf      yang berlabel 0 dan 1 

didefinisikan sebagai berikut. 

Untuk 

   genap maka diperoleh 



2

2
1)1()0(




n
vv ff  

   ganjil maka diperoleh 

2

1
)1()0(




n
vv ff  

Karena banyaknya titik pada iv  dan      yang berlabel 0 dan 1 sama, dan 

karena pelabelan sisi e = uv, didefinisikan dengan )()()( vfufef  , maka hal 

ini berakibat  )1()0( ff ee . Sehingga, 0)1()0(  ff ee .                                       

Kasus 2,   ganjil 

Banyaknya titik  pada arbitrary supersubdivision graf      yang berlabel 0 dan 1 

didefinisikan sebagai berikut. 

Untuk 

   genap maka diperoleh 

             
2

1n
 

   ganjil maka diperoleh 

                    
2

2n
 

. Karena banyaknya titik pada iv  dan      yang berlabel 0 dan 1 sama, dan 

karena pelabelan sisi e = uv, didefinisikan dengan )()()( vfufef  , maka hal 

ini berakibat  )1()0( ff ee . Sehingga, 0)1()0(  ff ee .                                       

Dari kedua kasus di atas dapat dirangkum kondisi titik dan sisi arbitrary 

supersubdivision pada graf      . 

 

n α Syarat Titik Syarat Sisi 

genap 
genap 1)1()0(  ff vv   )1()0( ff ee   

ganjil )1()0( ff vv    )1()0( ff ee   

ganjil 
genap )1()0( ff vv    )1()0( ff ee   

ganjil 1)1()0(  ff vv   )1()0( ff ee   

 



Contoh 

v1

e1

v2v3

v0

e2e3

 

Graf      

 

Tiap sisi    akan diganti dengan graf 

bipartit lengkap 
imK ,2 ,   =2,3,4. 

Sehingga graf      berubah menjadi 

graf arbitrary supersubdivision 

berikut. 

v1

v0

v3 v2
 

Setelah melalui proses 

pelabelan titik    dan titik      

kemudian dilanjutkan dengan 

pelabelan sisi, maka diperoleh 

pelabelan arbitrary supersubdivision 

pada graf      adalah sebagai berikut. 
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Pada pelabelan titik dan sisi diatas, 

diperoleh         ,         , dan 

                 

 

 

Definisi 2.7 [4] Pelabelan graceful pada graf G adalah pemetaan injektif 

 qGVf ,...,2,1,0)(:   sedemikian sehingga jika label sisi e = uv didefinisikan 

dengan )()()( vfufef  , maka label setiap sisi akan berbeda. 

Dengan demikian, pelabelan graceful merupakan salah satu bentuk pelabelan pada 

titik sedangkan label sisinya menjadi akibat dari adanya label titik. 

Teorema 2.8 [10] Arbitrary supersubdivision pada graf    adalah graceful. 



Bukti: 

Misal graf    dengan himpunan titik                 dan    merupakan sisi yang 

menghubungkan titik    dengan        dimana        . Graf G adalah graf 

arbitrary supersubdivision dari path    yang diperoleh dengan mengganti sisi    

pada path    dengan graf bipartit lengkap      
;  dimana    adalah bilangan bulat 

positif. Himpunan titik - titik bipartit lengkap      
 dinotasikan dengan     ; 

            , dan   merupakan banyaknya sisi pada arbitrary 

supersubdivision graf   . 

Banyaknya titik      pada graf  arbitrary supersubdivision didefinisikan sebagai 

berikut. 

 
n

ni mmmmm
1

1321 ...  

Banyaknya sisi pada graf  arbitrary supersubdivision didefinisikan sebagai 

berikut. 

                       

Pelabelan dilakukan pada setiap graf supersubdivision dari    secara berurutan 

untuk masing - masing   dimana         yang ditunjukan pada gambar 

berikut ini. 

 

i-1 i

Ni



Ni-2

Ni-4

Ni-2(mi-2)

Ni-2(mi-1)
 

 

Label titik pada graf supersubdivision      
 di atas didefinisikan sebagai berikut. 

     

                                                 



Label titik pada masing – masing      
 adalah berbeda untuk         dan 

memenuhi pemetaan injektif                    sedemikian sehingga untuk 

setiap sisi    mempunyai label sisi             yang semuanya berbeda juga. 

Contoh 

v1 v2 v3 v4 v5

e1 e2 e3 e4

 

Path    

Tiap sisi    akan diganti dengan graf bipartit lengkap      
,    = 3,2,5,4. 

Sehingga graf    berubah menjadi graf arbitrary supersubdivision berikut. 

v1 v2 v3 v4 v5

v’1

v’2

v’3

v’4

v’5

v’6

v’7

v’8

v’9

v’10

v’11

v’12

v’13

v’14

 

Setelah melalui proses pelabelan titik    dan titik      kemudian 

dilanjutkan dengan pelabelan sisi, maka diperoleh pelabelan graceful arbitrary 

supersubdivision pada graf     adalah sebagai berikut. 
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Label titik arbitrary supersubdivision pada graf    memenuhi pemetaan injektif                     

                    sedemikian sehingga untuk setiap sisi  mempunyai label 

sisi  yang semuanya berbeda juga. 

Teorema 2.9 [6] Arbitrary supersubdivision pada graf      adalah graceful. 

Bukti: 

 Misal                 merupakan himpunan titik pada      ,   adalah 

titik puncak dan    merupakan sisi yang menghubungkan titik    dengan    



dimana      .  Graf G adalah arbitrary supersubdivision dari graf      yang 

diperoleh dengan mengganti sisi    pada      dengan graf bipartit lengkap      
 

dimana    adalah bilangan bulat positif. Misalkan     merupakan titik       
dan 

                   . 

Banyaknya titik     pada graf  arbitrary supersubdivision didefinisikan sebagai 

berikut. 


n

im
1

  =                

Banyaknya titik pada graf arbitrary supersubdivision didefinisikan sebagai 

berikut. 

                

Banyaknya sisi pada graf arbitrary supersubdivision didefinisikan sebagai berikut 

              

Pelabelan graceful titik    pada graf arbitrary supersubdivision didefinisikan 

sebagai berikut. 

        

           

   

   

                

        

Pelabelan titik    pada graf arbitrary supersubdivision didefinisikan sebagai 

berikut. 

                           

Llabel titik    dan titik     adalah berbeda untuk      ,         

            dan memenuhi pemetaan injektif                    

sedemikian sehingga untuk setiap sisi    mempunyai label sisi             

yang semuanya berbeda juga. 

 

 

 

 



Contoh 

v0

v6 e6
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v3

v4v5
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e5 e4

v7

e7

 

Graf      

Tiap sisi-sisi    akan diganti dengan 

graf bipartit lengkap      
,    

=2,3,3,4,4,5,5. 
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Setelah melalui proses 

pelabelan titik    dan titik    , maka 

diperoleh pelabelan graceful arbitrary 

supersubdivision pada graf       

adalah sebagai berikut. 
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Label titik pada arbitrary 

supersubdivision graf      memenuhi 

pemetaan injektif        

             sedemikian sehingga 

untuk setiap sisi  mempunyai label sisi  

yang semuanya berbeda juga. 

 

 

III. KESIMPULAN 

Dari pembahasan yang telah diuraikan, dapat diambil kesimpulan bahwa 

Arbitrary supersubdivision pada graf path dan star dapat dilabeli dengan 

pelabelan cordial dan graceful. 
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