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ABSTRAK. Suatu I -semigrup merupakan generalisasi dari semigrup. Diberikan dua himpunan
tak kosong M dan I~ , M disebut I~ -semigrup jika terdapat pemetaan M xI" xM — M vyaitu
(a,7,b)—>ayb dan memenuhi (ayb)uc=ay(buc) untuk setiap a,b,ceM dan
y,lhel . Subl -semigrup B dari [ -semigrup M disebut bi- /" -ideal dari M jika

BI'M I B < B. Jika M adalah I -semigrup dengan elemen nol, maka setiap bi- I -ideal dari
M memuat elemen nol. I -semigrup M merupakan bi-simple- I -semigrup jika dan hanya jika
M =mI"MI'm untuk semua me M . Bi-I -ideal B dari I -semigrup M merupakan
minimal bi- I -ideal dari M jika dan hanya jika B merupakan bi-simple- 1" -semigrup.

Kata kunci : I -semigrup, bi- I -ideal, elemen nol, minimal bi- /" -ideal,
bi-simple- I -semigrup
I. PENDAHULUAN

Semigrup pertama kali diperkenalkan oleh A.K. Suchkewitsch pada tahun
1928. Himpunan tak kosong dengan satu operasi biner yang memenuhi sifat
asosiatif membentuk suatu struktur aljabar yang disebut semigrup. Pada tahun
1952 R.A.Good dan D.R.Hughes memperkenalkan konsep bi-ideal pada
semigrup. Misalkan S adalah semigrup dan B adalah subsemigrup dari S, maka B
disebut bi-ideal dari S jika BSBc B.

Pada tahun 1981, M.K. Sen memperkenalkan konsep 1" -semigrup yang
merupakan pengembangan dari semigrup. yaitu diberikan dua himpunan tak
kosong M dan 7", M disebut I" -semigrup jika terdapat pemetaan Sx/I"xS — S,
didefinisikan dengan (a,y,b)+—>ayb yang memenuhi aybeS dan
ayb(uc) =ay(bpuc) untuk semuaa,b,ceS dan y,pe I". Pada semigrup terdapat

bi-ideal semigrup. Pada I -semigrup juga terdapat konsep bi-ideal yaitu
bi- I" -ideal pada 7" -semigrup. Suaru himpunan tak kosong Q dari I" -semigrup
M disebut quasi- I" -ideal dari M jika MI'QN"QI'M < Q

Dalam paper ini akan dibahas mengenai bahwa setiap I -ideal pada
I -semigrup merupakan quasi- /" -ideal pada I -semigrup tersebut, setiap
quasi- I" -ideal pada 7" -semigrup juga merupakan bi- I" ideal pada I -semigrup
tersebut serta setiap 7" -ideal pada I -semigrup juga merupakan bi- /" -ideal pada



I -semigrup  tersebut.  Selain itu juga akan dibahas mengenai

bi-simple- I -semigup dan minimal bi- I" -ideal dari " -semigrup.

I1. HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam bab ini akan membahas mengenai 7" -semigrup dan bi- 7" -ideal dan
sifat-sifatnya.
2.1 I -semigrup
Definisi 2.1. [9] Diberikan dua himpunan tak kosong M dan 7. Himpunan M
disebut " -semigrup jika terdapat pemetaan M x I" x M — M yang didefinisikan
dengan (a,y,b)— ayb dan memenuhi (ayb)uc = ay(bpc) untuk setiap
a,b,ceMdan y,perl .

b
Contoh 2.1 Misalkan M :{(i d]|a,b,c,d eZz} dan

0
F:{(é ]|x,yeZ2}dengan Z,adalah himpunan bilangan bulat modulo 2.
y

Diberikan pemetaan MxI'xM — M yang didefinisikan dengan

(C..7,.C,)»CyC, untuk setiap C,C,eMdan yel . Untuk setiap
C.C,.C,eM dan y,perl" berlaku CyC,eM dan (CyC,)uC,=C(C,uC,).

Sehingga M adalah 1" -semigrup.
Contoh 2.2 Misalkan (S,*) adalah sebarang semigrup dan 7" adalah sebarang
himpunan tak kosong. Diberikan pemetaan SxI"xS — S yang didefinisikan

dengan (a,;/,b)l—> ayb = a*b untuk setiap a,beS. Karena (S,*) adalah
semigrup maka a*beS dan (a*b)*c=a*(b*c). Lalu pemetaan
ayb=a*beS dan (ayb)uc=(a*b)*c=a*(b*c)=ay(bpc)untuk setiap
a,b,ceS dan y,pe I". Sehingga (S,*) adalah 1" -semigrup.

Definisi 2.2. [3] Misalkan M adalah 7" -semigrup. Sebuah elemen 0e M yang
mengakibatkan Oya=ay0= 0 untuk setiap ae M dan y € I" disebut elemen nol

dari M. Suatu 7" -semigrup M disebut 7" -semigrup dengan elemen nol jika

memuat elemen nol.



Definisi 2.3. [9] Misalkan M adalah I -semigrup dan K adalah himpunan tak
kosong dengan K< M, K disebut sub 7" -semigrup dari M jika KI'K cK

dengan KI'K ={xyy|x,yeK danyerl}.
Contoh 2.3 Diberikan M =[0,1] cRdan I" = {iz| ne N}. Diberikan pemetaan
n

M xI"xM — M yang didefinisikan dengan (x,;/,y) — Xyy untuk setiap

X,yeM dan y eI". Untuk setiap x,y,ze M dan y,ue " berlaku xyy e M dan
(Xyy)uz =xy(yuz) . Sehingga M adalah I" -semigrup. Misalkan K :[O,ﬂ M.
Untuk setiap a,beK dan yel" maka aybeK. Dengan demikian
KI'K = [0%} c K . Jadi, K adalah sub I" -smigrup dari M.

Definisi 2.4. [9] Himpunan bagian tak kosong | dari I" -semigrup M disebut
I -idealdariM jika MI'l cl dan IT'M cI.

Definisi 2.5. [4] Himpunan bagian tak kosong Q dari 7" -semigrup M disebut
quasi- I" -ideal dariM jika MI'Q N QI'M Q.
Contoh 2.4 Diberikan [ -semigrup M seperti pada Contoh 2.1 vyaitu

b 0
M :{(: d]|a,b,c,d eZz} dan F:{(é ]|x,yeZ2}dengan Z,adalah
y

himpunan bilangan bulat modulo 2. Diberikan pemetaan M xI"xM — M yang

didefinisikan dengan (C,,7,C,) C,yC, untuk setiap C,,C,eMdan yeI .

Misalkan Q = PO |peZ,; maka MI'Q= axp 0 |axp,cxp e Z, ; dan
00 ? cxp O

QI'Mm :{( pz)(a p;b]| pxa, pxb eZz}Sehingga

MI'QNQI'M :{(agp 8]|axpeZ2} c Q. Jadi Q adalah quasi- I" -ideal dari

M.



Teorema 2.6. [9] Misalkan M adalah I" -semigrup. Setiap 7~ -ideal kiri, 1" -ideal
kanan dan I" -ideal dari M merupakan quasi- " -ideal dari M.

Bukti

Misalkan L adalah 7 -ideal Kiri dari M maka MI'L cL. Kemudian
MI'LNLI'M cMI'LcL. Didapat MI'L n LI'M c L, sehingga L adalah
quasi- I" -ideal dari M. Misalkan R adalah 7" -ideal kanan dari M  maka

RI'M cR. Kemudian MI'RNRI'M c RI’'M cR. Didapat
MI'R n RI'M < R, sehingga R adalah quasi- /" -ideal dari M. Misalkan | adalah
I -ideal dari M maka II'M c | dan MI'l <. Kemudian

MIINITM cMINInNnIIT'Mc | n Icl. Didapat MI'I nIT'M c 1,
sehingga | adalah quasi- " -ideal dari M.

Kebalikan dari teorema ini tidak berlaku, karena terdapat quasi- I~ -ideal
yang bukan I -ideal kiri. Untuk memperjelas hal tersebut akan diberikan contoh
sebgai berikut.

Contoh 2.5 Diberikan quasi- /" -ideal Q seperti pada Contoh 2.4. Misalkan

C—11M —10FdanT—10QmakaCT—10Q
Tl 7o 1S “lo o€ A N L

Dengan demikian M 1"Q ¢ Q, sehingga Q bukan ideal Kiri dari M.

2.2 Bi-I" -ideal dan sifat-sifatnya
Definisi 2.7 [5] Misalkan M adalah I" -semigrup dan B adalah sub I" -semigrup
dari M. Sub I" -semigrup B disebut bi- I" -ideal dari M jika BI'MI'B c B, yaitu

untuk setiap a,ce B, be M dan y,peI” maka (ayb)uceB.

Contoh 2.6
Diberikan sub I" -semigrup M seperti pada Contoh 2.3 dengan M = [0,1] < R dan

r= {nizl ne N}. Diberikan pemetaan M xI"xM — M yang didefinisikan
dengan  (X,7, y) - Xyy untuk setiap Xx,yeMdan yel . Misalkan

K :[O,ﬂgM. Misal diambil sebarang a,ceK, beM, y:izel“dan
p



abc
2q2

VI :iz e " berlaku (ayb)uc= eM sehingga KI'MI'K :[0,%} cK.
q

Jadi, K adalah bi- 7" -ideal dari M.

Teorema 2.8 [9] Jika I -semigrup M memuat elemen nol dari M maka setiap
bi- I" -ideal dari M memuat elemen nol dari M.

Bukti

Diberikan M adalah I" -semigrup yang memuat elemen nol x dari M sedemikian
sehingga Xyy=yyX=X, untuk setiap y € M dan yel .
Andaikan B adalah bi - I" -ideal yang tidak memuat elemen nol x dari M (x ¢ B)

maka untuk setiap a,ceB, beMdan y,uel’” berlaku (ayb)uceB.
Untuk xeM maka (a;/x)uc:xuc:x, karena x adalah elemen nol dari M.

Terjadi kontradiksi yaitu (a;/x)uc:ng. Berarti pengandaian salah. Yang
benar B adalah bi- I" -ideal yang memuat elemen nol dari M .
Teorema 2.9 [5] Misalkan A adalah himpunan bagian tak kosong dari

I -semigrup M dan(A)b merupakan bi- I" -ideal terkecil yang memuat A. Maka
(A),= AUACAUAI'MTIA. Selanjutnya (A), merupakan bi- /" -ideal dari M

yang dibangun oleh A.
Bukti

Misalkah B = AUAC'AUAI'MI'A maka AcB. Kemudian
BI'B=(AUAIAUAICMIA)T (AUACAUACMIA)c ACAU ACMT A
cB. Sehingga B adalah sub I -semigrup. Selanjutnya,
BI'MI'B = (AUACAUATMIA)YTM I (AUACAUATCMIA)
c AI'M T A cB. Jadi, B adalah bi- I" -ideal dari M.

Misalkan C adalah bi- I" -ideal dari M yang memuat A sehingga C adalah
sub I" -semigrup dari M danCI'MI'C cC . Karena C adalah sub I" -semigrup
dari M dan AcC, maka A"Ac C . Karena C adalah bi- I" -ideal dari M dan
AcC, maka AI'MI"AcC. Oleh karena itu AUACAUAIMI'AcC.
Sehingga B < C. Dengan demikian B = (A), = AUAICAUAI'M T A adalah
bi- I" -ideal terkecil dari M yang memuat A.



Contoh 2.7 Diberikan I"-semigrup M seperti pada Contoh 2.3 dengan

M = [0,1] cRdan I = {iz [ne N} . Diberikan pemetaan
n

M xI"xM — M yang didefinisikan dengan (x,;/,y) — Xyy untuk setiap

x,yeMdan yel'. Misalkan A:E,ﬂgM. Kemudian  didapat
1 1 1 1 1 1 1 1

N ESE AN N P g
25 16 100 64 225 144 25n° 16n

AI'M FA:[O,%}. Sehingga bi- I" -ideal dari M yang dibangun dari A adalah
(A)b:Au ArCAUATM FA:E,%} ) [0%}
Teorema 2.10 [1] Diberikan I" -semigrup M . Setiap quasi- I" -ideal dari M juga
merupakan bi- I" -ideal dari M.

Bukti

Misalkan M adalah I -semigrup dan Q adalah quasi- I" -ideal dari M, maka
QcMdan MI'Q mQI'Mm cQ.

QIrMrQ=((QIrM)rQnQr(Mrq))
c((QrM)rMm nMr(MraQ))
=(Qr (MI'M)n(MI'M)IQ)
cQIrMNMIQ
cQ,

Karena QI'MI"'Q < Q, maka Q adalah bi- I" -ideal dari M .

Kebalikan dari teorema ini tidak berlaku karena terdapat bi- I -ideal yang
bukan merupakan quasi- /" -ideal. Untuk memperjelas hal tersebut akan diberikan
contoh sebgai berikut.

11

Contoh 2.8 Diberikan (A)b:[B,4

} U [0%} adalah  bi-I" -ideal dari

I -semigrup M seperti pada Contoh 2.7 dengan M = [0,1] < Rdan



r= {nizl ne N}. Diberikan pemetaan M xI"xM — M yang didefinisikan

dengan (x,y,y)|—> Xyy untuk setiap x,ye M dan y el". Kemudian didapat
1 1 .

(A),I'M :[O,Z} dan MI"(A) :[0,—} sehingga

(A)bFM mMF(A)b:[O,ﬂg(A)b. Jadi (A)b bukan  merupakan

quasi- I" -ideal dari " -semigup M

Teorema 2.11 [9] Diberikan M adalah " -semigrup. Setiap I -ideal Kiri atau
I -ideal kanan atau 7" -ideal (kiri dan kanan) adalah bi- 7" -ideal dari M.

Bukti

Misalkan M adalah 7" -semigrup dan L adalah I -ideal kiri dari M, maka
LcMdan ML < L. Kemudian

LIMI'L = (LI (ML) (LIM) L)
c(MIr(MrL)), karena Lc M
c MFLm(LFM)FM , karena L adalah 7" -ideal kiri dari M

cMI'L

cL , Ladalah I" -ideal kiri dari M.
Karena diperoleh LI'MI'L c L, maka L adalah bi- 7" -ideal dari M.
Dengan cara yang sama akan diperoleh setiap I -ideal kanan atau I -ideal
adalah bi- I" -ideal dari M.

Kebalikan dari teorema ini tidak berlaku karena terdapat bi- I~ -ideal yang

bukan merupakan I -ideal. Untuk memperjelas hal tersebut akan diberikan
contoh sebgai berikut.

Contoh 2.9 Diberikan (A)bz[é,ﬂu[o,ﬂadalah bi- I" -ideal  dari

I -semigrup M seperti pada Contoh 2.7 dengan M = [0,1] < Rdan

r= {nizl ne N}. Diberikan pemetaan M xI"xM — M yang didefinisikan



dengan (x,y,y)|—> Xyy untuk setiap x,ye M dan y el". Kemudian didapat

(A)bFM :[O,ﬂ G (A)b. Jadi, (A)b bukan I" -ideal kanan dari M.

Definisi  2.12 [5] Misalkan M adalah  7I"-semigrup, M disebut
bi-simple- I" -semigrup jika tidak ada C < M sedemikian sehingga C adalah
bi- I -ideal dari M. Kalaupun ada C < M sedemikian sehingga C adalah
bi- I" -ideal dari M maka C =M.

Teorema 2.13 [5] Misalkan M adalah 7" -semigrup, maka M merupakan
bi-simple- I -semigrup jika dan hanya jika M = mI"M I'm untuk VmeM .

Bukti

=)

Diketahui M adalah bi-simple- I" -semigrup. Misalkan me M , maka mI"MI'm
adalah bi- I" -ideal dari M karena mI"M I'm adalah sub- I" -semigrup dari M
damn memenuhi (MI"'MI'm) I’'MI" (m'MI'm)c (m"MI'm). Karena M

adalah bi-simple- I -semigrup serta mI’'MI'm <M dengan mI"MI'm adalah
bi- I" -ideal dari M , maka dari Definisi 2.11 didapat M =mI"M I'm.

(<)

Diketahui M = (mI"'MI'm). Misalkan B adalah bi- /" -ideal dari M, maka
BcM. Misalkkan beB, maka beMkarena Bc M, sehingga
M =bI'MTI'bc BI'MI'B cB. Diperoleh M < B. karena BcMdan M < B
mengakibatkan B = M, maka M adalah bi-simple- I" -semigrup.

Definisi 2.14 [5] Diberikan M adalah 7" -semigrup dan B adalah bi- I" -ideal dari
M, B disebut minimal bi- 7" -ideal dari M jika tidak ada C < B sedemikian
sehingga C adalah bi- /" -ideal dari M. Kalaupun ada C < Bdi mana C adalah
bi- I" -ideal dari M maka C =B.

Teorema 2.15 [5] Diberikan M adalah 7" -semigrup dan B adalah bi- 7" -ideal dari
M, maka B merupakan minimal bi- 7" -ideal dari M jika dan hanya jika B adalah
bi-simple- I" -semigrup.



Bukti

=)

Diketahui B adalah minimal bi- 7™ -ideal dari M. Misalkan C adalah bi- I" -ideal
dari B, maka CcB,CcMdan CI'BI'CcCcBc M. Selanjutnya CI'BI'C
adalah bi- I" -ideal dari M karena CI"'BI'C merupakan sub I" -semigrup dari M
dan memenuhi (CI'BI'C) I'MI" (CI'BI'C) c (CI'BI'C). Karena B adalah
minimal bi- I -ideal dari M dan diperoleh CI'BI'C < Badalah bi- I" -ideal dari
M, maka dari Definisi 2.14 diperoleh CI'BI'C= B. Diketahui C < Bdan
diperoleh B=CI'BI'C < C maka mengakibatkan C =B. Karena C < B adalah
bi- I" -ideal dari B dan didapat C = B maka B adalah bi-simple- I" -semigrup.

(<)

Diketahui B adalah bi-simple- I" -semigrup. Misalkan C adalah bi- I" -ideal dari M
sedemikian sehingga C —c B, maka CI'BI'C c CI'MI'C c C. Didapat C adalah
bi- I" -ideal dari B karena C adalah sub 7" -semigrup dari B serta CI'BI'C < C
Diketahui B adalah bi-simple- I" -semigrup dan diperoleh C adalah bi- I" -ideal
dari B dengan C < B, maka dari Definisi 2.12 didapat C = B. Sehingga B adalah

minimal bi- I -ideal dari M.

111.KESIMPULAN

Dari pembahasan yang disajikan sebelumnya. Dapat disimpulkan misal
diberikan dua himpunan tak kosong M dan ", M disebut I" -semigrup jika
terdapat pemetaan M xI"xM — M yang didefinisikan dengan(a,y,b) — ayb
dan memenuhi (ayb)uc =ay(bpc) untuk setiap a,b,ceM dan y,pe " . Setiap
sub I" -semigrup B dari I" -semigrup M disebut bi- 7" -ideal dari M jika memenuhi
BI'MI'B c B. Setiap I" -ideal kiri atau I -ideal kanan atau 7" -ideal merupakan
quasi- I" -ideal. Setiap quasi- I” -ideal merupakan bi- I" -ideal. Akibat dari hal ini
setiap I -ideal Kiri atau 7" -ideal kanan atau I -ideal merupakan bi- I" -ideal.
Suatu I -semigrup M merupakan bi-simple- I -semigrup jika M adalah satu-

satunya  Dbi- " -ideal dari M. Suatu [ -semigrup M  merupakan



bi-simple- I" -semigrup jika dan hanya jika M =m/I"MI"'m. Suatu bi- I" -ideal B

dari I" -semigrup M merupakan minimal bi- /" -ideal jika B tidak memuat

bi- I" -ideal lain dari M. Suatu bi- I" -ideal B merupakan minimal bi- 7" -ideal jika

dan hanya jika B merupakan bi-simple- 7" -semigrup.
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