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Abstrak 

 

Spline merupakan salah satu model dalam regresi nonparametrik yang mempunyai interpretasi 
statistik secara visual sangat khusus dan sangat baik. Disamping itu spline mampu menangani 
karakter data atau fungsi yang bersifat mulus (smooth). Spline juga memiliki kemampuan yang 
sangat baik untuk menangani data yang perilakunya berubah-ubah pada sub-sub interval 
tertentu. Umumnya dalam regresi nonparametrik, estimator spline sangat tergantung pada 
parameter penghalus. Untuk memilih parameter penghalus optimal dalam estimator spline, 
biasanya menggunakan metode GCV (Generalized Cross Validation). Sedangkan untuk 
persoalan inferensi khususnya estimasi interval (interval konfidensi) biasanya menggunakan 
pendekatan Bayesian. Tetapi pendekatan ini memerlukan pengetahuan Matematika yang relatif 
tinggi dan sulit dipahami oleh banyak pengguna Statistika. Pada penelitian ini akan dikaji 
interval konfidensi dengan spline kuadratik berdasarkan pada Pivotal Quantity yang merupakan 
generalisasi regresi parametrik. Selanjutnya, dirancang interval konfidensi spline kuadratik 
menggunakan data berat badan balita di kabupaten Blitar yang diperoleh dari Dinas Kesehatan 
propinsi Jawa Timur tahun 2009. 

  

Kata kunci: Regresi Nonparametrik, Spline, Pivotal Quantity, Interval Konfidensi 

 

1. Pendahuluan 

Analisis regresi merupakan suatu metode yang biasanya digunakan untuk 

memodelkan sebuah persoalan riil ke dalam bentuk persamaan matematis yang dapat 

menjelaskan hubungan antara variabel respon dan variabel prediktor. Pendekatan yang 

digunakan dalam analisis regresi ada tiga jenis, yaitu pendekatan parametrik, 
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nonparametrik dan semiparametrik. Bila kurva regresi membentuk pola tertentu, maka 

pendekatannya berupa pendekatan parametrik. Sedangkan bila pola kurva regresi tidak 

diketahui atau tidak membentuk sebuah pola yang jelas, maka digunakan pendekatan 

nonparametrik. Jika digabungkan keduanya, digunakan pendekatan regresi 

semiparametrik. Persoalan inferensi yang sangat penting dalam regresi spline adalah 

interval konfidensi. Konsep interval konfidensi terpendek menggunakan metode 

optimasi yang sudah dikenal, adalah Lagrange Multiple. Wahba (1983;1990) dan Wang 

(1998) menggunakan pendekatan Bayesian dalam merancang interval konfidensi untuk 

kurva regresi. Pendekatan Bayesian ini memerlukan pemahaman tentang distribusi prior 

improper, fungsi risiko Bayes, distribusi posterior, proses stokastik Winner, mean 

posterior dan lainnya, yang umumnya kurang dimengerti oleh pengguna Statistika.  

Dalam kehidupan sehari-hari, terdapat beberapa kasus yang harus diselesaikan 

menggunakan spline polinomial truncated derajat dua dimana . Akibatnya, perlu 

diturunkan suatu model spline kuadrat untuk menyelesaikan persoalan tersebut. Salah 

satu contoh aplikasi spline kuadrat sangat sesuai digunakan pada Pertumbuhan Balita di 

Amerika Serikat (Eubank, 1988). Dalam ilmu kesehatan anak, istilah pertumbuhan dan 

perkembangan menyangkut semua aspek kemajuan yang dicapai oleh manusia sejak 

lahir sampai dewasa (Soetjiningsih, 1995). Pertumbuhan berarti bertambah besar dalam 

aspek fisis akibat multiplikasi sel dan bertambahnya jumlah zat interseluler. Oleh karena 

itu, pertumbuhan dapat diukur dalam sentimeter atau inci dan dalam kilogram atau 

pound. Bawah lima tahun atau biasanya disebut balita adalah periode penting dalam 

tumbuh kembang anak. Balita memiliki rentang usia dimulai dari nol sampai dengan 

lima tahun atau 0-60 bulan. Pada masa balita merupakan usia penting dalam tumbuh 

kembang anak secara fisik karena masa ini pertumbuhan dasar akan mempengaruhi dan 

menentukan perkembangan anak selanjutnya. Salah satu ukuran perbandingannya 

adalah ukuran berat badan terhadap usia. 

Pada penelitian ini variabel yang digunakan untuk menilai pertumbuhan balita 

adalah berat badan menurut usia yang merupakan indikator global pertumbuhan karena 

berat badan menurut usia mengindikasikan keadaan gizi saat ini (Soetjiningsih, 1995). 

Aritonang (2000) menyatakan berat badan menurut usia lebih sensitif terhadap 

perubahan keadaan gizi yang kecil. Kemudian menurut Soetjiningsih (1995) berat badan 

2p
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merupakan ukuran antopometrik terpenting yang dipakai pada setiap pemeriksaan 

kesehatan anak pada semua kelompok usia dengan usia sebagai indikator pertumbuhan 

balita adalah Eubank (1988). Penelitian ini akan mengkonstruksi interval konfidensi 

untuk regresi nonparametrik dengan menggunakan spline kuadratik. Selanjutnya, 

diaplikasikan untuk memodelkan berat badan terhadap usia balita di kabupaten Blitar 

propinsi Jawa Timur dengan menggunakan pendekatan Pivotal Quantity. 

 

2. Tinjauan Pustaka 

2.1. Spline Dalam Regresi Nonparametrik 

Spline dalam regresi nonparametrik mempunyai sifat fleksibilitas yang tinggi 

dan mempunyai kemampuan mengestimasi perilaku data yang cenderung berbeda pada 

interval yang berlainan (Eubank, 1988 dan Budiantara, 2006). Kemampuan ini 

ditunjukkan oleh fungsi truncated (potongan-potongan) yang melekat pada estimator 

dan potongan-potongan tersebut yang disebut titik knots. Titik knots merupakan titik 

perpaduan bersama yang menunjukkan perubahan pola perilaku fungsi pada selang yang 

berbeda (Hardle, 1990). 

Secara umum fungsi G  dalam spline berorde m-1  dengan titik knots  

adalah sembarang fungsi yang dapat dinyatakan menjadi 

                   (1) 

dimana  merupakan konstanta yang bernilai real dan 

 

Misalkan terdapat n pasangan data observasi {ti , yi} dengan i = 1, 2, …n. dan 

diasumsikan hubungan antara ti dan yi  mengikuti model: 
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yi = f(ti) +  , a < t1 < … <tn  < b ,    ~ IIDN(0, 2).               (2) 

dimana  f(ti) adalah fungsi yang tidak diketahui yang akan diduga, dan diasumsikan 

merupakan fungsi yang kontinu dan diferensiabel. Sebuah penduga smoothing spline  

untuk f  didefinisikan sebagai yang meminimumkan Kriteria penalized least square 

(PLS): 

                             (3) 

 

2.2. Interval Konfidensi 

 Estimasi interval adalah suatu interval tertentu yang memuat parameter dengan 

probabilitas tertentu. Misalkan  adalah sampel random yang diambil dari 

populasi dengan parameter , maka interval konfidensi  untuk  adalah 

. 

 Diberikan sampel random  yang diambil dari populasi yang 

berdistribusi  dengan  diketahui. Untuk mendapatkan interval konfidensi 

 untuk parameter  dapat menggunakan Pivotal Quantity : 

 . 

Apabila ditentukan nilai  maka interval konfidensi 95% untuk parameter 

 diberikan oleh : 
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Jika  tidak diketahui, diganti dengan s yaitu standar deviasi sampel. Dengan 

demikian, untuk dapat mendapatkan interval konfidensi  untuk  digunakan 

pivotal Quantity : 

  

Dengan demikian, interval konfidensi  dapat diperoleh dari : 

  

  

 

2.3. Berat Badan Menurut Usia 

Berat badan menurut Usia (BB/U) mencerminkan status gizi saat ini, karena 

berat badan menggambarkan masa tubuh (otot dan lemak) yang sensitif terhadap 

perubahan yang mendadak, seperti oleh sakit infeksi dan tidak cukup makan. Oleh 

karena itu, indikator BB/U dapat memberikan gambaran masalah gizi masa lalu atau 

kronis. Di samping itu, karena berat badan juga labil terhadap perubahan yang terjadi, 

maka BB/U juga memberikan gambaran masalah gizi akut. Indeks ini cukup sensitif 

untuk menilai status gizi kurang yang akut sebagai akibat memburuknya situasi, baik 

pada masyarakat miskin maupun pada masyarakat yang keadaan sosial ekonominya 

lebih baik. 
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3.  Metodologi 

Data yang digunakan pada penelitian ini adalah data sekunder yang terdiri atas 

berat badan balita usia 0-60 bulan di kabupaten Blitar yang berasal dari Dinas 

Kesehatan propinsi Jawa Timur tahun 2009. 

Variabel yang digunakan dalam penelitian ini adalah berat badan menurut usia. 

Variabel prediktor (t) adalah usia balita yaitu 0-60 bulan dan variabel respon (y) adalah 

berat badan balita. 

 Langkah-langkah analisis adalah sebagai berikut : 

1. Mengkaji interval konfidensi spline kuadratik dengan pendekatan Pivotal Quantity. 

  Langkah-langkahnya adalah sebagai berikut : 

a. Menentukan basis fungsi spline kuadratik. 

b. Melakukan estimasi parameter dari model regresi nonparametrik spline  

, dimana  

 

 dengan menggunakan metode MLE. 

c. Menghitung panjang interval konfidensi  dengan menggunakan konsep 

interval konfidensi terpendek. 

d. Menghitung optimasi interval dengan menggunakan metode Lagrange Multiple. 

e. Mendefinisikan fungsi Lagrange . 

f. Menderivatifkan fungsi Lagrange. 
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g. Menyelesaikan secara simultan langkah f. 

2. Mengaplikasikan interval konfidensi spline kuadrat pada data berat badan menurut 

usia balita di kabupaten Blitar yang diperoleh dari Dinas Kesehatan propinsi Jawa 

Timur tahun 2009. Langkah-langkahnya adalah sebagai berikut : 

4. Membuat scatter plot antara usia balita (t) dan berat badan (y) untuk mengetahui 

pola hubungan antara kedua variabel tersebut. 

5. Memodelkan berat badan dan usia balita dengan menggunakan regresi spline. 

6. Menentukan penaksir parameter model regresi spline. 

7. Memilih model spline terbaik dengan memilih titik knots optimum dilihat dari 

nilai GCV yang paling minimum. 

8. Berdasarkan model spline yang diperoleh pada langkah d, dilakukan pengujian 

asumsi residual. 

9. Menghitung nilai koefisien determinasi (R2). 

10. Menghitung interval konfidensi kurva regresi dengan menggunakan pendekatan 

spline kuadrat. 

 

4. Hasil Dan Pembahasan 

4.1. Estimasi Titik dan Interval Konfidensi untuk Kurva Regresi G 

Diberikan suatu basis untuk ruang spline kuadrat berbentuk  

 

dengan 

 (4) 

dan  merupakan titik-titik knots. Untuk setiap fungsi G dalam ruang spline 

dapat dinyatakan sebagai : 

    22
1

2 ,,,,,,1   Ktttt  

   







  


t
ttt

0
,2

2

K ,,1 



 

PROSIDING SEMINAR NASIONAL STATISTIKA 
UNIVERSITAS DIPONEGORO 2011 
ISBN: 978-979-097-142-4 

 
 

79 
 

  

dengan  merupakan konstanta yang bernilai riil. Model regresi spline dapat ditulis 

menjadi : 

  

Jika kita asumsikan sesatan random  berdistribusi normal independen dengan mean 

nol dan variansi , maka  juga berdistribusi normal dengan mean  dan 

variansi . Akibatnya, diperoleh fungsi Likelihood : 

  

Estimasi titik untuk G diperoleh dengan menyelesaikan Optimasi Likelihood : 

 

Jika diambil transformasi logaritma dan mengingat persamaan (4) maka diperoleh 

fungsi: 

 

Dengan penyajian secara matriks, diperoleh : 

    (5) 

dengan , , dan  matriks berukuran 

, diberikan oleh : 
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Jika persamaan (5) diderivatifkan parsial terhadap  kemudian hasilnya disamakan 

dengan nol, diperoleh : 

  

Dengan sedikit penjabaran dan mengingat  merupakan matriks dengan rank 

penuh, maka diperoleh estimasi Likelihood untuk  adalah : 

  

Estimator kurva regresi  diberikan oleh : 

  

Dengan   

Terlihat bahwa  merupakan estimator linier dalam observasi z dan sangat 

tergantung pada titik knots . Dalam model spline, titik knots dipilih 

dengan berbagai metode diantaranya dengan metode Generalized Cross Validation 

(GCV). 

  

Diketahui  berdistribusi , maka : 

  Z berdistribusi  
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 Selanjutnya variabel random  berdistribusi . 

Ekspektasi dan variansi dari  berturut-turut diberikan oleh : 

   

dan 

   

karena sifat linearitas dari distribusi normal maka variabel random  berdistribusi 

. Jika diambil transformasi , 

atau 

  

dengan  elemen diagonal ke-i dari matriks . Variabel random 

 berdistribusi . Dengan demikian  merupakan 

Pivotal Quantity untuk kurva regresi . Interval konfidensi  diperoleh dari 

menyelesaikan persamaan probabilitas : 

   

dengan  dan , i=1,2,…,n. Persamaan diatas dapat dinyatakan 

menjadi :  
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 . 

Dengan sedikit penjabaran, diperoleh interval konfidensi  untuk , 

: 

   (6) 

Dengan menggunakan konsep Interval konfidensi terpendek, harus ditentukan 

nilai  dan , sehingga panjang interval  pada persamaan (6) 

terpendek. Untuk tujuan ini, dicari penyelesaian optimasi bersyarat berikut : 

 ,                   (7) 

Dengan syarat : 

    atau       (8) 

Fungsi  merupakan distribusi probabilitas N(0,1) dan  merupakan distribusi 

probabilitas Kumulatif N(0,1). Optimasi (7) dan (8) dapat diselesaikan dengan 

menggunakan metode Lagrange Multiple. Dibentuk fungsi Lagrange : 

  

Selanjutnya dengan menderivatifkan fungsi  terhadap x, y dan c diperoleh : 

     (9) 
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     (10) 

                 (11) 

Persamaan (9) dan (10) menghasilkan penyelesaian : 

                     (12) 

Mengingat persamaan (11) dan  maka penyelesaian (12) adalah  

(tidak memenuhi) atau . Jadi agar diperoleh interval konfidensi terpendek harus 

diambil nilai x dan y yang memenuhi persamaan : 

                   (13) 

Jika tingkat konfidensi  diberikan, maka nilai x dan y dapat dilihat dalam tabel 

distribusi N(0,1). Interval konfidensi  untuk kurva regresi  

diberikan oleh persamaan (6), dengan x dan y memenuhi persamaan (13). 

 

4.2. Aplikasi Model dan Interval Konfidensi 

Pola pertumbuhan secara umum pada balita juga terjadi pada balita yang berada 

di kabupaten Blitar Propinsi Jawa Timur. Plot antara berat badan balita (y) dalam 

kilogram dan usia (t) dalam bulan balita di kabupaten Blitar Propinsi Jawa Timur 

diberikan dalam Gambar 1. 
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Gambar 1. Plot Berat Badan Balita di kabupaten Blitar Propinsi Jawa Timur. 

 

Berdasarkan Gambar 1 diatas nampak bahwa terjadi perubahan pola pertumbuhan balita 

di kabupaten Blitar Propinsi Jawa Timur pada interval usia tertentu. Oleh sebab itu 

digunakan model spline polinomial truncated untuk memodelkan pola hubungan antara 

usia dan berat badan balita ini yaitu : 

                      , 

untuk bermacam nilai  p  yang menunjukkan orde spline dan bermacam k yang 

menunjukan banyaknya titik knots. Pemilihan titik knots optimal dalam model spline 

dapat menggunakan metode GCV. Knots yang optimal berkaitan dengan nilai GCV 

yang terkecil. Tabel 1 menunjukkan berbagai model spline, seperti spline linear ( p = 1 

), spline kuadratik ( p = 2 ), dan spline kubik ( p = 3 ) beserta nilai GCV-nya masing-

masing.  

                 

Tabel 1. Model-model spline dengan 1,2 dan 3 Titik Knots serta Nilai GCV-nya 

Model Titik Nilai Titik Nilai Titik Nilai  
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spline Knots GCV Knots GCV Knots GCV 

          

Spline 

linier 
7 0,09773 8 11 0,06025 8 10 20 0,07914 

 8 0,08891 8 12 0,06029 8 10 21 0,07835 

 9 0,08917 8 13 0,06050 8 10 22 0,07793 

 10 0,09477 8 14 0,06078 8 10 23 0,07772 

 11 0,10479 8 15 0,06111 8 10 24 0,07743 

Spline 

kuadratik 
12 0,11927 9 11 0,06036 9 11 16 0,06254 

 13 0,13384 9 12 0,06038 9 11 17 0,06254 

 14 0,14973 9 13 0,06046 9 11 18 0,06255 

 15 0,16537 9 14 0,06056 9 11 19 0,06255 

 16 0,17968 9 15 0,06068 9 11 20 0,06255 

Spline 

Kubik 
17 0,19408 17 26 0,08013 11 17 25 0,06273 

 18 0,20832 17 27 0,08053 11 17 26 0,06273 

 19 0,22224 17 28 0,08080 11 17 27 0,06272 

 20 0,23573 17 29 0,08099 11 17 28 0,06268 

 21 0,24931 17 30 0,08108 11 17 29 0,06261 

 

Berdasarkan Tabel 1 terlihat bahwa nilai GCV terkecil adalah 0,06025 terdapat pada 

model spline kuadratik dengan dua titik knots yaitu pada balita yang berusia 8 bulan dan 

1 1 2 1 2 3
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balita yang berusia 11 bulan. Model spline kuadratik dengan dua knots tersebut 

ditunjukkan pada Gambar 2. 

 

Gambar 2. Spline Kuadratik Dengan Knots Pada Balita Usia 8 Bulan dan 11 Bulan. 

Pengujian parameter secara simultan pada model spline dengan knots optimum 

menggunakan hipotesis sebagai berikut.  

  

  minimal terdapat satu  yang tidak sama, i=1,2,3,...,m 

Selanjutnya, pada tingkat signifikansi 5%, diperoleh Fhitung sebesar 89,48463. Karena 

Fhitung > F0.05;(5,61) = 2,536579 maka H0 ditolak. Hal ini memberikan kesimpulan 

bahwa dalam kasus ini terjadi heteroskedastisitas. Sehingga, model spline yang 

sebaiknya digunakan dalam kasus ini adalah spline terbobot. Langkah selanjutnya yang 

dilakukan adalah menentukan bobot yang digunakan dalam model spline terbobot. 

Bobot diperoleh dengan menggunakan metode Generalized Moving Average (GMA) 

(Silverman, 1985).  Nilai bobot yang diperoleh dengan menggunakan metode GMA 

secara lengkap dapat dilihat pada lampiran 1. Selanjutnya ditentukan model spline 

terbobot terbaik dengan memilih titik knots optimal, menggunakan metode GCV dan 

diperoleh bahwa titik knots optimal terjadi pada model spline terbobot kuadratik dua 

titik knot ( t = 8 dan t = 13),  adalah model spline terbaik, karena memiliki nilai GCV 

terkecil yaitu 0,1039. Model spline terbobotnya diberikan oleh : 
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Dengan sedikit penjabaran model spline terbobot ini dapat disajikan dalam bentuk :

  

Dari model yang terbentuk diatas, maka dapat dikatakan bahwa pertumbuhan balita 

pada periode usia  8 bulan, pertumbuhannya sangat cepat dan memiliki pola 

kuadratik. Pertumbuhan balita pada periode usia antara 8 dan 13 bulan juga mengalami 

pertumbuhan yang cepat namun tak secepat periode  8 bulan, namun masih berpola 

kuadratik. Tetapi pertumbuhan balita pada periode  13 bulan mengalami pertumbuhan 

yang cenderung lambat dan memiliki pola linier. Kemudian, dengan menggunakan 

tingkat signifikansi 5%, diperoleh nilai distribusi F dengan derajat bebas pembilang 4 

dan derajat bebas penyebut 56, adalah sebesar 32170,22. Untuk mengetahui parameter 

mana yang signifikan dilakukan pengujian parameter secara parsial pada tingkat 

signifikansi 5% menggunakan hipotesis sebagai berikut : 

    H0 :  = 0 

    H1 :  ≠ 0,  untuk  j = 1,2,3,4. 

Hasil hipotesis ini diperoleh dalam perhitungan statistik, yang dapat dilihat pada Tabel 

2. 

Tabel 2. Analisis Variansi Model Spline Terbobot Kuadrat Dua Knot. 

Parameter Estimasi Parameter S. Dev T hitung 

 0,944 0,018 51,8563 

 -0,041 0,001 -22,7909 

 0,031 0,003 9,1528 

222 )13(01,0)8(031,0041,0944,0612,3)(ˆ
  tttttG















13;188,0286,7
138;01,0448,0596,5

8;041,0944,0612,3
)(ˆ 2

2

tt
ttt

ttt
tG







j

j

1

2

3



 

PROSIDING SEMINAR NASIONAL STATISTIKA 
UNIVERSITAS DIPONEGORO 2011 
ISBN: 978-979-097-142-4 

 
 

88 
 

 0,01 0,001 5,2834 

 

Setelah mendapatkan model spline terbaik dengan model spline kuadratik dua titik knots 

yaitu 8 dan 13 bulan, dibangun interval konfidensi 95% yaitu : 

 

Interval konfidensi 95% untuk kurva regresi  ditunjukkan oleh Gambar 3. 

 

Gambar 3. Interval Konfidensi Spline Kuadratik dengan Titik Knots 8 dan 13 

 

 

5. Kesimpulan dan Saran 

 Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan, maka dapat diambil 

kesimpulan sebagai berikut : 

4 Estimasi titik kurva regresi spline kuadratik dalam regresi nonparametrik dapat 

diperoleh dengan menggunakan optimasi Likelihood. Untuk membangun interval 
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konfidensi dalam regresi nonparametrik dapat digunakan pendekatan Pivotal 

Quantity dengan konsep interval konfidensi terpendek. 

5 Model spline kuadratik merupakan model yang sangat baik untuk memodelkan pola 

hubungan berat badan dan usia balita di kabupaten Blitar dengan model spline 

terbobotnya diberikan oleh. 

   

Sedangkan saran yang dapat diberikan adalah sebagai berikut : 

2. Pada penelitian berikutnya dapat dibuat interval konfidensi untuk kurva regresi 

nonparametrik menggunakan spline umum berorde . 

3. Interval konfidensi dengan pivotal Quantity dapat digeneralisasikan pada model-

model regresi nonparametrik yang lebih rumit, seperti multirespon, data 

longitudinal dan lain-lain. 
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