BAB 111

STASIONARITAS PROSES RANDOM
3.1. Stasionaritas

Seperti telah dijelaskan dalam BAR II yang menyatakan
bahwa suatu proses random menggambarkan suatu variabel
random bilamana waktu adalah tetapan. Suatu variabel
random mempunyai beberapa sifat statistik, seperti
misalnya mean, momen, varian, dan sifat-sifat statistik
lainnya yang berhubungan dengan fungsi densitasnya. Dalam
hubungannya dengann proses random, suatu proses random
dikatakan stasicner bila semua sifat-sifat statistiknya
tidak berubah terhadap pergeseranwaktu. Dan proses vyang

random yang tidak demikian disebut nenstasicner.
3.1.1. Stasionaritas orde pertama

Suatu proses random dikatakan stasicner berorde satu
bila fungsi densitas orde pertamanya tidak berubah
terhadap pergesefan waktu.

fx(xi,ti) =‘fx(x1,t£+ c) © eewesf{3.1.1}
untuk tiap g_dan bilangan real c, bila X(t) mempunyai

proses random stasioner orde pertama.
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Akibat dari (3.1.1) adalah fx(”1’t1) independen
dengan dari %, dan harga mean proses E[ X(t)] konstan

E[ X{(t}] = §;= ronstan ren-a(3.1.2)
untuk membuktikan (3.1.2}) dicari harga mean dari variabel
. X{tF. Di mana untuk Xi;

random Xi = X{t) dan Xz

xifx(xi,ti) cerxafl3 1.3}

g wg

E[ X 1= E[X(t)] =
dan untuk X 3
2 o0
Ef }(2] = E[ X(tz}] =_; xifx(xi;tz) d”x eree={3.1.4}

di mana variabel %, dari (3.1.4} +telah diganti dengan

variabel alternatif » untuk memudahkan penghitungan.

Dengan memberikan tz = t1+ c dalam (3.1.4),
mensubstitusikan {(3.1.1), dan menggunakan (3.1.3)
dipercleh

E [ X(t+ c)] =E[X(t1)] reaasa(3-1.5)

Bukti dari (3.1.5%), diperoleh dengan memasukkan tz =

ﬁf c ke dalam (3-1.4) dan diperocleh

E [ X} =§[X(t2)] = E [X(t+ )]
= F x1fx(x1;t1+ <) dxi careea{3. 1.6}
—0

Persamaan (3.1.1) menyatakan
_-fx(xi;ti) = fx(xs;t1+ )
maka (3.1.6) dapat ditulis dalam bentuk

oo
E [X(t1+ c)] = J >:ifx(xi;ti+ c} d}.’i
-0
)
J xif(xi;ti)dx1 ......(3.1.7).
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Karena (3.1.3) menyatakan
o0
E [ X({(£)] =_; ”1ﬁ<“§'tj) dxi cee--.(3.1.8)

maka terbukti bahwa (3.1.7) sama dengan (3.1.8)
yaitu E {X(t1+ c1] = E{ (ti)}

Dengan demikian {3.1.5) terbukti.

3.1.2. Stasionaritas orde dua dan stasionaritas dalam

arti luas

Suatu proses dikatakan stasioner oarder dua bila
fungsi densitas orde keduanya memenuhi,

fx(xi,xz;ti,tz) = fx(xi,xz;t1+c,t2+c)

maenal3.1.F)
untuk semua tz’ tz, dan Cc.
FPersamaan (Efl'?) merupakan fungsi dari selisih waktu tz—
ti dan bukan fungsi dari waktu penuh t,misal diberikan
waktu sembarang c = —ti.

Suatu korelasi E [XIXé] = E {X(ti}X(tz)] dari proses
random, yang secara umum, merupakan suatu fungsi dari ti
dan t:, Fungsi ini disajiikan dengan ﬁﬂx(ti’tz) dan
disebut Fungsi autckorelasi dari proses random X(i}

Hxx(t1’tz) = E [X(ti)X(tz)] ‘ eesas{3F.1.10)
Suatu konsekuensi dari (3.1.10), bahwa fungsi autokorelasi

dari suatu proses stasioner orde kedua adalah suatu fungsi

hanya dari selisih waktu dan bukan fungsi dari waktu

penuh, yaitu bila,
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T =t -t se=aa(3.1.11)
maka {(3.1.10} menjadi
Rxx(ti’tz) = E [X(ti)}((tiﬂ)] = Rxx(r) ceaaefB1.12)

Untuk membuktikan (3.1.12) digunakan (3.1.9)

Bukti dari (3.1.9);
Bengan menggunakan sembarang ¢ = —¢, maka (3-1.9) dapat
ditulis dalam bentuk

fx(xi’xz;ti’tz) = fx(xi,xz) crnen(3.1.13)
Dalam kasus ini x{ti) dan X(tzl dianggap saling independ

{bebas} sehingga E {X(tijxttz)] dapat ditulis dalam hentuk

terpisah £ [ X(&)] E [ X{&}] -

*¥) Dari {(3.1.13) dicari mean prosesnvya

E [X(tj)X(tz)] =

g 53
g wg

x o, fx(xi’xz;tﬁ tz)d;:1d}:
------(3-1-14)

Ef X(tz_ti)] = Mixzfx(xi,xz;tz—tl)dxid$2

g g
g wg

ceewa{3.1.13)

karena {3.1.9) menyatakan

fx(xi,xziti,ﬁ2)== fx(xl,xz;tl+c,t2+c)
= fx(xi,xz;tz—ti) caeea(3.1.14)
untuk semua < =—t1, maka (3.1.15%) dapat ditulis dalam
bentuk
w
E [X(tz—ti}] = 5 J ::1,>:2fx(x1,}:2;t1,tz}d):idxz
- —0

------(3-1-17)
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Jadi E [X(ti)X(tz)] = E {X(tz—ti)] ..... {3.1.18)
#*3 Dari{3.1.10} dicari harga meannya

Rxx(ti,tz) = E EX(ti’X(tz)]

w W
= J J ):1,\.'21’,{(}:1,}:z;ti,tz)d;:idxz
- —w
..... {3.1.19)
Harga mean dari (35.1.12) adalah
’qxx(t1’tx+7) = E [X{tg})((tiﬂ'}]
W W
= J J xxxzfx()i’xz;tx’t1+T)dx1dxz'
-0 —
..... {3.1.20)
Rxx(‘!') = s‘?xx(tz—i‘:i) = Ef X(tz—~t1}]
o
= L S wwn F (x s 3t —t )ogn dn
172 x 1?2 T2 1 1z
-0 -
..... (3.1.21)
Percsamaan {(3.1.11) menyatakan v = tz—taatau t2= t1+T, maka

& [_X(ti)).'(tz)] = E {X(ti)}((ti-i-'r)] ;s atau {3.1.19) sama
dengan {3.1.20).
Dengan menggunakan (3.1.9)}, yaitu bahwa

E {X(ti)X{tz)] = E {x(tz-tx)]’ atau {3.1.14) sama
dengan (3.1.15), aka

E [X(ti)X(tz)} = E [Xﬁtz—ti)], atau (3.1.19} sama
dengan (3.1.21}.
Karena
%X).(3.19) sama dengan (3.1.20},

vaitu E [X(ti)Xitz)] = E [X(ti}X(ti-H')] p
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¥¥).{(3.1.19) sama dengan (3.1.21},
yvaitu E [X(ti)X(t1+T)] = E [X(tz-ti}] « maka
¥¥%).{3.1.20) sama dengan (3.1.21)

yaitu £ [ X(&)X(t+7)] = E [ X(,~t)].

Jadi, terbukti (3.1.12), balwa
Rxx(ti,tz) = E [X(ti}).’(ti'i-'r)]

= H%X(T).

Dua proses merupakan proses sitasioner dalam arti luas
apabila proses tersebut memenuhi dua kondisi berikut,

E [X(t)i= X = konstan

E EX{(E)X{t+T) 1= R&X(T) seseaa{3.1.22)
Suatu proses stasioner berorde dua adalah stasicner Jalam
érti luas, karena memang memenuhi dua persyaratan tersebut
di atas. Tetapi tidak demikian halnya dengan yang

sebaliknya. Artinya, suatu proses stasioner dalam arti

luas tidak harus suatu ﬁrUEES yvang berorde dua.

Contoh F.1.1

Hendak ditunjukkan bahwa proses random begrikut
X{ty = A.cns{pot+e) adalah proses stasioner dalam arti
luas apabila dalam proses tersebut dianggap bahwa A dan Py
merupakan konstan dan € berdistribusi seragam pada

interval {0,27).
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Penyvelessian :
2r
E[X(t)] = s ﬁ.cos(q}ot+6)(1/2n)de
0

ﬁ.sin(goot+2n) {(1/2n) - 'A.sin(p°t+0) {(1/2m7)

It

A {sin(cpot+2n)(1/2n) - sin(epot+0)(1/2n)}
= A.0 =0
Fungsi autokorelasi dari {(3.1.10) dengan t£= t dan

t2= t+rv, menjadi

i

R At t+7) = E [X(2)X({tt7]

= E [ A.cus(:pot+e) .A.cns(p°t+qoo‘r+e)]

(A%/2).E [ cos(2p t+p T+20) + coslp T)]

fl

(82/2) .E [cos (p T )+cos(2p THp T+20)]

(a%/2) .cos(p_T Y+RZ/2.E | cos(2p_t+p_7+26)]

(n2r23 .cos(goo)
Karena,

A*/2.E[ Cos{ 2p_t+p T+20)]
2T
(a%s2) » cos{2p t+p_t+20)de
[ ]

1l

2 . - 27
(A 72) 51n(2¢p0t+p01‘+4_e) !0

2 . .
{A /2){51n(2¢°t+p01‘+2n) - 51n(2p0t+qoo'r+0)}

(A%/2).0 = 0

ig -
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Terlihat bahwa fungsi korelasi banya tergantung pada
T {jadi merupakan fungsi dari t), dan harga meannya adalah
konstan. dJdadi proses random X{(t) di atas adalah stasioner
dalam arti luas, karena memenuhi dua kondisi vyang Jjadi

persyaratan, seperti tertera (3.1.22)

Selanjutnya, dua proses random X(ti) dan Y(%ﬂ
dikatakan stasioner dalam arti luas bersama apabila
masing—masing memenuhi (3.1.22) dan fungsi koreiasi

silangnya secara umum didefinishkan sebagai
= ‘f £ = 3
Egy(ti,tz) E [X(t1}¥(t2)] e eaa (31023
adalah fungsi bhanya untuk selisih waktu r = tz— tg’ dan
bukan fungsi dari waktu penuh ¥. Eila t: = %, maka
tz = % + T. Kemudian persamsan (3.1.135) dapat disajikan

sebagai

I

R _(E,t47) = E [ X(£)Y{E+7)]

= = 2
Eky(T) enwm{3.1.24)
3.1.3. Stasionaritas orde ke~N dan stasionaritas dalam

arti tegas.

Proses random X{t}) dikatakan stasicnaritas daiam
artitegas biia sifat—sifat statistiknvya invarian
terhadappergeseran titik awal wvakiu. In: berarti bahwa
proses X{%)

dan X(t+c)} mempunyal statistik vang sama untuk sebarang c.
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Dari definisi terlihat bahwa densitas tingkat ke—N
proses stasioner dalam arti tegas harus sedemikian hingga

fx(xi""’xu;ti”""tn) = fx(xi,...xN;t1+c,...,tN+c)

cee=a(3.1.25)

Dari bentuk diatas terlihat bahwa f#(x;t) = fx(x;t+c)
untuk sebarang c.- Karena itu densitas tingkat pertama X{t)
independen (tidak bergantung} dengan %.

fx(x;t) = fx(x) e e (F.1.26)

Dengan pemikiran yang sama,fx(xi,xz;ti,tz} independen
dengan c, untuk sebarang c.

fx{xi,xz;t1,t2) = fx(xi’xé;T) cem=ne={3.1.27}
dengan v = t - ¢ .

2 1 )

Parsamaan (3.1.153} akan dibuktikan.
Berdasar pada fx(x;t) = fx(x;t+c), maka (3.1.27) dapat
disajikan sebagai

fx(xi,):z_:ti,tz} = fx(xi,}:z;tia—c,tzm) snm==={3.1.28}
untuk sebarang c, misal c = ~t1, maka (3.1.28) dapat
disajikan sebagai

fx(xi,xz;ti,tzl = fxtxi’”z;ti+c’tz+C)

= f&(xi,xz;té—ti) cmeaea{3.1.29)
Persamaan (3.1.27) menvyatakan fx(x1’xz;t1’tz)= fx(xx’xz;T}
dengan v = £ - % .

2 i
Dengan demikian persamaan {3.1.29) . dapat disajikan
sebagaimana persamaan (3.1.27) tersaji

fx(xs’xz;ti’tz) = fx(xi,xz;t1+c,t2+c)

= fx(xt,xz;tzﬂti)
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= fﬁ(xg’xz;T) femee={3.1.30)
Jadi, densitas bersama variabel random X{&+7} dan X{t)
independen {tidak bergantung} dengan ¢ dan sama dengan

fxixi,xz;r).
3.2. Fungsi korelasi

Fungsi—fungsi autckorelasi dan korelasi silang sudah
diperkenalkan dalam bagian sebelum ini. Tetapi
fungsi-fungsi tersebut akan dibahas lebih lanjut dalam bab
ini. Juga sakan diperkenalkan funghsi-fungsi model lain

vang ada kaitannya dengan proses random.
3.2.1. Fungsi auvtokorelasi

Fungsi autokorelasi dari suatu proses random  X(E)
adalah korelasi E[X1X2] dari dua variabel random
X1 = X(ti) dan Xz = X(tz} vang didefinisik;n cleh proses
pada 2Qan tz. Yang secara matematis dinyatskan oleh

Rxx(ti,tzj = E [X(ti)}((tz)] .......(3.2.1)
Untuk waktu Hét dan ii= t+7 di mana v = real, maka bentuk
(3.2.1) menjadi

R;x{t,t+fl = E [ X(£YyX{t+7)] senee{3.2.2)

.

Jika X{%} proses hampir stasioner dalam arti luas,

maksa R;x(t,t+r} merupakan fungsi selisih waktu + = t24
ti.Jadi urrtuk proses stasioner dalam arti inas
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autaknrelasinyé adalah
Rxxtr) = E [ X{EIX{t+1)] enea=(3-2.3)
Untuk proses demikian fungsi korelasi memiliki beberapa

sifat, antara lain

{i) . RX(-T)

R {r}, sifat simetri
b4 XK

(iiy. R__ (0) = E [ X*(&)] , nilai mean kuadrat

XX

{iii). Jdika E [ ()] = E-# 0, maka E;x(T} akan mempunyai

bentuk konstan sama untuk (?)2

Coantah 3.2.1
Diberikan suatu fungsi autokorelasi
2
= S +
ka(r) 25 A/ (1+6T)

akan dicari harga mean dan varian dari proses X(%).

Penyelesaian
Dari sifat iii, harga m=an adalah
EfX(#£)] = X =V 25 =% 5
Varian diberikan ocleh
a; = E[ ¥*(t)] - Ef x(t)N?
Dari sifat ii,
£ X2 (8] = R, (0) =23 + 4 =29

Maka
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3.2.2. Fungsi keorelasi silang

Fungsi korelasi silang untuk dua proses random
X{t)dan Y(t} didefinisikan di dalam {(3.1.23). bengan
mengambil t1 = ¢t dan r = tz— ti, maka (3.1.23) dapat
ditulis sebagai

H%Y(T) = E [ X{).¥Y(t+T)] aea=a{3.2.4}
Bila X(%)} dan ¥Y{i) keduanya merupakan proses hampir

stasioner dalam arti 1luas, maka Hky(t,t+1) adalah

independen dari waktu penuh dan dapat ditulis dalam bentuk

Hkyff) = [ X{&}.¥{z+T)} ... {(3.2.5)
Jika
Rky(t,t+?) = O crrex(3.2.6)

maka X{t) dan ¥{t) disebut proses-proses oriogonal.Jdika
kedua proses saling independen secara, maka fungsi
korelasi silangnya menjadi

Ekytt;t+f)=E [ X{(t}] E [ ¥(£+7T)] are e {F.2.7)
dika X{(t) dan Y(¥}) keduany=z hampir‘ stasioner dalam arti

luas, maka {(3.2.7) menjadi

R

ey = B [X(B)] E [ ¥(e)]

= E,; ----v(S-E-B)

Contoh 3.2.2

Diberikan dua proses random yang didefinisikan oleh

I

{8} Acqs(pot) + Bsin(pot}

¥{t)

I

Bcus(pot) —'ﬁain(pot}
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di mana A dan B merupakan variabel random dan P, atdalah
suatu konstanta. Maka carilah fungsi korelasi silang

daridua proses random tersebut.

Penvelesaian :

fikan ditunjukkan bahwa X(%) merupakan stasioner dalam
arti luas bila A dan B uncorrelated. Dengan perlakuan
vang sama atas A dan B, maka ¥{t) juga merupakan stasioner
dalam arti luss. Sekarang akan deicari dulu Ffungsi
ktorelasi silang Rky(t;t+f), dan akan ditunjukkan bahwa
X{t)
dan Y{(t) adalah stasioner dalam arti luas bersama.

Dengan menggunakan (3.2.7) diperoleh

I

R;Y(t;t+rj Ef X{t}.¥Y{t+7}]
= Ef {A cos(pot}.B sin(pat}}

{E cos(pot+pof)—ﬁ sin(¢°t+p07)}]
= E[ AB Cﬁsfpbt).EDE(¢°t+PDT)

+ stin(pot) -cos(p ttp T)

- Azccs(pot) -sin(p_t+p 7)

- AB sin(p t).sin(p t+p 7)]
= Ef AB{cns(pot) .cas(cpot-i-gpo'r)
- sin(pot).sin(pot+p6?)}

+ stin(pot).sin{pbt+pr))
- Azcnsipot).sin(p°t+p51)

= E[{ﬁB{l/Z.(cos(2p0t+pof).cos(pbf)}}
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- ﬁB{—l/Z.cns(pot+pOT)—cas(pbr)}
2 .
+ H'sin (pot).comyatpoT)

u.Az:ns{pt).ain (@Dt+pof)]

E{AB{le.cus(2p0t+por)+1/2.ca5(pot)}

- QB{—1f2.CDS(2Pbt+pr)+1/2.CDS(¢°T)}
2 .

+ H Sln(PDt}-CDS(pot+¢bT)

- ﬁzcns(pt}.sin(¢°t+por)]

E[ﬁB}cos(2pot+p°T)
+ E[Bz]Ein(pot).cust¢btpor)

2 .
E[ A }cma(pbt).slnipot+¢of)

Karena A dan B dianggap zero—mean, vaitu variabel
uncorrelated, maka Ef AB] = 0. Juga karena A dan B
dianggap mempunyai varian yang sama, maka E[QZ] = E{E?] =

o® dan diperoleh

2 .
axy(t,t+f) a sxn(pot).cnstpot+por)

2 .
a cus(pot).51n€pot+¢07)

o’ {1/2.(sin(2p_t+p v)+sin(p 7))}

- g2 {1/2. (sin(2p t+p 7)-sin(p 7))}

1/2.0° sin(2pttpt)
+ 1/2.06° sin(p 7)

2 .

1i/2.0 sln{2p0t+por)
+ 1/2.0° sin(por)
2z .
= 0" sin(p 7)

Dengan demikian X{%}) dan ¥Y(t) adzalah stasioner dalam arti

Iuas bersama, karena RXY(t,t+T) hanya tergantung pada 7.



3.2.3. Fungsi kovarian

Konsep kovarian dari dua variabel random, dapat
diperluas untuk proses—proses random. fFungsi aultokovarian
didefinisikan sebagai

Exx{t,t+r) = E [{X(L)-ELXC(Ey 1} {X{t+T)—ELX(L+T) 1}]

= E [X{2}X(¥+7) — ELX(L)IX(&+7) ]
—~ X{YELX(&)] + ELX{L}IELX(E+rT )1}
= E [ X(&}X(ter)}] — E [ X(¥)} E [ X(¥+T)]
— E[A(E}]E [ X{Et+r)]+E [ X(E)] E [ X{t+7)]
= E [ X{8yX{z+1)) - 2 E [ X(¥)] E[ X{t+T)]
+ E [ X{EI] E [ X{t+7)]
= £ [ X(TIX(2+T)] - E [ X{(E)]E [ X(&t+T)]

=R (t,t+7) - E [ XCEY]E [ X(Et+7)]

vang berarti bahwa persamaan (3.2.9) dapat juga disajikan

dalam bentuk

C%x(t,t+7) = E&x(t,t+r)—E[X(t)]E[X(t+T)3 ----- (3.2.10)

Sedangkan fungsi kovarian silang untuk dua proses

random didefinisikan sebhagzai

€y (tat*T) E [{X{X)-ELX(Y 1} AV (Z+T)—ELY( t+T ) 3}]

E [ X(t)Y(ter}) — ELX(EITY(E+r)

I

— X(EIETX(T)] + ELX(X)IELY(E+T) 1]
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E [X(B)Y(t+7)] - E [ X{&)] E] Y(&+T)]
—E [X{8)JE [ Y(t+T}]+E [ X(2)] E [ ¥(t+T)]
= E [X{8)¥Y(E+T}] —- 2 E [ X(#)IE [ Y(t+r)}
+ E[X(E)]E [ Y(t+T)]
= E [X{2)¥Y(X+7T)] — E [X(EIJE [ ¥{t+T)]
= Egyit,t+T} — E [ X(8YYE [ ¥{t+T}]

...... {3.2.11)
yang berarti bahwa persamaan (3.2.10) dapat Juga
disajikan dalam bentuk

ng(t,t+f) = Hkyit,t+r)—E[X(t)}E[Y(t+T}3 ..... {3.2.12)
Untuk prnség—prnses yvang merupakan hampir stasicner dalam

arti luas bersama (3.2.9) dan (3.2.12) direduksi menjadi

= —t w2 - —
C%x(T) = ﬁ;x(f) S (3.2.13)
CkY(T) = Eky(T)—X 2 {(3.2.14)

Varian dari suatu proses random diberikan dalam
bentuk umum (3.2.10) dengan T = O. Untuk suatu proses
stasioner dalam arti luas, varian tidak tergantung pada

i
waktu dan diberikan oleh (3.2.13) dengan v = Q..
o= E[{X(&) ELX(£)"]
_ eTa2
= E&x(O) o e, {3.2.15)
Untuk dus proses random jika
Ckytt,t+r} =0 . (3.2.16)

maka X{t) dan Y{%) disebut uncorrelated.
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