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2.1. Model regresi linier dengan matrik

2.1.1. Model umum regresi

Analisa regresi adalah suatu metods untulk
menganalisa data vang terdiri atas dué atau lebih
variabel. Analisa mengenai hubungan antara dua variabel
tersebut membutuhkan data vang terdiri dua kelompolk hasmil
rengamatan, sehiqgga menghasilkan Fasangan rengamatan
sebanyak 1 yang dinyatakan‘ dalam pasangan terurut
(E&,Yi} dimana i = 1. 2, ....n. Bebagal contoh variabel X
mungkin merupakan Jumlah pupulk dalam Xkg/ha. sedangkan
variabel Y merupakan haszil produksi dalam ton/ha. .Jika
pasangan pengamatan { X, s Yi) digambarkan diatas kertas
skala_hitung maka skan diperoleh serangkaian +titik-titik
koordinat vang menghbubungkan kedvs hasil pengswstan vyang
dinamakan diagram pencer (scater diasgram).

Model vmuam regresi-linier adalah v = wft+e (2.1.1)
dimana., _

v adélah variabel tak bebas {respon)
'x adalah wvariabel bebas ,

{3 adalah parameter yang akan ditaksir
£ gdalah kesalahan random

Secara unum., ¥ dapét dihubungkan dengan r variabel
regresor, sehingga didapat model.,

2.1.2)

oy

=3+ 2w + P + .0+ w4+
v ‘Go !'31\1 {"22 ffp

o
disebut  model regrasi Linier bergandsa dengan i
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vy = ﬁo+ ﬁixi + ﬁ2x2 + ...+ Bp xp + & (2.1.2)
dizebut mode L regresi linier bergands dengan r
regraesor.Paraneter ﬁV i=0,1,2,...,p disebut koefisien
regresi, yvang menggambarkan perubahan y perunit perubahan

% maks semua nilai variabel xt(ﬁﬁ) dianggap konstan.

c.1.28. Estimasi parametgr

Metode kuadrat terkecil digunakan untuk
mengeatimasi koefisien regresi pada (2.1.2).. Dianggap
bahwa pengamatan m»p dipenuhi, dan diambil y, adalah
variabel respon ke-i dan xij adalah pengamatan ke—-i. Data

digambarkan pada tabel 2.1. sebzgai berikut :

-

Tabel 2.1 Data untuk regresi linier berganda
Pengamatan i y , x, . xp
1 yi 311 x12 e lip
2 yz 321 x22 T Zp
® .-
n Yn T 2 e

Diasumsikan e pada model adalah E(si)zo, Juga ada
asumsi tentang homokedastisitas yaitu setiap kesalah;n
random mempunyai variaﬁsi vang sama, 'Var(si)zE(sszqf{
untuk gemia~i dan tidak berkmrelasi. artinya antara
kesalahan random yang satu dengan yang lain saling bebas
atan Kov(st,sjjzﬂ . untuk 7.

Ditulis suatu model sesuai (2.1.2 adalah



v, 2;?0 +f3’1 :r.u-i-ﬁ’z w, ¥ ... +Bp xtp + 8
P
= {?0 + 2 B }:,.‘J. + e, »d=1,2, ....n (2.1.3)
j=4
sehingga :
P 2 r z
V" By w, , maka &0 =(y, -, - = 6x; )
i=1 j=1
fungsi kuadrat terkecilnya adalah :
n 4
S(ﬁo’ﬁi’ -.-,ﬁp) = 2 e
[ W §
n =] 2
= Z (-VL - ﬁ'o - Z ﬁ’j X ) (2.1.4)
1L=1 J=1 .

Funggi 5 dimimimmmkan pada 2,3 , ....08
o P

Estimator kuadrat terkecil dari EPTEN

.. ,ﬁ’p harus

memenuhi

as n - P -
—_— -~ w " = "ZE(Y-L" f3°~2 (?j:{.tj)=0
3ﬁc (?0 ,ﬁ'i 3 e ,r?p =1 j=1
(2.1.4a)

a n P -
% | . =-2E(y -8B -% By ) ® ;=0
af?j 'Go’ﬁi’ ---,ﬁp i=1 =1
J=1,2,...,p : (2.1.4b)
Persamaan normal kuadrat terkecil - .

~ n n -~ n ~ ™ bl
“ﬁo*'ﬁi?:“u +ﬁ2!,:xi.z HERER +Bp ,E"":i.p= ‘_‘:yi.

. 1=1 T1=1 L=4 L=1
P b | N 2 A N ~ 14 ] T
ﬁoz X1.1.-’- ﬁiz xi.s.+ BZE = 1KL2+"'+ ﬁp E xLiprh Z xi.:l..yi.

=1 1=41 1=1 =4 1=1
~ N 1) -~ N . N n
ﬁog pr+ ﬁ'i): R+ (‘322 R ﬁp{‘__ R T b .Y (2.1.5)

L=4 L= 4 1L=1 1=41 L=1



Solusi untuk menentukan  koefisien-koefisien persamaan
regresi  dari A=ptl persamaan-persanaan normal diatas
adalah merupakaﬁ takesiran kuadrat terkecil untuk ﬁa,ﬁi,
...,ﬁp vaitu 50,51, ...,ép
2.1 .3. Analisa regresi dengan matrik

Untuk wmenyelasaikan model vregresi ganda dapat
dengan notasi matrik. Karena dapat ditunjukkan secara
tepat model, data dan hasilnya. |
Dari persamzan (2.1.5), maka mode L pengamatan

(2.1.1) dapat ditulis dalam notasi matrik : Y= X% + &

-

h 7 pod .
yi r L “"‘11 12 T X:I.p
w
¥, 1 o1 Fpp v xzp
Y = - E X = - - - =
n P v ua 3
yn 1 ni n2 ne
) L J
b r h
( 'Go 51
{?1 sz
R = . s £ = .
£
'GP n
" o’ e o

dengan :
Y vektor berukuran ( mxl ) dari pengamatan

X matrik berukuran ( mc(p+1)) variabel bebas

3 velitor berukuran ((p+1)x1l) koefisien regresi

€ vektor berukuran ( nxl ) kesalahan random

untuk mendapatkan auatu vektor estimator-estimator kuadrat .

terkecil, 3 dengan meminimumkan



n
S(R)=¢ sf: &e

=4
(Y ~-%) (Y-X3)
Y'Y - 8"CY % + 8°Cxp

Y'Y - 28°XY + 5 X X3 (2.1.6)

karena ﬁTX?Y adalah matrik berukuran {(IxI) atau suatu-
skalar dan tranposenya (ﬁTX?Y)Tz YTXB adslah juga. suatua
skalar yang sama.

Estimator kwadrat terkecil harus memenuhi

25 | - _o¥Y + 2% =0
a3 3
. T - oy
sehingga X X3 = XY (2.1.7)
persamaan (2.1.7) adalah perszamaan normal kuadrat

terkecil yang identik denpgan 2.1.5). Sehingga dengan
menggandakan kedua sizi dari (2.1.7) dengan invérs dari
X'X maka estimstor kuadrat terkecil dari 8 adalah :

£ = (XX)*X"Y (2.1.8)
dan ini ménunjukkan bahwa (X X} ada. Matrik (XX)? akan
selalu ada jika variabel-variabel bebasnya adalah bebaé
linier, yaitu jika tidak ada suatu kolom dalam X yang

merupakan kombinasi linier dari kolom-kolom vang lain.



Sehingga lebih jelasnya (2.1.7) dapat ditulis :

' - r -~y r B
Tx = el 2, vy,
n 4 "’i.z ?Lp ﬁo yt.
z Zxw, 3 e ZX,0® Z oz
Zx'l.i KL:!. T4 2 ® 1 vp B:I. - tLi yt.
= P2 Z"r.z fi Z x
xi.P ip it x'i.ixi.z Tt i P ip yi.
L JU 7 ! J

untuk k=p+l, terlihat baﬁwa XX adalah matpik simetri
berulturan (Jxk) dan X'y édalah vektor kolom berukuran
(kx1). Struktur khusus dari matrik X X, elemen-elemen
diagonal dari matrik XX adalah Jumlah Xuadrat dari
elemen-elemen dalam kolom X, dan élemen—elemen diluar
diagonal adalah jumlah cross-produk dari kzolom-kolom X.

Model regresi yang sesuai untul variabel bebas

x = [ 1 Xoo¥, .- xﬁ ] adalah
N T -
= Ki. 3
- P
= L= . .
ﬂo + i BJ X

-

Vektor yang sesuai untuk nilai y. dengan nilai
L

rengamatan v, adalah :

-

Y = X &
X (X% v

PY C2.1.9

P = X(XTX)"1X? adalah matrik Dberukuran: (smxn) disebut

matrik prediksi, karena matrik tersebut memetakan vektor

nilal pengamatan m_wenjadi vektor nilail yang cocok ¥V, -
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Residual dituliskan dengan notasi matrik, merupakan
selisih antara nilail pengamatan v, dengan nilai yang

corok v, - Dinotasikan e dimana 7 V"V,

sehinggs n residu&l dapat ditulis dalam notasgi wmatrik :

~

e =Y -Y
=Y - X é
=Y - X (X0 v
=Y - PY
= (I -P) Y

maka (I - P} disebut matrik residual sebab mengaplikasikan

rada Y menghasilkan residual biasa.

2. 2. Matrik Prediksi

Model vregresi linier umum

Y= +e&, (2.2.1)

dengan asumsi pada bagian 2.1.4, dan dari bagian 2.1.5
bahwa matriks P=X(X X) ‘X" (2.2.2)
menentukan beberapa standart hasil kuadrat terkecil.

Matrik P mempunyai peran penting pada analisa
regresi linier dan teknik analisa multivariat yang lain.
Dan memiliki sifat-sifat penting, yang digunakan untuk
memperoleh beberapa hasil pada pembahasan tentang
pendeteksian data berpengaruh. Disebut matrilk Prediksi
sebab tranformasi matriks itu, dengan mengablikaaikan pada

~

Y, wmenghasilkan nilai terprediksi Y.
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2.14.1 Peranan P dan (I-P) pada regresi linier.

Dismbil R sebagai ruvang euclidean dimensi-n dan ‘Rk
sebagai suﬁruang spanned dengan kolom X berdimengi P-
Matrik prediksi P adalah simetri dan idempoten.

Kemudisn Y diproyeksikan secara ortogonal (garis
tegak) pada ﬁx. Alazan ini kadang—kadang‘disebut matriks
rroyeksi ataw proyektor orthogonal pada Rk {bayangan dari
P). Matrik residual (I-P) juga simetri dan idempoten. Int
merupakan proyeksi orthogonal pada bayangan (I-P), s=uatu
subruang orthogonal untuk ﬂx. Maka P dan (I-P) adalah

rroyektor orthogonal.

Contoh 2.1.

Suatu kasus Y diregresikan, melalui titik asal, pada dua.
rrediktor, Xi dan EE, dengan n=3. Pada gambar 2.1 kita
melihat bahwa vektor prediksi nilai %: PY adalah proveksi
orthogonal (garis tegak) dari Y pada subkruang
spanned dimensi-2 oleh X dan X,. Dapat juga dilihat pada
gambay 2.1, bahwa vektor residual e=(I-P)Y adalah proyeksi
orthogonal dari Y pada penambahan subruang dimensi  satu
yaitu orthogonal pada X; dan Xé- Juga dapat dilihat e
tegak lurus pada § (§ berada pada subruang spannsed oleh

()g:XE) dan e berada pada komplemen orthogonalnya).
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2

11 xli V1. - T 0
X=Xy ey X3 ynk&y=2, ¥ =ly, 4 ¥ =]y, Le=| 0
— . .._%x0 0 ) }'5; “\o V3.

gambar 2.1

contol Y adalah proyeksi orthogonal dari Y pada ruans

spannad oleh A; dan X2

P proyeksi orthogonal vektor dimensi-n prada
subruang spanned dimensi-p melalui kolom X, ~P
memproyeksikan X pada dirinya sendiri, maka PXc=X. Sehingga
(I-P)X=0. Maka, vektor residual e adalah :

e = (I-P)Y = (I-P)(¥3+e) = (I-Ple (3.5)

maks hubungan antaran e dan e tergantung hanya pada P.
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Diambil P sebagai elemen ke-iIJ dari P. Maka

elemen dizgonal dari P, adalah

p, = x (XX 7*x,  i=1,2,....n | (2.2.3)
Elemen ke-ij dari P ialah '
=1
B;=x (X X)x;, 1,J%1,2,...,0. (2.2.4)

2,.2.2. Sifat-sifat matrik prediksi
Sifat 2.1 |
Matrilk P dan (I-P) adalah aimetri dan idempoten
bukti :
P matrik simetri

T

P

(XXX 5"
XXX ™)'

XL

=P
P matrik idempoten

P.P = (X X ') (X *x)

H

1

(XD N TX)

(XTI (Xx)7*'x")
(X (X7 %)

il

= P

{I-P) matrik simetri

(I-P)" = (1" - P")

[}

(I ~ P)
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{I-P) matrik idempoten

I.I -~ I.P~-P.T + P.P

(I-P)(I-P) =
=TI -P-P+ P
=1-P
sifat 2.2

Matrik X berukuran (sxk), maka tr(P)=rank(P)=k
bukti -

XTX berukuran (axk) dimana ma+k, dengan asuméi ke-2
maka rank(X)=k, maka XX adalah matrik definit positif
berukuran (kxk), dan karena eigenvalue dari matrik definit
positif selurvhnya adalah positif maka XTXmerupakan matrik
nonsingular, jadi  rank(X X)=k, demikian juga
rank(XTX)"izk, karena perkalian suatu matrik dengan auatu
matrik yang nonsingular tidak merubah ranknya, maka

rank(P)=rank(X(¥ X) *X)
=rank (X X)=k

Matrik P adalah simetri dan idempoten. Berdasar aifat
matrik idempoten maka eigenvalue dari matrik P adalah 0
atau 1. Karena P matrik simetris maka rank(P) =sama dengan
jumlah eigenvaluenya yang tidak sama dengan 0, maka jumlah
eiéenvalue matrik P éama dengan rank{(Pl)=k, karena P adalah
matrik simetris berukuran 1, dengan | eigenvalue

" :

?xt(izl,:z,-.-,n) maka tr(P)=Z kizrank(P)

i=d
Lemma 2.1.

Invers suatu matrik terpartisi.

misalkan A matrilk partisi sebagai berikut:



21 22
- (a) Jika A dan A11 adalah nonsingular, maka
A'-:I. _ AI. Aii.AiZMAZiAii “A11A12M (2 2 5‘&)
—HA21A11 M
dimana M = (A —»AmA“AR)
(b) Jika A dan Azz adalsh nongingular, maka
» L. -N aiz‘qzz
A= . (2.2.5!3)7
_zjtzz"!:&izl\I A +A22A21NA12A22
dimana H = (A A;zAzzAz:.
bukti .
Dibuktikan dengan menunjukkan bahwsa A A = I
r -q 3
(2). AA 'z Ay A, A +A“A12HA21A11 —A LA M
Azs. Azz -MA A-” : M J

21 14

(A+AAMAA)+A(MAA)A(AAM)+AM‘

1412 21 11 21 114 1112

(A+AAHAA)+A(MAA)A(—AAM)+AM

1442 zaa1 2141 1412
[ I+A, MAZ£A11—A HAZiAii —A LM A
= -y
~_A21 A, +A21A11A12MA21A11 A, MA, A _A21A11A12M th,,M
[ I 0
‘_(I—(A _A21A11A12)HJ9‘21A11 (4, _Az:l.ﬂiiﬁiz g
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-1 -
A A N | -NA__AS
b) AR L= 11 12
( 1 a A AT*A N AT'4AT'A NA AT
24 22 THasey 220, (NA LA J
A N-& A ‘AN -8 NA AT*sa (AT sAT'A NA AT
141 12 22 21 11 12 22 i2 ZzZ 22 21 12 22
i A N-A A 'a W ~A. NA. A 'sa (A +a'a NA _ATYH
21 22 22 21 21 12 22 22 22 22 2141 12 22 y

- -1 -1 -1
(A,,-A 8628 N (-(A - AA _)IN+I)A_AY)

12%22% 1222 12 12"22
- - -1
! A, N-4,,N = A NA AT Az:lNAiZAZZ
:f I 0
0 T
L
Sifat 2.3.

Diketahui X:(X1:X2), dimana
X1 matrik berukuran (rmxr) dengan ran}r(Xi)zr
X, matrik berukuran (mc(r-1)) dengan rank(X )=k-r
diketatmi P,=X (XX, ) "X matrik prediksi untuk P,
W=(I-P, )X, adalah rroyeksi dari X, pada.
komplemen orthogonal Xi l
dan P2=W(WTW)-1WT_adalah matrik prédiksi untuk W.
maka P dapat ditulis sebagai :
XK' 307 =X, (X)) (1)K X (1P ) K1 K (1-P, )
(2.2.6a)

atau
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PP + P2 ' {(2.2.6b)
bukti

P dapat ditulis dalam bentuk

=1 T

T T
Xi X:I. K.i. XZ ) xi.

P=(X X)) (2.2.7a)

T T
£X XX X
Dengan mengunakan (2.2.7a)
untuk menghitong invers dari (XTK) bentuk dipartisikanm,
didapat :
T —-4 -1 —1.' -1
(x;lxi‘) +(X:K1) K:th‘ﬁ(;Ki(K:K) —(:11{1) x:X2

(X' %)= »
MK, (KK .

dimana M = (X, -X X (XX )X x )™

il

(G (I-X, (5 x) " XHx )™

(X (I-P)X,)7"

il

Dengan mensubstitusikan (2.2.7b) kedalam (Z2.2.8a), didapat
T T T T
P’=P‘.+P1 Kz MXZ IE’1 —P.Z Xz sz -—%HXZ l?1 +-X2 MXZ
=P, +(I-P, ) X,MX] (I-P)
_ T -1 }
=P, +(I-P, )X, (X (I-P)X,) " X (I-P)
:P1+P2

gifat 2.3 diatas menunjukkan bahwa matrik rredikai P
dapat dikomposisikan menjadi dua {atau 1ebih) matrik

rrediksi.
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Sifat 2.4.

Untulz i=1.2,...,n dan J=1,2,....,1 maka

a. 0= ih £ 1, untuk semus 1
b. 0.5 = P, = 0.5 , untuk semua j=i
bukti :

dengan sifat 2.1, elemen diagonal ke?i dari P dapat

2

4]
ditulis= puzz pfj =p, + z pfj (2.2.8a)

j=t iFi

mengikuti persamaan tersebut maka OS;hﬁl » untuk sewus I
maka (&) terbukti

(2.2.8a) dapat juga ditulis sebagai

2z 2 2
Bi= Pyt Ry +Z F . (2.2.8b)
rEL L ‘

oleh karenaz O0fp =1 maka didapat ~0.55 p. <0.5
il L]

maka (b)) terbukti.

sifat 2.5.

Untuk i=1,2,...,n dan Jj=1,2,...,n maka

a. Jika ph:D atau 1, maka B =0
z
S
b. Pt =1
e e
bukti

Dari persamaan (2.2.8a) jelas bahwa Qi:ﬂ atau 1, untuk
semua J*I1 maka phzo

maka (a) terbukti

hal itu menunjukkan bahwa jika B, begar (mendekati 1)

atau kecil (umendekati 0), maka_gi kecil untuk semus F=i.
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Didefinieikan Z=(X:Y), P =X(X'X7'X  dan
Pz=7(ZTZY42T. Berdasarkan (3.8a) didapat

(I-P_)YY' (I-P.)
P :P + H X

Z X

YT(I~PK)Y

H

vl

+
U]
®

maka elemen-elemen diagonal Pz = 1 , maka (b) terbukti.
hal ituv menunjukkan bahwa untuk.;%t lebih besar, residual

biasa ke-i (q),lebih kecil.

2.2.3. Penghapusan suatu_ data pengamatan
Lemma 2.2.

Untuk A dan DI matrik nonsingular masing-masing
berderajat X dan m#, dan B matrik berukuran ( Aocar) daﬁ
C{ixm) maka dibuktikan bahwa inversnya ada.

(A+BDC )y '=a™ - ATB(D*+ cTa™B) A (2.2.9)
bukti
dengan menunjukkan bahwa produl ruas kiri dan ruas kanan

adalah matrilk identitas.

i 1 -1 T, ~1

(A +BDcC YA - aT'BI 'y CTAT R) 10T}

=I-B(D *+CTa™'B) *¢"a *+BDCT A -BDCT AT  BeD t+0TA T R) T
=B{I-(D" "+CTA "B) ‘cTaA *B+DCTAT ' B-DCT A B(D *CTA T B) T A B
=B(I+DC A *BY{I-(D *+CcTAa *B) *¢Ta *BiE "

=BD(D” *+CTA™*B) {D~(D *+C A 'B) *cTa 'BDip iRt

=BD{(D “+¢TA"*B)D - cTa ‘BDID *m ¢

=BD(I+C"A"'BD - ¢Ta™*BmD ‘B!

=BDID ‘B™* = 1



Pada lemma 2.2 disubstitusi B::-:L, C‘,T::c:', b=1 dan
A:(}’{T Z.)Y, dimana X adalah notasi matrik X dengan

¢l s (i

baris ke-i dihapus. Persamaan 3.11 didapat

(X0 = (x-:‘nxm +="’1:“:J-1

T -t T
(XX 3% (X, %)

vy (W

i

(X:‘ti}gi.) )—1+

T..T 1
I"XL(Xu)X('L)) X
Untuk A=X" X, B::r.,“ . CT::‘:: dan D=-1,

(K, %)= (X - x)™"

(L) (L)

-4 T T -1
roae (X0 x (XX
=(X'X) "+

1 - xf(xTX)"ix.L
untuk n pengamatan, dinotasikan X, dan penghapusan

. T
satu pengamatan ke-1, X -

Untuk #,=(X, X, ) XY

Wy ty T ¢w

adalah estimasi dari £ untuk pengamatan ke-i dihapus,

didapat
( (X0 w1 (0 )
By= (X')™+ T I'-rt 1 XTL>YcL>
[ (0%« (™t )
= [0 — XY, (2.2.10a)
i1-p.
. i vi J



disamping itu Jjuga diperoleh bahwa

# o= (X0 Xy

-1 T
(XTX) ('~X“-_,ZE-L)[ Y(i.) ]

i

il

V.

1

(XX™ XY+ (X007 xy,

(L iy
jadi bisa ditulis
T

(X0 XY =8 - (0™ =y, (2.2.10b)

LTy
dengan nensubstitusikan (2.2.10b) ke (2.2.108) dan

menyederhanakannys diperoleh

T, -4 T T -4
- (X'X) "= =% (XX)
T -1 T LN T
Bcu_(x X) K(“Y{“ + = 1 - X(i.} (i
Py
Y T )
- (X'X) "=x (XX
_a T, -1 L T
= (X %) R A + 1 - X<t>Y(i.>
Py
T -1 T
- - (XX) == (XX
o T -1 . _ R T
ﬁ_ﬁﬁ.)_(x L) R A 1-p _ Xis (i>
Li
) T T, . -4
_(X'rx)—i . _ x (X X) &y
- T B 1 - » Ciy i

- x 8- (X0 2y}
={(X X) S i = P,

_ (-XTK)-i

1 - p

it

y N S| T .. T, T, -1
®, [yt -1r..L(X X) wY, W, f3+xi(X X) xtyt]
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]
~
g
W

(2.2.11)

2.2.4. Eigenvalue matrik P

Sifat 2.6.

Eigenvalue dari P adalah 0 atau 1

bukti -

secara jelas dari kenyataan bahwa eigenvalue dari matrik

idempoten adalah 0 atau 1

sifat 2.7.

Terdapa; (1K) eigenvalué dari P =ama dengan 0, maka
gisanya k eigenvalue sama dengan 1.

bulkti

diambil li, i=1,2,...,n sebagai eigenvalue dari P. maka

Lal
dengan sifat 2.2 didapat = Ki = tr{P)=k

i=1

tetapi dengan sifat 2.6, A0 atau 1 untuk semma i
Selanjutnya, k eigenvalue dari P sama dengan 1 dan

sisanya (n-k) eigenvalue sama dengan .

Lemma 2.3,

Determinan matrilk terpartisi. mizalkan matrilk s

terpartisi sebagai : S = A B
C D
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(a). Jika A nonsingular, maka det(S)=det(A)det(D-CA™*B)

(b). Jika D nonsingular, waka det(S)=det(D)det(A-BD Q)

bukti -

(a). det(2)=det(AD-BC)
=det (A({D-CA™ 'B)
=det (A)det (D-CA'B)

(b). det(S)=det(AD-BC)
=det ( (A-BD 'C)D)
=det (A-B *C)det (D)
=det(D)det(A-B *C)

Lemma 2.4.
misallkan B dan ¢ adalah matrilz berukuran
matrilk nonsingular berukuran {(ivk), maka:

det(A-BC ) = det(A) det(I-CTA'B)
bukti :

dengan lemma 2.3(a), didapat

T

det[ A B ] = det(A)det(I-CTA™B)
¢t 1

dengan lemma 2.3(b), didapat

T

dget[ 2 B ) = detca-BCT)
¢TI

maka det(A-BC') = det(A) det(I-¢"A™*B)

{(kxm). Jika A
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2. 2. 5. Contoh numerik
Contoh 2.2,
Suatu garis lurus pada himpunan data terdiri dari 5

titik, empat pada x=1 dan satu pada x= 4 sehingga didapat

T (1 1 L 1 1 ro (5 B
x._[ 1 1 1 1 4 ] - X K‘[ B 20 ]
(X3 = ;6 [ 20 ] dan
0.25 0.25 0.25 0
o 25 0. 45 0.25 0.25 0
P=X(X 07 K= | §752 g 0.26 0.25 0
0 26 0.25 0.25 0.25 0
0 0 0 1

il
Iy
i

dengan sifat 2.2, didapat trace(P)zrank({P)=2 dan

dari ﬁaszl, dengan sifat 2.5(a), malka =semua By 5 ra =0,
untuk semua §=1,2,3,4 Juga dari ;%szl-

Matrik terpartisi P dapat diambil sebagai :

_ Pii P2

P = T
P12 Pzz

dengan
0.25 0.25 0.25 0.25 0

_ 1 0.25 0.25 0.25 0.25 p =| © p =1

Paa = | 0.25 0.25 0.25 0.25 o .

0.25 0.25 Q.25 0.25 0
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2e 3. Asumsi-asumsi pada kuadrat terkecil

1. Asumsi linieritas
Asumsi ini secara implisit pada model (2.1.1) vang
berarti setiap nilai respon terobservasi y, - ditulis

. - . va e . . . ) . T
sebagal fungsi linier baris ke-i dari dari X yaitu X

v, =x 0 +e, i=1,2,...,0 (2.3.1)

i
2. Asumsi perhitungan

Untuk mendapatkan perkirazn unik dari 73, syarat
rerlu (X?de ada, atau ekuivalen rank{(X)=k
3. Asumsi distribusi

Analisa statistik berdazar pada Xkuadrat terkecil
(contoh test-t, test-F) memenuhi:

a. X diukur tanpa error

h. =, tidak tergantung pada xf, i=1,2,...,m

c. & . N (0,6°I)
4. Asumsi implisit

Semua pengamatan dapat 'dipercaya.'dan seharusnya
mempunyai aturan yang sama dalém menentukan hasil kuadrat
terkecil dan pengaruh kesimpulan.

Sebelum menentukan kesimpulan dari analisa, renting

untulk mengecek validnya asumsi tersebut.
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Hasil estimasi standart kuadrat terkecil

Jika asumsi terpenuhi, +teori kuadrat terkecil

memberikan hasil yvang baik, yaitu :

l.Sifat—sifat'é vektor berukuran ( kxl ) adalah :

a.

E(B ) =p (2.4.1a)
bukti :
E(p)=EI[ (X0*X v 1

EL{ (XK (38 +e) 1
B[ (XO7C W+ (XN ) 3

i

=3
dari E(£)=0 dan (X' X)"'X'X =I
maka é adalah estimator tidak bias dari 3
ﬁ adalah eatimator tidak bias terbaik (BLUE)}, dari
, artinya diantara kelas estimator linier tidak
bias, 5 mempunyai variansi terkecil.

Variansi dari é adalah Var(p)=o" (X X)* (2.4.1b}

bukti:
Var[fl = Varl (X"X)7*%" Y 3
= (X7 Varlyl x(Xx™
= o (XX XXX
= (X'x)"*
BN (8,07 (XX)™) S (2.4.1c)

Nk(u,Z) adalah distribusi normal multivariat dengan
rata-rata H suatu vektor berukuran (kxl), dan

varian 2 suatu matrik berukuran (kxk).



2. Nilai vektor prediksi Y,

~

Y

~

% o= (XX7XY = PY,  dimana P=(XX)'X

i]

mempunyai sifat-sifat :

a.

b.

C.

E(Y)=Xp
Var(&):azP
Y. N_(X3,5°P)

dari Y=X(X )% v

E[Y] = ELX(X"X) 'K Y]
= XXX 'Y ErY)
= XX 'C w
= %
Var[Y] = Var(X(X"3) %" Y3

XXX VarfY) XX0™K

2

o XD Xy

i

o2 XCXTX)—:LKT - azp

i

Sehingga Y. N (X3 ,o°P)

3. Vektor residusl biasa berukuran mcl

e =Y ~Y=Y-DPY=(I-P)Y

mempunyail sifat-sifat:

a.
b.

C.

E(e) = 0
2

Var(e) = o" ( I-P )
e ~ N (0,6°( I-P ))

26

berukuran (mel) adalah :

(2.4.2a)
(2.4.2b)
(2.4.2¢)

(2.4.3a)
(2.4.3b)
(2.4.3c)
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bukti:

a. dari e= Y-Y = Y-PY = Y - (X 0Ky

maka E(e) = E(Y) -E(X(X'X) "X'Y)
=X - XX w
=X - X3 =0
b. Var{el = Var{(I-P)Y]

(I-P) Var[Yl (I-P)

2

o (I-P)

c. sehingga e . Nn(O,az( I-P )

4. Estimator tidak bias dari o° adalah
. T T
"z . _ee _ Y (I-P)Y o
= Ty = k7 n -k ) (2.4.4)

. T . .
dimana e e adalah jumlah kuadrat residual.






