BABR III

TENSOR INERSIA

1I1.1.. Pengertian Tensor Inersia

Tensor insrsia adalah saléh zatu berntuk khusus dari
tensor Cartesian yang dapat ditemukan dalam permasalahan
mekanika dimensi tiga. yang banyak melibathkan benda—benda
tegar. Di mana tensor inersia ini meirupakan dasar
perumusan benda-benda tegar tersebut. Istilab tensaor
‘inersia muncul/didefinisikan dari rumus momentum sudut
{mementum anguler) dari suatu benda yang berputar dan juga
dari rumus energi kinetik benda.

Sekarang akan dipérlihatkan, bagaimana . tensor
inersia tersebut muncul dalam rumus momentum sudut dan

energi kinetik dari benda yang berputar.

III.1l.1. Definisi Tensnf Inéréia - Momentum Sudut.

Fandang suatu benda tegar vyang berputar ' dengan
kecepatan sudut w terhadap suatu titik tetap O. Pada
keadaan ini, momentum sudut pada 0 diberikan dengan rumus

integral :

HIOY = 04 pfir) r u v dv (3.1)
V'

Dimana : r adalah vektor posisi dari suatu titik vyang
mempunyai kecepatan linier v, p(r) adalah kerapatan benda,
dan ¥V menyatakan volume benda.

Jika w menyatakan kerepatan sudut, maka kecepatan




44

linier v dari bendanya diberikan dengan =

Sehingga persamaan (3.1) menjadi :

|
fd

H(O} = & pir) r x (w=x r) dv (=
%

Dengan menjabarkan perkalian vektor triple (tripile vektor

product) dalam persamaan (3.2) diperoleh =

H(O) =4 p(r) [ F—ri x R} dv (3.3)
¥

Didefinisikan suatu tensor @

1(0) =& plr) (rf1 - r ®r) av (3.4)
WV

Sehingga rumus momentum sudut diatas dapat ditulis
sebagai 3

H(O) = 1(0) . © | (3.5)
maka bentuk tehsmr 1{0) disebut "tensor inersia’.

Dari definisi (3.4), tampak bahwa tensor inersia
merupakan sifat dari bendanya dan bukan dari geraknya.
Dengan ditentukannya tensor inersia  ini, maka _momentum
sudﬁt, energi kinetik dan momen inersia terhadap suatu
sumbu yang diberikan dapat ditentukan dengan mudab.

ﬁari definisi di atas tampak pula babhwa tensor
inersia . adalah simetri.. Sehingga dapat didiagonalkan

sesuai metode yang telah diberikan dalam bab sebelunnya

dan nilai-nilai kLarakteristik serta vektor—-vektor
Larakteristiknya dapat ditentukan. Velktor—vektor

Larakteristiknya disebut sumbu—sumby inersia utama dan

nilai—-nilai karakteristiknya vyang merupakan momen--momnsn
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ineésia teriadap sumbg—sumbu ntama, dissbut momen—momen
inersia wtama.

Fandang kembali metode _pendiagonalan, wang
menetukan harga—harga A dan o yang memsnuhi persamaan :
I{0) . w =X w
tampak bahwa Jjika suatu benda berputar tehadap sumbu
utama, maka vektor kecepatan sudut dan vektor momentum

sudutnya adalah sejajar.

.III.1.2. Penggunaan Tensor inersia dalam Energi Kinetik.

Dalam persamaan (3.3) di atas, telah diperlihat-
kan bahwa rumus momentum sudut melibathkan ténsar ingrsia.
Sekarang pandang rumus energi kinetik dardi suatu benda
tegar yang bergerak berputar dengan kecepatan sudut w
terhadap suatu titik tetap 0. Energi kinetik dari benda

didefinisikan dengan =

T=s %ptrm v®av {3.6)
V e
R | L z . : -
=5 = ptr) (o=r) dy . {(3.7)
V .
i -
=4 Z=plr) (oxr) (wxr)dy (2.8)
2
Y .
dengan mengingat identitas vektor {(x % yi(z % w) = {y . wi

(}{ n Z)—(y - Z) (H - W)_q

persamaan {(3.8) menjadi
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Sehingga dengan mengingat kembali definisi tensor inersia
persamaan di atas dapat dituliskan :

T =

£ 3] e

I{0) &2 w@w {3.11)

w « I{0)Y . w {F.12)

paf

Jika dinyatakan kedalam monentum sudut H{0O}.

T=ZHO) .o EERERES

Sekarang dimisalkan titik O tidak seslamanya diam
{tetap), tetapi bergerak dengan kecepatan Va Maka
kecepatan dari suatu titik yang mempunyai vektor posisi r
terhadap 0 diberikan dengan :

v =V + wxHr %.14)

Sehingga energi ELinetik dari bendanya :

T=4 —=plr) v av

tJb o

plr) (V + @ x r)” dv {5.15)

Pl =

= J ,%p(r-){vz-t-zv.(m ¥ rit{w X r¥ 3 dv

v
_ 1 . .\ 1 z
=4 3 (r) V¥ dvV +0 Ep(r) @ x M dv
v Ve
+ S plr) Voo (wx r) dy (3.16)
Vv

Karena ¥ tunggal untuk bendanya, maka dapat dikeluarkan

dari tanda integrasi. sehingga didapat :

T=1mferd 10w ®o W xws plrir dv  (3.17)
dimana =
M=2s ptr) dv
v

acdalah massa dari benda @

Persamaaﬁ (3.17) menyatakan energi kinetik pada
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kejadian uwmum dari suatu benda dengan titik 0O vyang
bergerak dengan kecepatan V. fkan tetapi rumus ini terlalu
umum ﬁalam beberapa penggunaan praktis. Sehingga perlu
dibuat pErumusan vang lebih sederhana, dengan
mengasumsikan titik O berhimpit dengan titik berat G dari
benda. Dimana vektor posisi dari titik bherat G diberikan

dengan rumus integral :

J plr) r dv
¥ o= (3.18)
J plry dv
LY4
Sehingga. jika titik O berhimpit dengan B maka 3
S plr) rdv =20
v
dan persamaan energi kinetik (F.17) menjadi :
T =,_£ P I(B) e Qu (Z.19)
. -

dimana V sekarana merupakan kecepatan tari titik Eeratnya

dan I(G} adalah tensor inersia yang dihitung pada titik

berat tersebut.

| Fersamaan {F.19) memperlihatkan batwa energi

kinetik dari suatu benda tegar dalam gerak umu disusun dua

hal =

(1) Energi kinetik dari suatu partikel tunggal befmasaa
vang sama dengan energi kinetik dari bendanva., pada
redudukan di titik berat dan bergerak dengan kecepatan
dari titik beratnya, dan |

{2) Energi Qinetik yang dihasilkan karena perputaran

bendanya terhadap titik perat.



48

11I.1.3. Komponen—komponen Tensor Inersia

Fandang kemball persamaan (3.4) yvang telah
didefinisikan tensor insrsia,
1(0) = & plr) (rfi — r @ r) aV
v
dimana : r menyatakan vektor posisi dari benda terhadap

titik O dan 1 adalah tensor satuans Misalkan wvektor pbaisi

r tersebut dinyatakan dengan (% s

®,oa xa) maka =

i 2
2 ‘
ri - r@r
- 2 '
i O © ¥ ®no% ¥ o
1 12 3
2 2 2 2
= (% + M + ¥} 0 1 0 - ® A Ed HoM
1 2 ] 2z 2 2 3
N C o2
o O 1 ¥ ¥ OH H #
t 3 3 3
Eoae s il ) 0
1 z 3
2 2 2
= L8] R i N Q
1 2
2 2
O 3 w x? + K
i 2
b Ho# no®
i 1 2 13
- { H * Mo
12 28
2
H "R ¥
i 3 2z 3 a
2
¥, b A HO® - %
2 3 2 1 3
2
= —-%n # w4+ M —¥_ %
12 ) 2
- M 2 2
- 2 3 -
= 1°5 1 2
Sehingga Jjika tensor insrsia 1{0} tersebut
dinyatakan dalam pomponen—komponenny= menjadi =
2 2
# + A —% % —% %
2 3
2 -
I{0) = - =+ oW - A d 3.20
(0) J pir) n %, "y ¥ %%y Yy (3.20)
v —¥ o Z
-3 M 'z '3 ¥ o+ ¥

[es
m':'
]
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111.1.4. Momen Inersia (Momen Kelembaman}
Sekarang misalkan n adalah vekior sepanjang sumbu

rotasi, maka vektor kecepatan sudutnya dapat dituliskan

w = w n dan persamaan (3.11) dan (3.12) memberikan :

T=1/2 pw (3.21)
dimana * o = I{0) : n @ n =.22)
=n . I(O0} . n : {(3.23)

o |
Disini w adalah kelajuan sudut ({skalar kecepatan sudut)

terhadap sumbu rotasi dan o adalah momen inersia fterhadap

swnbu yang sama. Rumus integral  untuk  p@ diberikan oleh

(3.7) =
=4 pir) (n xn r)z dv
Y
= S p(r) d2 av (3.24)
W )

dimana titik r = O berarti terletak pada sumbu rotasi dan
d adalah jarak dari suatu titik tertentu ke sumbu fntagi
tersebut, yaitu d = |n % r|

Sekarang misalkan bendanya diputar terhadap suatu
sumbu utama. Maka vektor n =sekarang merupakan vektor
karakteristik satuan dan I(0}.n = Rn, dimana X adalah
nilai karakteristik vyang bersesuaian. Sehingga dari
persamaan (3.23) momen inersianya gapat ditulis dengan :

H4 =n.on) =X
Jadi seperti yang telah diberikan pada bagian akhir dari
I1I.1.1., bahwa nilai-nilai karakteristik merupakan

momen—momen inersia  terhadap swmbu—sumbu utama yarng




ﬁeraesuaian.

Momen inersia terhadap sumbu e, s dituliskan dengan
ei,I(D}.gl. Dari persamaan (3.20), momen inersia ini.dapat
ditulis =

= . _-2 VZ - -
ei.I(D).Ei— i Q(F)'(hz + “3] oV 111_ (3.23)

Dengan cara vyang sSama momen—momen inersia terhadap

sumbu—sumbu %3 dan e dapat dituliskan :

_ _ 2, 2, . ~ n
1, = e, .1(0).e,= i piry Gxf + x%) dv (3.26)
dan
I =e .I1(0).e =& pir) (x° + x2) av {3.26)
tag 3. n 5 4 2 ‘1 2 i = |

Tampak bahwa momen—momen inersia I1 s 1 dan I

4 22 32

adalah harga—harga pada diagonal utama dari persamaan

(2.20). Untuk momen—momen inersia yang lain dituliskan :

I =4 pi{r) » x, d¥, i#j (3.28)
i i ]
v
yang disebut dengan “produk inersia”. Bentuk ini akan

lenyap jika tensor inersis dibubungkan dengan sumbu—sumbu

utama.

111.1.5. Jari—-jari Girasi

Istilah lain yang kadang—kadang dijumpai dalam
membicarakan tensor inersia adalah jari—jari girasi
{radius girasi). Dan istilah ini akan dijelaskan lewat
'contnh .
FPada bab selanjutnya akan diperlihatkan bahwa

momen inersia dari sebuah bnla pejal  seragam bermassa M
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dan berjari—jari a, terhadap garis tengabnya, adalah
2/3 Maz. Jarak dari sumbu ke suatu partikel tunggal
bermassa M yang mempunyai harga mnﬁen inersia yang Sama
terbadap sumbu yang diberikan, merupakan definisi
jari—jari girasi k. Sehingga pada contoh ini :

po=Mk? = 2/5M a?

k = a Vf—gﬂﬂ

Secara umum jari—jari girasi atau radius girasi

ini dituliskan dengan =

k= + H

™

dimana @ p adalah momen inersia dan M menyatakan massa

benda.

1I1.1.6. Ellipsoid Momental
Definisi 3.1.
Untuk suatu benda dengan tensor inersia 1(0), hubungan
yang dinyatakan dengan = |
I(0) = r er = ]
Mendefinisikan suatu ellipsoid vyang disebut ellipsoid

momental.

Karena sumbu—sﬁmbu utama dai'i ellipsoid berhimpit dengan
sumbu—sumbu bendanya, sehingga sehubungan dengan

sumbu—sumbu utama ini, persamaan diatas menjadi :
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Contoh 3.1.

{1) Tensor inersia dari suatu benda tegar dengan asal 0

terhadap sumbu—sumbu yang diberikan, adalah :
2 -2 -1
I(0) = |2 4 0
-1 0 b
Benda diputar terhadap garis 2x1 = %, = 3x3 dengan

relajuan sudut 7. Hitung momen inersia terhadap garis

ini, tentukan pula momentum sudut dan energi

vinetiknya. Kemudian tuliskan persamaan Cartesian dari

semua garis sedemikian hingga jika bendanya diputar

terhadap salah satu dari garis—garis tersebut, vektor

kecepatan sudut dan vektor momentum sudutnya sejajar.
ris—garis

Momen—momen inersia mana sajakah terhadap ga

rersebut ?
Penyelesaian =

Diberikan persamaan garis

2y = x_ = 3X_, persamaan
1 2 3

ini dapat ditulis =

i 2 3

172 b 1/3

Vektor arah dari garis ini (172 . 1« 1/3)s sehingga

vektor satuan sepanjang garis yang diberikan adalah :

N = (1/23151/3) = —-7&-— (356!2)
¥1i72 + 1 + 1/9

gehingga I(0) . n = 1/7 (-8,18,%)

Momen inersia terhadap garis yang diberikan adalah
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=1 (—24 + 108 + 18)

4 =n - I(O0) - 1 1)
= 102
M 39

Kecepatan sudutnya diberikan dengan @
w=7 n= (3,6,2i

Sehingga momentum sudutnya =
H{0) = I{0) .« = {(-8,18,%)

dan energi kinetiknya diberikan oleh @

7T = 1/2 H(0) . w = 31

bagian kedua dari soal diatas, dapat diartikan sebagai

pendiagonalan matriks tensor inersianya dan menentukan

sumbu—-sumbu utama dan momen—momen inersianya.

Agar vektor kecepatan sudut dan vektor momentum
sudutnya sejajar, harus dipenuhi :
-I(D) . W =AW
atauw [I(0) — 2 1] .0 = O
Nilai—-nilai A vang memberikan solusi untuk s

ditentukan dari persamaan karakteristik :

2 -2 -1
-2 4 0 = 0
-1 0 6

(Z2AJ{8A)(6A) + O + O — (4A) — 0 — 4¢{6-A) = 0

(B AZ)(6A) — 4 +X — 24 + A\ =0
02— +8) —AZ-a+8) + . - 28 =0
02 -~ 30 +48 -2 + 8% -8 + ™ 28 =0

32 + 122 -3 +20=0 atau

22 - 122 + 3 - 20 =0

-5 0F~2 +4) =0
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Sehingga didapatkan :

X =5 atan A = 1/2 (7 * ¥33)
Ketiga nilai karakteristik A ini merupakan momen—momen
inersia utama, yaitu @oomen—momen inersia terhadao
ketiga sumbu utama.

Untuk A = 5, maka :

2—5 -2 -1 A
1

-2 4-5 0 o = 0
2
L -1 O bH—5 ®»
h:)
- -3 -2 -1 P
i

-2 -1 0 » = 0
2
L -1 0 1 Wy

Sehingga diperoleh :

-3 -2 -6 = 0
1 2 a
-2 —-W® = 0
1 2
- W +w = 0
i 9
[ -3 -2 -1 ] 0o -2 -4
B (-3» B (-2
13 12
A = -2 -1 0 o~~~ o -1 =2 —~~
B (-2
| -1 o0 1] *? -1 o 1
[ © 0 0]
o -1 -2 1 {x)
| 1 0 1 |

Jadi R(A) = 2

cukup diselesaikan persamaan yang diambil dari (%) =

—w, - 2 =0
2 9
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-—w, + w =0
i ]

Dapat dipilih n — r =3 - 2 = 1 parameter,

misal w, = 3
k = - = e
maka w, 2»3 a3
w, = e, = {3

Sehingga w = (wi W, a0 Y = (3,23 .43)
= £l1,-2,1)
Sebagai basis dapat ﬁiambil w = (1,-2,1)
Dengan cara sama untuk A = 1/2 (7 * ¥33) didapat :
w = (—B,1 * ¥33,10 i'—/ﬁ). Ketiga vektor @ ini sejajar

dengan sumbu-sumbu inersia utama. karena itu persamaan

Cartesian dari garis yang melalui asal dan sejajar

dengan H(0O) dan w adalah

’ Zn = -y = 2n
i 2 9
~¥ % b
1 2 9
dan — = - =
8 1 * ¥as 10+ 2 3s

(2) Tensor inersia dari sekeping bidang dengan luas
permukaan A dan rapat permukaan o, diberikan dengan

I(0) =4 o (F)(rP1 — rxr ) dA
A

111.1.7 Persamaan Gerak Euler.

Sekarang akan ditentukan persamaan gerak dari
benda tegar terhadap pusat massanya, akibat pengaruh
kopel. Pada bagian II.4.2, untuk suatu tensor T, ‘pada
kerangka acuan yang berputar dengan kecepatan sudut o,
berlaku :

dT & T
5% & % +w % T T 2w
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Dimana &T/8t adalah keﬁepatan perubahan tensor T
dalam kerangka berputar dan cross produk antara vektor dan
tensorseperti telah didefinisikan pada bagian I1.2.5.

FPersamaan gerak dari suatu benda vang berputar

terhadap titik beratnya (sentroid)} 6 diberikan dengan

gH(B) (3.29)

—ae - M@
dimana MNMG) momen gaya terhadap G.
Karena H(G) = J(G6}., maka
o
= . T T
ME) =gg L 1 (8- 0] | (3.30)

Sehingga dengan menggunakan persamaan (2.87) dan

mengingat bahwa sumbu  putar tetap terhadap bendanya
sedemikian hingga SI1(G)/St = 0,
Cio
= . T S —
r (G} I {G). g T % | I (B).e ] (3.31)
Misalkan momen inersia dibubungkan dengan sumbu  uwtama,
maka persamaan (Z.3i) mengarah ke tiga buah persamaan
skalar :
dni -
r;(E} = Iii dt * (Iss_ 122) “2 “g
dmz
r;(ﬁ) = 122 dt * (Iii_ Isa) ©“a “y - (3.32)
dma .
r;(G) =L, ac * (Lz~ 111) @y ®a
o’
Persamaan (3.32) disebut "Persamaan BGerak Euler" dan
memberikan komponen—komponen kopel yang berguna untuk
mempertahankan kecepatan sudut w terhadap titik berat.
Rumus ini juga berlaku untuk gerak ferhadap suatu  titik
tetap yang tidak berhimpit dengan titik herat.
Kejadian khusus kopel eksternal nol [[{B) = 01
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cukup penting, sebab persamaan gerak daﬁat ditentukan.

Dari persamaan (3.230)

d -
s { I {(B) - w } = 0

. d H {6} _
yaitu —gy— =10 (

A

«SE)

Sehingga momentum sudut H(G) adalah konstan. Integral
keduanya dapat ditentukan dengan mengambil T (G) = 0 ‘pada
persamaan (Z.31) dan menerapkan perkalian skalar dengan

w. sehingga

r.o.Ig-gi%+w fr % I (Blws 1 = O
yvaitu o . I{(G} . gﬁ =0
atau w . IiB) . w = konstan (Z.34)

Konstantd pada persamaan (3.34) adalah sama dengan dua
kali energi kinetik, yvang selanjutnya barganya diawetkan
pada kejadian kopel eksternal nﬁl.

Kejadian khusus selanjutnvya  vyang penting adalah
pahwa benda mempunyai  sumbu ﬁihetri. Sehingga bendanva
mempunyai dua buah momen inersia vtama yang sama terhadap

sumbu—sumbu yang tegak lurus dengan sumbu simetri. 0Oleh

karena itu tensor  inersianya dapat dituliskan dalam
bentuk =
A o O _
I{G) = |0 A O 3.35)
| o C

dimana sumbu simetrinya adalah sumbu H o
Mamentum sudutnya diberikan dengan :

H(G) = I{G) - w = (ﬁni, ﬁ”z’ Cbs) (F.36)
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Sekarang untuk setiap vektor o

w={w . ele — wxelxre
3’ 3 3 3
Komponen dari o sepanjang sumbu simetri disebut spin, yang

umumnya dinotasikan dengan n.

Sehingga W =ne - ixe} *e
3 3 9
Dari persamaan {3.348) =

( = + M H
H{G) Cne3 : r‘-‘n—:-s {w Ea}i

Sekarang e, adalah sumbu tetap pada bendanva-

Sehingga & X S deafdt, maka
: dea
H{G) = Cnea + ﬁea L {Z.37)
Akhirnya dengan mendefferensialkan persamaan (3.37)
diperoleh =
dn d%; dzeb
[(G) = C — e+ tn — + B e P (Z.38)
dt dt 7 gt

Contoh 3.2._

Suatu benda diputar dengan kecepatan sudut tetap w
terhadap suatu sumbu  sembarang yang | melalui titik
beratny=x. Tentukan kopel | wvang diperlukan untuk
mengawetkan/menper tahankan gerak ini !

Fenyelesaian :

Fersamaan oerak Euler dengan w = konstan adalah

P(G) =w v [ I{BYu ]

ataun F =1 -1 _)w w
i 33 22 z 8
F =1 - I }Yw
2 i1 33 a 1
P=(1 -1 Yo w

3 ZZ 14 1 4
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Fersamaan ini memberikan komponen—komponen kopel vang

mempertahankan gerak, terhadap sumbu utama dari bendanva.

111.2. Teorema Dasar Penghitungan Tensor Inersia

Sebelum membahas penghitungan tensor inersia dari
benda—bendé atauv bangun—bangun geometri standar, terlebih
dakhulu dibahas teorema—teocrema yang merupakan dasar
penghitunaan tensor inersia.

Dengan teorema—teorema ini , dapat dituliskannya
tensor inersia dari suatu benda padé suatu titik 0O vang
dinyatakan kedalam tensor inersia pada titik berat G dari

bendanya.

111.2.1. Teorema Sumbu Sejajar.

ints ﬁaripadé teorema Sumbu Sejajar ini  adalah
dapat dituliskannya momen _inergia terhadap suatu  sumbu
vang melalui suatu titik tertentu a yang dinvatakan
kedalam tensor inercsia terhadap sumbu sejajar yang melalui

titik berat G dari benda.

Teorema 3.1.

Diberikan suatu benda tegar dengan massa M dan titik berat
(sentroidl-nya G, tensor inersia pada titik O dituliskan

dengan =

Ity =I(B) +M{r_ I -FT@T) (3.39)

dimana F adalah vektor posisi dari 6 terhadap O.

il
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Bulkti =

Pandang gambar dibawah ini.

=3t

Gambar 3.1
Misalkan P adalah titik dengan vektor posisi v terhadap

titik O (gambar 3.1) dan misalkan r’= GF. Maka dipenuhi

ot =06 + &P
atau ro=r +
Sehingga tensor inersia dari suatu benda pada +titik 0

dapat dituliskan dengan .
I(0) =4 o(r) (r- 1 —r@r ) dv

=4 pir} i F+rY L-(r+r)®(r+ r')} dv
o p(r‘)i(? 242 Fur+r®)1-(rer + T @rtr '@r+rer’ 3J»cs'v'

_ p(r){ﬁ"— Fr 2T N-r@r +r@®r+r'e “F)} dv

.

+ J 2{r) (r

1-r' ®@r°) av
v .
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( _, - R, _
= I(E)ffp{r}t(r?+ Zr.or’il —{(r@r +r@r’+ r'e ry dv .
N

Il

I(B)+ p{r){F Zir @) dV ® 2P (Zr.ar-r @ r'- r'@ ridv
v A4

21I-F @TFIW o (r)(ZF.r’'~F @ r'— r’'® r) dv

v
Bentuk integral diruas kanan akan lenvap, karena seperti
dalam bagian II1I.1.2; integral =

S p irirs d¥ =0
v

yaitu merupakan faktor bersama dari O dan 8§ {(diasumsikan O
herhimpit dengan 8). Sehingga didapatkan :

I(0) = I(B) + M (F~ 1 -T @r)

Teorema terbukiti.

Fercamazan (3.37) diatas memberikan rumus yang
cederhana uﬁtuk menentukan tensor  inersia pada titik O
vang dinyatakan ke dalam tensor insr=ia pada titik berat &5
dari benda.

Dari bentuk persamaan  (3.3%7)  untuk suatu wvektor

satuan n, maka =

I

I(0}on = I{B).n + H (F° 1 - T @F) . n

(G} + MIFr - n—rF (r - n)l

Sehingga n.I(0).n = n.I(8).n + M r? - (r . m)¥3

Mizalkan o (8) = n.l(0).n, vaitu momnen inersia terhadap
suatu sumbu Qang molalui titik O dan sejajar dengan vektor
satuan n. Dan misalkan pula p(G) = n.I({6).n, momen inersia

terhadap sumbu sejajar vang melalui G.

Maka persamaan diatas menijadi =




&2

2 _(r . m31

a{) uiBGy + M Ir

= (B) + M (nxmM° (3.40)

Kita tahu bahwa |n = F[ adalah jarak +tegak lurus antara

dua bBuah sumbu sejajar. Jika jarak ini dimisalkan d maka
persampaan (3.40) menjadi i

p(0) = p(B) + i d” : . (3.41)

Dimana kedua pernyataan pada persamaan (3.40) atau

{(Z.41), menyatakan mgmaﬁ inersia dari suata partikel

tunggai Eermassa M, pada tedudukzn di G, terhadap suatu

sumbn yang melalui titik O vang spiajar dengan vektor

satuan na

I111.2.2. Teorema Sﬁmbu Tegak Lurus untuk Keping

Tenrema sumbu tegak lurus ini hampir sama dengan
temramg sumbu sejajar yang telah diberikan dimuka. Hanya
=aja pensrapannya lebih terbatas daripada teorema pertama.
Yaitu hanya pada keping {(=pelat tipis), lagi pula tecrema
ini lebih menekankan pada momen inersia  daripada tensor

inersianva-

Teorema 3.2.

Momen inersia dari suatu keping seragam, terhadap suatu
sumbu yang teaak lurus dengan bidangnya, adzlah sama
dengan jumlahan moOmen-—momsn iﬁersia terhadap dua sumbu

vang saling tegak lurus di dalam bidang.




Bukti ¢

Cambar 3.2.
Mliszlkan sumbu L sumbn %, dilukiskan pads
dan sumbu x  dilukiskan tegak lurus dengan bidang
3

-,

keping,., maka s

4
¥ - H  H G
- 4 Tz
) 2
I{0} = 1 o - % om ¥ o ds
i 2 4
~ & 2
O 18] - + o
3 -3

dimana : & azdalah luas lamina dan o adalah
permukaan, dan dianggap konstan.

Dari persamaan (3.42} tampak bahwa :

Teorema ferbukti.

Contoh 3.2.

{1) Diberikan suatu benda dengan massa M dan

J3.2Y. Dari persamaan {3.20) dan mengingat bahwa n_=

bBidang

{Sambar

O pada

i
Ja
J

rapat

titik

beratnya G. Tensor inersia [(6) diberikan dengan =

“ 1
3 . !

i




{21

&4

4 -1 - =
I{B) = M - 1 3 - 2
- 3 - 2 2
dan § adalgh titik (1,0,0}.

Hitunglah tensor inersia pada titik asal.
Fenyelegaian @

Dari teorema sumbu sejajar, didapat :

D) = I(8) + M{(r° 1 -T@Fr)
dimana =
¥ o= {1,0,0) — (0,0,0)
= (1,00} = 2,
Maka :
O o aﬂl
r®1-FTerFr=-1-e ®e = ° 1 ©
G O 1
Sehingoa didapat H
4 -1 - =
I{G) =M - 1 4 - 2
- 3 - 2 =
Memen inersia dari lingkaran cakram seragam bermassa M
dan jari-jari a, terhadap sumbunya adalah :
1/2 ™Ma®. Tentukan momen inersia terhadap garis
tengahnva.
Pényelesaian H
Karena sifat simetris dari cékram maka momen
inersianya sama terhadap semua garis tengahnya. FPada
?husuanya momen inersia ini sama terhadap dua garis

ST A




tengah vang saling tegak lurus.
Sehingga dari teorema Sumbu  Tegak lLurus,

inersia terhadap garis tengah ini adalah 1/4 Ma® .

BT

momen





