BAB I1I
TENSOR-TENSOR CARTESIAN
II.1. Tensor Cartesian Order Dua
Pada bagian terdahulu telah dijelaskan, tensgr
Cartesian. order—n, dalam rgang Euclid dimensi-3,
didefinisikan sebagai himpunan atau kumpulan yang terdiri
atas 3" tomponen, dimana komponennya memenuhil persamaan
tensor wnum, ngn tetapi _transfnrmasinya hanya ‘atas
transformasi koordinat orthogonal. Jadi tensor Cartesian
crder dua'ini akan mempunyadl ¥ =9 komponen.
Di bawah ini akan diperlihatkan bagaimana fungsi

vektor linier mendefinisikan tensor Cartesian order dua

Cini.

I1.1.1. Fungsi Vektor Linier.

Dalam bab III akan diperlihatkan bkahwa momentum
anguler (mnmeﬁtum sudut) H, dari suatu  benda kaku vyang
berputar dengan kecepatan sudut ., dapat dituliskan
sebagail fungéi vektor I.w dari vektor o, yang memenuhi

hubungan =

I.h 0 +h w ) =A ITw +x T (2.1)
it 2 2 1 1 2 z

untuk setiap pasangan bilangan Ai, hz.'
Fungsi demikian disebut sebagai fungsi vektor

linier dari vektor. Dengan setiap vektor « menentukan

vektor I.w.
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Contoh. 24l
(1) Diberikan F(v) = Vs dengan v suatu - vektor. -
mendefinisikan fungsi Qektnr linier F, karena«vdadalahmw%

vektor linier dalam v.

(2) F{v) = a.Vy dengan a s V merupakan vektor - tidak -

mendefinisikan fungsi vektor linier karena e ¥ Dukan
L .

vektor.

(3) F(v) = a + V, dengan a suatu konstanta, - tidak -

mendefinisikan fungsi vektor linier, karena a + Vv -

tidak linier pada v, menurut definisi =

F()\1 \.v1 + )‘z Vz ) = )u.iF(\.!'1 )+ )«.z F(vz\)

I1.1.2. Dyad = Bentuk Dasar Tenéor Order Dua
.Misalkan a, b, € adalah vektor—-vektor denganwayw-huwﬂ
tetap dan c© dimisalkan berubgh— ubah. Pandang vektor--T.c
yang didefinisikan dengan.=
T.c = a(b.c) (2.2)

Sesuai dengan.persamaan (2.1), maka T.c linier pada cC

karena dipenuhi z
a [b. O"x c1+ )«.2 <, )1 = ?\.1 a(b.c1 )-I-}..za(b.cz ) (2.3)
Sehingga T.c merupakan fungsi linier dari wvektor E. Dan
besaran'f didefinisikan sebagai tensor order dua.
pidefinisikan simbol baru ® , dan untuk getiép
vektor a, b. € dituliskan :
{a ® b).c = a(b.c) L (2.4)

Karena ruas kanan persamaan (2.4) perupakan

vektor, maka ruas kiri Jjuga merupakan vektor. DSDehinggn
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besaran (a @ b).c merupakan fungsi vektor linier dari

vektor c. Jadi a @ b merupakan tensor. Dan tensor a - @ b

ini disebut dyad atau produk tensor dari dua vektor. S

Dari definisi dyad dalam persamaan (2.4),
jumlahan dari dua dyad dan produk dyad dengan.-skalar
diberikan dengan :-

(.>‘.1 a®b -l?\z a® bz. ).c = ?gi a (b, 'C),-",h'z a 7(‘!:2_'_.1::‘)‘,“.”.(2..3)

B

Produk tensor vyang dilambangkan dengan @ -ini,

memenuhi sifat komutatif dan distributif.

I1.1.3. Komponen—komponen Tensor Order Dua
Diberikan vektor v, mgka seswal definisi dalam -

bagian II.1.2, T.v merupakan vektor. Khususnya untuk
vektor satuan e s ‘maka T.e1 juga merupakan vektor,
sehingga dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari
vaktor—-vektor basis e . e, dan ea; Maka untuk semua
bilangan o, {3, » berlaku :

T.e1 = ae + 3 e + ¥ e, (2.6)

atau, dengan mengganti bilangan—bilangan o, (3, »

T.e =T e +T e + T e
1 114 1 2i 2 81 9
yvaitu T'Et = Tkt Ei (2.7)

Akan diperlihatkan tensor order dua T dapat dinyatakan
sebagai jumlahan 9 buah dyad :

T = Tkiek @ e (2.8)

I

maka T.e Tkt (E-k [14] et ).em

T8 (8 -8)

1Lm %:

Sehingga T.ei‘ = Tki. e

I




Dari persamaan (2.7)

T e -e_ = em.(T.eLE

vaitu tnt = g . (T"Ei) (Z2.7)

m

Bilangan—bilangan Tm, disebut komponen—komponen dari
1

tensor T dalam basis g, . Dituliskan dalam bentuk matriks =

T

i4 12 i3
{2.10)

21 22 28

T T
34 @&z 335

Dimana T |

adalah elemen dalam baris ke—m dan kolom ke—i.
mi )

Balam R® skalar mempunyai satu (:SD} tomponen, vektor

mempunyai  tiga (=31) komponen dan tensor  order dus

mempunyal 9(=az) komponen. Jadi untuk tensor order-n  akan

menpunyal = komponen .

11.1.4. Komponen—komponen Dyad

Dalam bagian {I1.1.3%) telah “diperlihatkan
komponen—komponen tensor order dua. Sesual dengan
pengertian ini akan diperlihatkan komponen— komponen dyad
a ® b. Dari persamaan (2.9} didapat:

{fa@®@b) =e [{a @ ble ]
Lk i e
= et-(aac)
= (2.
aibk (2.11)
Dalam bentuk matriks meniadi :
i 4 1 2 1 8
a@hb= a b L By , By 2.12)
a a
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II.1.5. Komponen—komponen dari Perkalian Titik antara

Tensor dan Vektor.

FPada bagian.terdahulu telah dijelaskan bahwa .T.v,“
yaitu perkalian titik antara tensor T dan veklor v
merupakan vektor. Sekarang akan | diperlihatﬁan
komponen—komponen dari vektor T.v ini.
Dari ﬁersamaan {(2.7) =

T.v =‘T (e @ e )
i k i

k
= T&i vt
Sehingga didapatkan
(T'V)k = Tki V. (2.13)

Dituliskan dalam bentuk matriks menjadi z

T T T v

14 42 189 1

T-v = \Y
24 22 29 2

v

91 32 98 3

T T v+ T v+T _v

11 1 12 2 13 2

= T v+ T v+ T v (2.14)
21 1 22 2 28 9 .

T v+ T v+ T Vv
91 1 az 2 ap 3

Perkalian titik ( Dot Product ) dari tensor dan
vektor memenuhi sifat komutatif, distributif - dan

assosiatif.

11.1.6. Sifat-sifat Tensor Order Dua

Dua buah tensor dikatakan sama Jjika perkalisan—
perkalian titik dari Ekedua tensor tersebul g
vektor—-vektor yang mungkin adalah sama, yaitu 3

G =T jika dan hanya jika S.a = T.a, ¥a Doty
Jumlahan dari dua tensor 8§ dan T dituliskan © + T, dJimang

berlaku :
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(§ + Tl.a = S.a + T.a, Ya (2.16)

Tensor nol dituliskan dengan 5, dimana :

S.a =.0, Va ) {(2.17)

Tensor satuan dituliskan dengan 1, dimana :

l.a = a, Ya (Z2.18)

Contoh 2.2.

{1) Dalam notasi matriks :

O 1 O
ei ®e = |G O 0
‘ g 0 0O
{2) Diberikan =
a= (1,3.4Y, b= (2,-1,-2}, ¢ = (2,1,0)
maka
2 -1 -2
a® b=168 -2 -6
g —4 -4

dan (a @ h).c = {3,19,12) = a(b.c}
Tidak setiap tensor dapat dinyatakan sebagai dyad
tunggal. Untuk memperlihatkan hal ini cukup diselidiki
dengan counter—-example (contoh dengan penyangkalan).
Pandang tensor satuan =
= + +
1 ‘Eiﬁ Ei Ez @ Ez Ea @ Ea
fndaikan 1 dapat dinyatakan sebagai dyad tunggal a ® b.
HMaka =
i.e =atb.e } = ab = e
1 1
1.e =aib.e ) = abh =
2 2

Kontradiksi, sebab a tidak mungkin sejajar dengan e,
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dan e, sekaligus.

I1.1.7. Perkalian Muka dan Perkalian Belakang dari Tensor

dan Vektor.

Fada bagian II1.1.5. telah didefinisikan perkalian
titik (dot product) dari  tensor dan  vektor, dengan
komponen—komponennya diberikan cleh persamaan (Z2.13).
Produk dimana vektor muncul (dihasilkan) dari perkalian

titik antara tensor dan vektor dinamakan perkalian

belakang-

Definisi 2.1.
Diberikan tensor order dua T dan suatu vektor a, dibentuk
produk baru dengan hubungan :

{(a.T).c = 8.(T.c} , Vc 2.1%)

Froduk demikian disebut perkalian muba.

a.T adalah wvektor vyang komponen— Lomponennya

dapat ditentukan dengan meEmiszsalkan c = e, - Behingga,

ki
8 T

Ditulis dalam bentuk matriks @

(auT}i’ = da (T P %{ }

1

T T T
i1 42 43
a.T = {(a .3 & } T T T
47 2° 3 21 =2z2 23
T T T
a1 oz 98
‘ ={aT +a T +a 7T . aT +a T +a T .
4 11 2 21 3 384 4 12 2 22 3 3z °

aT +a T +a T 1}
i 13 2 23 '3 a3
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I1.1.8. Tensor Transpose.

Misalkan tensor T dinvatakan dengan jumlabhan dari’
dyad-—dvyad :

T=a@®b+ce®@d+ .... (2.21)

Tenzor T ', vang dinvatakan dengan jumlahan dyad-—
dyad : |

T'=b@ a+d®&cCc =~ «..-x (2.22)
disebut "Transpose dari tensor T".

Untuk memperlihatkan babhwa definisi ini bebas
terhadap Jjumlahan 4dari dyad-dyad vang dipilih uritik
menyvatakan T, pilih suatu vektor v dan dibentuk perkalian

titik {dot product} =

T'av = (b® a +d@c + coaa)av
= bla.v) + di{c.v}) + -...
= b(v.a) +ld(v.c) + oanun
= {(v.alb + {(v.cld + ....

= v . (a®@b+c®d+ ....}

Sehingga T .v = v.T (2.23)

dan berlaku untuk semua v.

Kuﬁpnnen"knmpnnen Cartesian dari T dapat

ditentukan dengan menuliskan a = a e dan setetrusnya.
' Lo .

Sehingga :

= ' 2.2
T (btak + dick R | e ® e, { 4)

Oleh karena i1tu =

‘ = + + raax
T = byay v ey
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= a b +Cd+ cnana
k i i
= e
Tkt {(2.23)

Jadi komponen—komporen dari T dalam setiap

basisnya ditentukan oleh Lkomponen—komponen dari T.

Contoh 2.3.

t1) Diberikan suatu tensor T dalam béntuk matrik

T,T,, T
i1 i2 i3
T =T T_T
24 22 238
T,T. T

34 az 3a

Maka tensor transpose dari adalah sz

T T T
&4 241 54

T =] T T_ T
i2 2z az
T T

13 23 33

{2) Transpose dairi transnose suatu tensor adalah
tensor itu sendiri, yvaitu :

(T = T.
I1.1.9. Tensor Simetri dan Antisimetri.

Definisl 2.2.

Suatu tensor yang sama dengan transposenya disebut tensor

simetri, yvaitu T = T".

Karena T = T'. maka dari persamaan (2.23),

didapatkan :

T  =T7. (2.246)
ki ik
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Sehingga ditulis dalam bentuk matriks =

T T T
11 12 13
T = T T T (2.27)
21 2z 23
T T T

Jadi tensor simetri hanya mempunyai enam buah  komponen
bebas.

Enntoh—:antnh tensor simetri, tensor tegangan
{strain tensor),; tensor‘regangan (stress tensorl, tensor

inersia, dan sebagainva..

Pefinisi 2.3
Suatu tensor yvang mempunyai harga yang sama dengan negatif

dari transposenyva dikatakan antisimetri atauw skew—simetri.

Sesuai definisi di atas maka untuk  suwatu  tensor
anti simetri T berlaka :
T=-T ’ {2.28)
= - 2.
Tki Tki 7( 29}

Dalam bentulk matrikes menjadi :

o T _ T
12 i3
T = |-T_ao T (2.30)
12 23
~T _~T._ @
13 23

untuk setiap tensor antisimetri T.
Dicatat bahwa elemen—-elemen tensor antisimetri

pada diagonal utamanya sama dengan nol dan tensor




antisimetri hanya memiliki F buah komponen bebas.

Teorema 2Z.1.
Setiap tensor order dua dapat dinyatakan sebagai jumlahan

dari tensor simetri dan tensar antisimetria

Bukti =

Misalkan kita dapat mengeriakan hal di atas maka

untuk setiap tensor order dua T dapat dituliskan :

T =5 + A {2.31)

dimana : S = tensor simetri dan A = tensor antisimetri

dengan sifat—sifat 8 = 57 dan A = -A°. Dengan mengambil

transpose dari (2.31). didapat :

T" =8 - A

Dari persamaan (2.31) dan persamaan (2.32) didapat :

§ = 1/2 (T + T}
A= 1/2 (T - T7)
Sehingga T = 1/2 (T +T7)+1/2(T- T°) (2.33)

Tearema tebukti.

Contoh 2.4.

{1) Tensor—tensor 1. ei® Ez+ E2® e . @ ® b+ b® a adalah

tensor—tensot simetri, sedanghkan tensor—-tensor

ei® e, - Ez® Ei, a®b-—-b®a, adalah anti simetri.

{2) Fada umumnya tEﬁEDr a® b dapat dinyatakan sebagai

jumlahan tensor simetri dan tensot antisimetri.

Bagian simetrinya adalah 1/2{a®b+b & a), dan

bagian antisimetrinya 1/2 (a @ b-b® al.
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11.1.10 Invariant—invariant Skalar dari Tensor Order

Dua.

Diberikan tensor order dﬁa T. misalkan T dapat
dituliskan sebagai T =86 — Al, dimana 8 ‘adalah tensor
aorder dua, 1 tensor satuén dan‘ A suatu bilangan.

Determinan dari T dituliskan :

5 - X b : =1
14 12 19
det T = s S -x 5
21 22 29
%31 E%z 85— A
. 33
Sehingga Jjika diuraikan dinyatakan dalam pangkat A
diperoleh =
3 2
det T ==x" +A7 (§ + & + 85 3
14 12 13
22 EEB E%a E%i 511 512
—}\. —7\ - A
S L] 5 5 5 S
3z 33 13 i1 21 22
S 5 8
11 12 13
+ Szi 22 33 (2.39)
5 o 5
34 a3z a3

—

Definisi 2.4.
Invariant pertama I1 didefinisikan sebagai koefisien dari

Kz. Dituliskan =

atau I1 = g . (2.36)
dimana Stt disebut trace dari tensor S, dan ‘dituliskan

dengan Tr{5)}.
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Definisi 2.0.

Invariant kedua, I2 didefinisikan sebagai negatif dari

pada koefisien A . yaitu :

1 =5 8 -5 8§ +8 S — 6
2 22 99 29 32 a9 14 13 91
+5 S -5_8 (2.37)
11722 12 24 o

Definisi 2.6.

Invariant ketiga, 19’ didefinisikan sebagai determinan 8,

ditulis =

5 =1 s

11 12 13
I = det S5 = |85 S S (2.38)
3 Z1 2z 23

S S s

a1 8z 99

o
I

Atau dengan menjabarkan persamaan (2.38) diperoleh =

- + -
IS (522833 523532’ (523891 521988)

+ 5 (S s -8.5 )
21 32 2z 91

1= € 5 +8 8 8 +8_ 8 8 -5 § 35
3 11 22 393 12 23 91 13 21 32 114 23 32

- 922819931- 599512521 )
11.1.11. Inner Product (Perkalian Dalam) dari Dua Tensor
~ Kontraksi
Pandang perkalian titik {(dot product) antara dua
vektor a dan b, dengan konvensi jumlah seperti telah
dijelaskan pada BAB I, produk ini dituliskan =

a.h = aih (Z2.37)

1

Dalam bagian II.1.5. juga telah diperlibatkan dot




product antara tensor dan vaekltor, yang dituliakan :
(T.v)k = Tkt v, : (Z2.40})
Pada setiap kejadian, suTfix Dberulangnya adalah
adjacent (berdekalan). Sutfin—suffix bLerdekatan sedemikian
dispbut suffix delam dan perkalian titiknya disabul
ﬁerkalian dalam (inner product). Simbol dol (rtitik) ini,

selanjutnya akan digunakan untuk menyatakan inner product

dari dua tensor.

Definisi 2.7.
Misnlkan 8 dan T adalah dua buah tensor dan v suabu
vektor, maka perkalian dalam (inner prodguct) dari 8§ don T
dituliskan dengan = |
(8.T).v = 8.(T-v) V¥ v (2.41)
fuas kanan persamaan (2.41) adalah  vektor linior
dalam v oleh karena itu ruas kirinya juga merupakan virk Lor
linier dalam v. Sehingga inner product B.T merupakan

tensor order dua. Komponton-komponen dari 5.T dapat

ditentukan sebagai berikab z

{(S.T), = @& (5.T).e
i ¥

=g . [ 9.(T-=» } 1
L k

= e . [ Q.7 v

i mk a

=@ . {98 e T )
i pmm o mk

= 5, T (.l
im mk .

Tampak ULahwa suffix dalamnya yoang diulang.

Fitiga inner product yang  felah  dinyatobos it
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persamaan—persamaan (2.39), (2.40) dan (2.42), semuanya
menyatakan kejadian—-kejadian utama dari suatu proses yang
dikenal sebagai “Kontraksi”. Yaitu proses dimana dua index
dari tensor—tensor vyang ada diambil yang sama dan
dijumlahkan. Oleh karena itu jumlahan dari suffix—suffix
bebasnya dikurangi dengan dua, yang sesual dengan
pengurangan pada jumlahan order—order. Order—order tensor

pada ruas kanan persamaan—persamaan (2.39), (2.40) dan

{Z2.42) masing-masing diberikan dengan :

1 +3i—-—2=0
2+ 1 -2=1 (2.43)
2+ 2 - 2=2

Produk dalam ( Inner Product ) dari tensor berlaku

sifat komutatif dan assosiatif.

Definisi 2.8.
Inner Product Ganda (Double Inner Product) dari dua tensor

S dan T dituliskan dengan =

S T Tr (8.7) (2.44)

n
1

T=5 T (2.43)

Sehi
ehingga S im i

Pada bagian 1I.1.10 telah diperlihatkan bahwa
trace suatu tensor merupakan invariant skalar. Oleh karena
itu, titik dua menyatakan suatu kontraksi ganda dimana

jumlahan order—ordzrnya dikurangi dengan empat.

I1.1.12. Nilai Karakteristik.
Permasalahan nilai karakteristik adalah suatu

permasalahan menetukan nilai skalar A dimana persamaan




25

linier =

T.v=Av : (2.46)
mempunyai solusi pon trivial untuk suatu vektor v. Nilai A
dimana solusi persamaan (2.456) ada, disebut nilai
karakteristik dari tensor T. Vektor v yang merupakan
splusi persamaan (2.46) disebut vektor rarakteristik.
Dan sesuai definisi vektor karakteristiknya tidak nol.

Dalam bentuk komponen persamaan (2.46) dapat

dituwliskan :

Ti,kvk = A Vi. = h 6i,kvk

(Itk - A éik) Ve T LU (2.47)

Dimana persamaan (2.47) ini menyatakan tiga buah persamaan

homagen =

(T —-2Adv + T v + T v = 0
11 i iz 2 13 9
T v + (T —AN)vy, + T v =20 {(2.48)
21 4 22 2 23 3
T v + T v + (T —A)}vy =20
91 4 3z 2 33 ]

dalam v, s v, Yy yvang tak diketahui.

Ditulis dalam bentuk matriks persamaan (2.48) menjadi :

[T - A T T } 'v}
14 12 13 1
T T — X T Y = 0 (2.49)
z14 22 23 2
{ T T T =X L v
a1 3z 23 ] 9 |
Dari teori persamaan linier homogen solusi

non trivial dari persamaan (2.48) ada,'jika dan hanya jika
A=det (T, — A& ) =20 (2.350)
ik ik

yaitu =
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T - T T
14 12 43
T T — X T = O {2.91)
z1 zz 29
T T T -A
31 8z EE)
atau I T - x 1 l = Q0 : (2.52)

vang disebut dengan persamaan karakteristik.

11.1.13. Pendiagonalan Tensor Simetri.
Pandang suatu tensor simetri dengan basisnya yang

terdiri atas tiga vektor karakteristiknya. Misalkan

vektor—-vektor karakteristiknya adalah e e, dan ey maka

15

persamaan vaktor karakteristiknya (2.46), manjadi =

Te =T e =0 e

1 i1t 1
T e, = Tizei =3 e, (2.53)
1‘% =ﬁa%,=? %

Solusi dari ketiga persamaan vektor (2.353) di atas :

o Q G
T = O 3 0 (2.54)
0] O ¥

Tensor T pada (2.54), dimana semua elemen tak nolnya
berada pada diagonal utama, disebut tensor diagonal.
Proses yang befhubungan dengan tensor simetri dengan basis
yang terdiri atas vektor—-vektor Fkarakteristiknya dikenal

sebagai pendiagonalan tensor.-

Contoh 2.59.

Tentukan semua nilai  karakteristik dan vektor karakteris—

tit dari tensor simetris real




1 2 1
T = 2 = a
1 O O
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Dan tuliskan tensor dengan basis yang terdiri atas vektor-

vektor karakteristiknya {(tensor diagonal}.
Fenyelesaian =

Persamaan karakteristiknya :

1-X 2 i
2 S 0O = ¢
i O -

(1) (3A)I) — (3A) + 2 =0

(192)0Z—- ) -3 + 3 =0

oD A pEd) -3+ 9 =0
e -A v —-3=0

3 2

-2 +_4h + 2 -3 =\0 atau
AN - p2 - +3=0

o+ 102 - = +3) =0

Sehingga didapat nilai—nilai karakteristiknya :

A = -1 dan

i
N _ 5% Y (=512 - a.1.%
2,3 2 _ 1
_ st Zm -3z _ 5% Vi3
Z 5

hz = 1/2 (3 +7 13 ) . Aa = 1/2 (3 — ¥ 13 )

Vektar-vektor karakteristiknya,

Untuk hi = —1, maka :
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e f mm -2
1-(-2) 2 1 w
2 3—{-1) 9] UE = O
1 Q -{—1) u
L 3
" 2 2 1 u
1
2 4 3 u = O
2
1 Q 1 u
- 3

Sehingga didapat =

Z2Zu + 2 u +r'u = Q
1 2 a
2 u + 4 u = 0
1 ]
u + u =
1 a
2 2 1 1 2 O 1 2 0
%ﬁ(—;} !%1f-z>
= O g
A 2 4 0O ~ 2 4 0O P O 0 (x)
¥ 0O 1 1 0 1 1 O 1

Jadi R(A) = 2

Cukup diselesaikan persamaan yang diambil dari (X) =

u + 2 u = 0
1 2
u + u =0
1 = | )
Dapat dipilih n - r = 3 — 2 = 1 parameter, misal w = o
maka, 2 W= — oy, = - 1/2 o
u = -«
3
Sehingga u = (u1 R ,us) = (,—1/2 ot y—)

= a (1,-1/2,-1)
= (2,71,-2)

Dengan cara sama, untuk X = 1/2 (3 % ¥+ 13 ) didapat :

v =y (51-1’ 1= _.6"'27 13 ,2)
w=yp (5~ 13 ,6-2/ 13 ,2)

Sehingga vektor-vektor karakteristiknya dapat diambil




v = (5S¢ 13 ,6+2/ 13 ,2)

(513 ,6-2/ 13 .2)

w

Tampak bahwa :

UWeV = V.w = W aou = 0

Tensor diagonalnya :

-1 o )
0 1/2{(o+ 13) o
0 0 1/2(5~ 13 )

11.2. Tensor Cartesian Order Tiga.

Pada bagian terdahulu telah diperlibhatkan bahwa
tensor order dua didefinisikan dengan menuliskannya
dalam tiga buah vektor vyang bebas linier. Metode
pendefinisian ini akan diperluas untuk mendefinisikan
tensor—tensor order lebih tinggi 3 tensor—tensor order n

digunakan untuk mendefinisikan tensor—tensor order

(n + 1).

Definisi 2.9.

Misal vl,vz,va vektor—-vektor yang bebas linier dan T1’Tz’

1; tensor—tensor order dua. Suatu tensor B, yang memenuhi

hubungan =
B . Vt = Tt . io= 1,2,3 (2.959)

adalah tensor order tiga, apabila dot product B . v

didefinisikan dengan menuliskannya dalam :

(a@b®c) .v = (a@®bic.av) sV v (2.948)

Persamaan (2.56) selain mendefinisikan dot product



=
)

di ruas Liri juga mendefinisikan produk tensor dari Ltiga
vektor a @ b & c. Diana praduk . tensor a ® b & «

merupakan tensor cider tiga.

11.%2.1. Komponen—komponen Tensor Order Tigé.

Akan diperlihatkan setiap tensor order tiga dapat
dituliskan sebagai jumlahan dari 27 produk tensor dari
tiga vektor. Dari persamaan (?2.9%), jika B tensor order

tiga, maka B.e adalah tensor order dua,

T

vaitu R.e =B e & e, {2.57)

m tm

dimana B = ., (B.@ ) . e, (2.398)

tkm i

Porsamaan (2.57) dan (2.58) dipenuhi jika :
B=25 e @ e @ e (2.997)

ikm L
Sehingga B dapat dituliskan sebagai Jumlahan dari
produk—-produk tensar dari 3 vektor. ke—27 bilangan Btkm

adalah komponen—komponen tensor order tiga B, yang

dituliskan secara eksplisit dengan persamaan (2.98).

11.2.7. Produk-produk Tensor Order Tiga.

Komponen—komponen perkalian belakang inner product
dari tensor order tiga dengan suatu vektor dapat
dinyatakan dari persamaan {2.97), sehingga :

B.v = B, (v e) {2.60)

L] m
= R v e e
- i k
Oleh karena itu

(B« v), i v (2.61)

Lk ikm m




Komponen—komponen perkalian muka dari tensor order

tiga dengan suatu vektor didefinisikan s
- = . B 2.62
v = Bl TV " Fikm ¢ )
DPouble inner product dari suatu tensor order tiga B

dan suatu tensor order dua T adalah tensor dengan order

+ 2 — 2 — 2 =1, vaitu suatu vektor. Komponen—lkomponen

i

dari vektor ini didefinisikan dengan :

il

(B : T), (2.63)

T
tkrm mk

atau (T : B =T B, (2.64}
i km ikm
Treble inner product dari dua buah tensor order figa

merupakan suatu shkalar, vang didefinisikan dengan 3

B - c = Btkm kat (2.68)

Contoh 2.6.

Diberikan vektor—vektor a.,b,c, masing—masing didefinisikan

dengan =

a= {(1,0,0), b= (1,1,0}, c = (1,1,1).

Tuliskan komponen—komponen dari @

(i) (a®b®c) . c (iii) (a ®@ b ®c) : (a ® b)
(ii) a . (a® b @ <) (iv) (a® b) : (a @b c)
(v) Berikan komponen—komponen tak-nol dari A = a @b &®c.

Penyelesaian

{i) fa@b®c) -.¢c = (a®@b)c . c)
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(a « a)(b ® c)

1l

(ii) a . (a®@ b® c)

1 11
= 1 01 1
o ¢ O
(iii) (a@b®c) = (a@b) = (c.ab.ba =.2a
= (2,0,0)
(iv) (a@b) : (a@®@b®c) = (a.b) c=¢c=-(1,1,1)
{(v) Keenam kum]ﬁnnen tak nol dari A = a® b & c adalah
Aii.l. = ﬁizz = 9112 = A!.ZZ = Ai!.a = Aﬂ.za = 1

11.2.3. Tensor Berayun (Alternate Tensor) .

Definisi 2.10.

Misalkan E . suatu tensor order tiga dengan
kemponen—komponennya €., s didefinisikan :

E:a®b = —a=xb {2.66)
Untuk setiap vektor a.b.
Tensor E sedemikian disebut tensor berayun atau tenseor
order tiga anti—simetri lengkap (Totally antisymmetric

third—order tensor).

Dari persamaan (2.66), dapat dituliskan :
km P By T T8 % B,

dimana komponen—komponen dari S em ditentukan dengan memi-—

salkan & = & b = @ . sedemikian hingga :

= q
a = 6mp dan bk = Ka
Sehingga =, = (e 2% e )}
iqp P q’'t

Jadi didapatkan :

R L (2.67)
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dari

Dari persamaan (Z2.67) tampak komponen—komponen

E memenuhi sifat berikut :

jika i,k,m adalah permutasi genap dari 1
e, ={ _1, jika i.k,m adalah permutasi ganjil dar
m ‘

0, jika dua dari i,k,m adalab sama

I1.2.4. Aplikasi Tensor Berayun.

Diatas telah diperlihatkan bahwa perkalian vektor

e

antara dua vektor dapat dituliskan dalam tensor berayun.

Sehingga dari persamaan (2.66) didapat

a»xb=-E:a®b (2.69)
= Sikm Sk Pa S (2.70)
Triple skalar produk a x b.c, dituliskan dengan :
.a‘y.l':.t:=csikmaﬁgbmc_l
(2.71)

= & a b <«
ikm i k m

Contoh 2.7.

{1) Harga—harga dari < em adalah :

1, = & = =
azi 192 2119

= = = =
1219 234 212
Sedang ke—21 komponen lainnya dari E adalah O.

(2) Invariant skalar ketiga dari tensor order dua T adalah

Ia= det T. Perlihatkan =

I = e, T., T T
Penyelesaian :

I =det T

T (T T - T T _Yy+T (7T T —-T_ T_ )
11 22 33 za az 12 23 a1 21 a9

It




(3)

(4)

(3)
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+ (T T —-T_T )

T
13 23+ 32 22 91

=T %N ToT an?

Sehingga I3 = ejtn T;j Tét Tsn

Diberikan vektor—-vektor a, b yang didefinisikan :
a=e dan b = e- + e
1 i 2
Tuliskan komponen—komponen dari @
(i) E-a@ b (ii) E : a®@ b

Penyelesaian =

{i) Misalkan A = E.a @ b, maka

= = . id t :
iun Ejtp ab h% Ejti bh’ didapa
Aive = Bz TS5
yvaitu & = A = -1
921 azz
dan A = A = +1
231 -¥: ]

Dan semua komponen lainnya dari A adalah nol.
(ii) Misalkan d = E : a®@ b

Maka d = €, a b = & h =¢€,
1 Lpq q P Lpt P L24

Sehingga d = (0,0,—1)

Untuk setiap i,k,m, € m didefinisikan :

Dari definisi (2.67) perlihatkan bahwa :

€em Sitn = %1%mn  %kn Om
Penyelesaian =
€iwm Sium © (B8 ¥ e (e e X e

I

(%< o %n).(etx en)

(%c ® %n) #® el-eh

Il

[e (g - ) — g (e . )]1.e




2
e

' <= = & & - & &

ikm iln kl mn kn ml
(&) Perilihatkan bahwa (T-E).c = T.(E.c)} dan juga
c.(E.T) = {c.E}.T
Penyelesgian i

[(T-E).cl = (T.Elikp €
ik P

Juga [T'(E'C]tk = T, (E.c)qk

Sehingga (T-E).c = T-.(E.c)

Selanjutnya untuk soal keduanya :

Ec'{E'T)]ik = Cp(E'T)pik

Cp Epi-q qu

Juga [(C'E)'T]tk = (C-E)iq Tﬁk
- % Epiq'1;k

Sehingga c.(E.T) = {c.E).T

Dicatat bahwa masing—masing dapat dituliskan :

{T.E).c = T.(E.Cc} = T.E.c dan

C {E.T) = (c.E}.T = c.E.T

11.2.5. Cross Product dari Tensor dan Vektor

Pada bagian II.1.2 didefinisikan arti ' dari
pernyataan (a @ b). c, yang merupakan perkalian titik (dot
product) dari tensor dan vektor. Sekarang akan
diperiihatkan arti pernyataan (a @ b) » € dan T ¥ €,

dimana T tensor order dua. Didefinisikan =
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(a®b) nc=a@ (b xc) (2.72)
Maka . (a @ b} H c merupakan tensor, dengan
romponen—komponennya dituliskan :
{(a ®Db) x CJi.k= ai’(b b C)k
= a & b €
i kpa P 9
=a b c € (2.73)

Sehingga (T = C)ik = TLp cq Ekpq

‘= - T, e c (2.74)
ip pka «a

T »x e = — TuE.C (2.73}

Persamaan (2.74) dan (2.75) mendefinisikan cross

product dari tensor order dua T dan vektor c, dimana T

merupakan pengali muka. Definisi produk € »x T, dengan T

sebagai pengali belakang dapat ditentukan dengan cara yang

sama sehingga :

cx(a@b) =(cxa)@D>b

maka [c »x (a @ b”i,k= Ei.pq cp aq bk’ ' (2.78)

dan {fce = T), & = & c T (2.77)
ik ipga p qk

sehingga ¢ x T = —c.E.T (2.78)

Seperti halnya cross product antara dua vektor,

cross product antara tensor dan vektor ini tidak berlaku

sifat komutatif.

Contoh 2.8.

Perlihatkan bahwa untuk setiap vektor c dan tensor simetri

T berlaku =

(c ®» T) = -T % c©




Penyelesaian =

H = & c T
(e T)i.k ipg p gk

Oleh karena itu =

(c = T)Lk = {c =x T)kt
= & c T

kpg p at

= T & c

Sehingga diperoleh :
(c x T)tk = — (T = C)kt

atau (e = T} = —- T ¥ Ca

II.3. Tensor Cartesian Order Empat.

Tensor Catesian order tertinggi vyang dibahas di

sini hanya dibatasi pada tensor order empat. Sesuai pada

bagian 1I.2.1 dituliskan :

cC.v =28 » 1 =1,2,3 (2.79)

1 i

v, adalah vektor—vektor vyang bebas linier

dimana v . V_«
1° 2
2" B3 menyatakan tensor—tensor order tiga.

dan B . B
4°
Persamaan (2.79). mendefiniskan tensor order émpat Cc

apabila dot product C'Vt telah didefiniskan, yaitu dengan

menuliskan dot product tersebut dalam :

(a @b @c @ d) . v=(a®b®clid-v), Vv (2.80)

dengan a, b, ¢, d dan v adalah vektor—vektor.

Dimana a®@ b @ c & d adalah produk tensor dari empat

vektor, yang merupakan tensor order empat.

Sifat-sifat tensor order empat ini hampir sama
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dengan sifat-sifat tensor order dua maupun order tiga-
Sebagai contoh, setiap tensor order empat ini dapat

dituliskan sebagai jumiahan dari 81 produk tensor dari

empat vektotr

11.4. Kecepatan Perubahan Vektor dalam Kerangka Acuan

Berputar.

Diberikan vektor v dan dimisalkan v adalah fungsi

dari waktu t, kecepatan perubahan terhadap t didefinisikan

dengan :

dv _ limit vit +&t) — v(t) .
4t Sst— O st (2-81)
Aturan—aturan wmum derivative produk—produk vektor

dipenuhi, yaitu :

?ﬁ§-= {(u-v) = u.v + u.v ,(2.82i
dimana ; menyatakan dv/dt.
demikian pula

- ' (2.83)

4 fu ®x v) =’u v + u % Vv
res Y »

Suatu kejadian khusus yang cukup penting adalah jika

v suatu vektor dengan besar {panjang) konstan atauw harga

vz konstan, maka dari persamaan (2.82) dengan mengambil
u = v, dipercleh :
v.v = Q (2.84)

yvaitu untuk setiap vektor v dengan besar konstan, dv/dt
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tegak lurus dengan v.

Pandahg suatu vektor a, dengan paniang tetap a, yang
berputar dengan kelajuan sudut w terhadap sumbu xs_”(lihat

gambar 2.1). NQy

v
R

1
{
I
)
b
[
I
~

€2 Gambar 2.1

FPada suatu saat t vektor a ini dapat dituliskan :

a = afcos (wt) el+ sin (wt) ez} cos © + sin 9 e sehingi_:;a.
da/dt = aw cos & {— ¢_='.in(en>1:)e1 + cos (t) ez}.

yvaitue da/dt = w % a (2.83)
dimana & adalah wvektor mes dan disebut dengan vektor
kecepatan sudut. Persamaan {2.85) ini pada umumnya benar
untuk vektor a yang mempunyai besar (panjang) tetap, vyang

berputar dengan kecepatan sudut w.

Sekarang misalkan a = a Ef dirumuskan terhadap

kerangka acuan F* vang berputar dengan kecepatan sudut o

terhadap kerangka tetap F. Misalkan $a/t adalah kecepatan

perubahan vektor a terhadap kerangkan rotasi F*, yaitu @

da, ‘
F Ei (2.86)

Cn
[

|
il

o
o+
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Misalkan pula das/dt adalah kecepatan perubahan - dari- a -

terhadap kerangka F, maka =

E = i. (a Et )
dt dt il
de 4 def
= e + a h
dt i i dt
Sa
zi YA 9 e
da _ Sa '
_CT'E = ﬁ + WX a (2.87)

Dengan menggunakan rumus :

d__
4t CFe e X

untuk vektor da/dt dapat dituliskan derivative keduanya

& a 3 Sa
- == [ 3%-+-w ¥ ][ 3¥.+-w b é]

dt
s%a | bw Sa
=— + —- x a + 2w % 3¥.+-m # (w x a) (2.88)
&t &t :
Dengan mengambil a = « dalam (2.87) tampak tidak

terdapat perbedaan antara do/dt dan Sw/St.
Sehingga dapat dituliskan :
d a 5% a ) Sa

dtz =—+wxa+2wxﬁ+wx(mxa) (2.89)

Pada kejadian khusus dimana « konstan, diperoleh

2
dz_: =é._..§+2,)xé'_a+wx(¢oxa)‘ (2.90)

dt

Dan pada kondisi jo| cukup kecil,
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da_& a &a (2.91)

11.5. Kecepatan Perubahan Tensor dalam Kerangka Acuan. - -

Berputar.

Pada suatu tensor T dan misalkan T merupakan fungsi

dari waktu t, kecepatan perubaban tensor T terhadap waktu

t diberikan dengan :

dT _ limit T(t + &t) - T(t) (2.92)
dt &t— © st

Diberikan suatu vektor v, derivative produk—praduk antara

tensor T dan v ini, masing—masing diberikan dengan

; d _dT dv
§ at (Tev) = g - vV ¥+ T-5% (2.93)
dan d _dTv dv
5T (Txv) = g¢ % V¥ + T x IF (2.94)

Sekarang misalkan T = T, e: 027 ej* , dirumuskan atas

i
kerangka acuan F* yang berputar dengan kecepatan sudut
terhadap kerangka acuan fetap £. Misalkan &T/t adalah

kecepatan perubahan dari T terhadap kerangka putar Fx,

yaitu =

ST _ i X X
- e, @ei (2.93)

% Misalkan dT/dt adalah kecepatan perubahan dari T terhadap

kerangka tetap F. Maka,

[m
-

- d X x
gt Ty 8 ®5; )

l

d

H-
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dT,

dT ij d X »*

gt -ae = ®e; v T E e 8y
_6T x X
-—-5——1-:+T_j{(mxe_i')er+et®(coxe_ )3

Sehingga
dT _ &T _ (2.76)
-E_‘—_- = (St+ wn T T # w

Jika T adalahtensor simetri, maka persamaan (2.946) diatas

menjadi =

(2.97)

dT _ &7 .
T ét+-w ¥ T+ {wxT)






