BAB II
TEOREMA PENUNJANG

2.1. Sistem Linier
2.1.1. Pengertian Sistem

Merupakan model matematika vyang menghubungkan
masukan atau gaya luar dengan keluaran atau “tanggapan
sistem dan biasanya digambarkan dengan diagram blok

sebagai berikut:

Masukan Keluaran
¥ sistem . >

2.1.2. Kelinieran

Salah satu konsep vyang sangat penting dalam

mempelajari sistem adalah kelinieran.

Definisi 2.1 =

Buatu sistem adalah linier jika mempunyai sifat

superposisi yvaitu :

Jika masukan u menghasilkan keluaran Y,
‘dan masukan u, menghasilkan keluaran Y, s
maka masukan ({ u + uz) menghasilkan

keluaran ( Y, + Y, )

a




Secara perlambang dituliskan =

1 1
uz — yz (2.1.1)
uo o > Y, Yy,
Sedangkan untuk- kasus. masukan uj, T = 1,2 -

Superposisi dapat dinyatakan sebagai berikut :

Jika * 4 —— v | maka

ot — Oy, (2.1.2)

o adalah bilangan bulat
Sifat ini disebut kehomogenan jika berlaku untuk semus
.38

Notasi yang sesuai  untuk tanda panah pada
(2.1.1) dan (2.1.2) adalah notasi fungsional vyang
menyatakan sistem sebagai transformasi T dari masukan u
menjadi keluaran vy.

Definisi 2.2 :

Suatu sistem adalah linier jika T memenuhi =
T (auu+ ﬁué) = o T(ui) + 3 T(uz) {2.1.3)
dimana o dan 3 merupakan tetapan—-tetapan
sembarang.
Contoh 2.1..

Andaikata suatu sistem memiliki hubungan
masukan—keluaran yang diberikan oleh persamaan
Yy = au + b. Apakah persamaan tersebut menyatakan

hubungan masukan—-keluaran dari sebuah sistem

linier ?




Penyelesaian :

Kita dapat menulis v = T(u) = au <+ b. Tinjau

masukan u dan u, maka keluarannya adalah :

Y, = T(ui) = au1 + b
’ Y, = T(uz) = au + b
Yy, v, = T(u) + T(u)) =au +b+au +b

= af{u + u) + 2b
4 2

T(u1 + uz} a (u1 + ué} + b

T(u& + ué) T(ui) + T(uz)
u1 + uz —/_). ‘y’i + Yz

Karena tidak memenuhi (2.1.1) jadi sistemnvya

tidak linier.

? Contoh 2.72.

e{t) i(t) '—_—C

Jaringan RC sederhana vyang diperlihatkan pada
gambar diatas, mempunyai masukan arus i(t) dan
keluaran tegangan e(t). Apakah transformasi i(t)

ke e(t} ini menyatakan sebuah sistem linier.
. Fenyelesaian

- . Dimisalkan energi awal vyang dikandung adalah

nol, dalam arti tidak ada muatan dalam
kapasitor, maka dengan menggunakan hukum

Kirchoff, tegangan vang ada ialah :




e(t) = Ri{t) + sq
t
= Ri{t) + —— s i(t) dt
< o
Untuk 2 masukan terpisah iiit) dan iz(t)

diperoleh keluaran sebagai berikut :

t
1

| eitt} = T(ll) = Rli(t) + = i 11(t) dt
‘ 1 .
ez(t) = T(lz) = Rlz(t) + P i 1z(t) dt
sehingga untuk masukan yvang berbentuk

{ a ii(t) + 3 iztt) 7 maka keluarannva adalah

T{ o ii(t} + 3 iz(t) ¥ =

t
S [(aiiit)+ﬁiz(t)3 dt
o

R [aii(t)+ﬁiift)] +

0O|»

' . 1 )
a [ R1i(t) + — i ity du ] o+

t
- 1 -
p [ Ri(t) + — i i (t) dt ]

i

g o eitt} + 3 ezit)
i = a T(i1) + 3 T(iz)

Karena memenuhi (Z.1.3) maka sistem pada jaringan RC

diatas adalah linier.

2.1.3. Analisa sistem

Secara umum analisa sistem dapat dibagi meniadi 3
tahapan , yaitu =

a. Mengembangkan model matematika vyang cocok




bagi perscalan figika yang dihadapi.

b. Setelah ﬁndel matematika vang cocok
dipercleh, maka ’persamaan yang diperoleh
diselesaikan untuk mempercleh pemecahannya

C. Kemudian pemecahan model matematikanya
dihubungkan ataun ditafsirkan dalam persoalan
fisikanya.-

Penekanan utama dalam penulisan ini adatah aspek

ke—2 vyaitu pemecahan model matematlikanvya
2.1.4 Klasifikasi sistem Linier

gistim linier dapat dibagi menjadi dua bagian, Yaitu :

a. Sistem Linier Waktu Diskrit
Merupakan suatu sistem vyang variabel
waktunya dibatasi hanya untuk waktu
diskrit tkdimana k milangan bulat.

h. Sistem Linier Waktu Kontinu
Merupakan suatu sistem dimana masukan,
keluaran dan keadaan merupakan fungsi

dari variabel riil kontinu t.

=_1.5. Kandungan Energi Awal Pada Sistem Linier

Sistem Linier dengan Kandungan energi awal dapat
dianalisis sebagaili suatu sistem Linier dengan memisahkan
tanggapan total datam 2 ‘tanggapan terpisah yaitu

tanggapan dari kandungan energi awal dann tanggapan yang
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dihasilkan aleh masukan sistem. Femisahan ini

ditunjukkan secara skematis pada gambar di bawah ini.

u y=y(h)+y(d)

r g

2 y=y (h)+y (d)

Z)—

—_—— 3¢ T kg

Pemisahan yang terlihat pada gambar, semua sistem yang
bertanda T adalah sama. Keluaran sistem ¥y sebagai suatu
Jumlahan dari vy(d) vaitu keluaran dari sistem dengan
masukan u dan vy{h) yaitu keluaran dari sistem dengan
masukan nal, dengan syarat awal yang sama dengan sistem
semula.

Pemecahan y = vih} + yv{d) dari sistem vang dipisahkan
identik dengan pemecahan dari sistem semula. Kedua

pemacahan tersebut mempunyai 2 persamazan differensial

yang sama dan memiliki syarat awal vang sama pula.
Contoh 22.3.

Tinjau jaringan RC pada contoh 2.1.°2 vang

dinyatakan dengan persamaan differensial sebagai
t

i +
fo i(t) v0

1

berikut 1e{(t) = Ri(t) +

i(t) sebagai masukan sistem dan e(t) sebagai

keluaran sistem.

Dalam pemisahan yang dilakukan diambil vi{d)
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adalah keluaran sistem dengan syarat awal nol.

t
jadi y(d) = Ri(t) +— & i(t) dt

o
FPemecahan vy(h) adalah keluaran dari sistem
semula dengan i(t)= 0.
Tapi dengan syarat awal e(o)} = Vs jadi y{h) = v,

Sehingga diperocleh keluaran total

Y y{h)+y(d)

1

t
J i(t) dt
o

v ve ¥ Ri{t) +

t
Jadi e(t) = v_+ Ri(t) + _%— S oi(t) dt.
Q

Gambar sistem pemisahan contoh diatas sebhagai
berikut :
- 1 t
e(t) = vo+ Ri(t) + - S i{t) dt.
o

N
o

u

y{d)

y = y(d}+y(h)

y{h)}

2.1.7.5istem Linier Waktu Kontinu

Sistem Linier waktu kontinu dapat didefinisikan
sebagai suatu sistem dimana masukan, keadaan, dan
keluaran merupakan fungsi kontinu dari variable riil t.

Model—model dalam fisika biasanya dibatasi untuk
sistem sistem vyang berparameter tetap, vyaitu dapat
diartikan babwa paramster sistém tidak beruﬁah terhédap

waktu. Sistem Linier waktu kontinu tak ubah waktu dapat




1z

dijelaskan sebagai berikut : Jika suatu masukan uit)
menghasilkan keluaran y(t), maka versi tergeser untuk
masukan u(t+r) menghasilkan keluaran y{t+r).

Diskripsi matematika dasar yang dikembangkan untuk
menggambarkan sistem Linier waktu kontinu dengan
pendekatan input-output adalah fungsi tanggapan impuls
dan persamaan deffsrensial linier dengan koefisien
tetap. Dalam fungsi tanggapan impuls masukan befupa
sederetan fungsi pulsa. Sedangkan persamaan defferensial
yang dipergunakan disini adalah persamaan differensial

dengan koefisien tetap vang berbentuk =

d‘h n—1
b y(t) + b__ — y(t) +.u.ut B y(t)
n dtn ) n—i4 dtn 1 o
= a d" Gli)+ = am BB+ L.a+ & ult)
m m= m—4

dat” ' dt
Dimana di dalam model ini , masukan uw(t) dan keluarn

y(t} merupakan fungsi kontinu dari variable riil t vang

biasanya berupa variable waktu.
2.2. TRANSFORMASI LAPLACE

2.2.1. Definisi Transformasi Laplace

Transformasi lLaplace merupakan perluasan dari
transformasi Fourier, dimana fungsi f{t) dinyatakan oleh
suatu Jumlahan fungsi kontinu dari fungsi—fungsi
exponensial berbentuk e_St » untuk 5 = jo adalah suatu

frekuensi komplek.ISehingga transformasi Fourier dapat
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dipandang sebagai kasus khusus dari transformasi Laplace
dimana s = jw
Diketahui definisi transformasi Fourier dari f(t)

adalah :

s

Fliw) = & f(r)ye @t 44 {(2.2.1)

Misalkan didefinisikan fungsi a(t)=f(t)e_at dimana o

adalah bilangan riil, sehingga transformasi Forier

dari a{t}) adalah

N

J a(t) eujwt dt

A

il

F {a(t)3

~

S f(t)

-—

—ot_-~jwt
e e

dt

=J f(t) e~ {otint )t at

(2.2.2)

-

dan persamaan (2.2.2) dapat ditulis sebagai berikut :

Flot+jw) = & f(t)

N

g~ (otiwdt, (2.2.3)

dimisalkan lagi s adalah frekwensi komplek dimana s =
o+jw, ds = j dw maka dw = —%& ds. Sehingga persamaan

(2.2.3) dapat ditulis sebagai :

~

Fis)= s f(t) e 5t & (2.2.4)

r

Fersamaan (2.2.4) ini mendefinisikan transformasi
Fourier komplek atau pasangan . transformasi Laplace 2
pibak (2 sisi) atau transformasi Laplace bilateral, dan
biasanvya dituliskan dengan menggunakan notasi sebagai

berikut :
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F(s) = Qb fit) ‘ ‘ {(2.2.3)

Tapi dalam sebagian besar penerapan yang menyangkut
transformasi Laplace, fungsi wak tu yang menjadi
perhatian adalah fungsi waktu yang bersifat kausal vyaitu
it} = O untuk t < 0.

Fada umumnya analisa dalam sistem Tisis, dapat dianggap
bahwa rangsangan terjédi pada saat t=0. Jadi seringkali
dapat membatasi kelas—-kelas fungsi vyang dipergunakan
dalam transformasi Laplace hanya untuk fungsi—fungsi
yvang tak nol wuntuk 0 < £+ ¢ ~,

Transformasi Laplace vang dihasilkan dinamakan
transformasi Laplace satu sisi yang didefinisikan

sebagai berikut :

Ty

F(s)=f f(t) e °C gt (2.2.8)

My

Dan ditulis dengan notasi sebagai berikut :
F{s) = & if(tis {(2.2.7)

Sehingga persamaan (2.2.7) dapat ditulis sebagai

berikut = .
2eF(0)3 = o f(o)e™ =t gt (2.2
o

Contoh =

1. Diketahui f{t) = 1

st

maka : f{Ff(L)F = f{t) e dt

¢ 0 % g

n
o t—m
o
[n R
rr-




2. Diketahui f(t) =

{f(L)3 = s te
o

il
!

i
-~
I




‘f‘-\’_ .
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Selanjutnya untuk fungsi—fungsi f{t) yvang lain
transformasi Laplacenya dapat diketahui dari tabel
tranformasi Laplace (lihat lampiran).
2.2.2.8ifat Sifat Transformasi Laplace

1. KELIMIERAN
Teorema 2.1:
Jika cidan czadalah konstanta—konstanta dan
fi(t), fz(t) adalah fungsi—fungsi dengan
transformasi Laplace masing—masing F1(5) dan
F;(S}, maka
2{ c1f1{t} + czfz(t) ¥ = ciF;(s) + czFé(s)
Bukti H

- -st
F;(5)= 2 {fi(s)}= J fi(t)e dt

o
F(s)=2 {f_(s)3 = S f_ (tie ~‘a
2 2 2

o
Jika c, dan c, adalah konstanta - konstanta
sembarang, maka :

7= -S
g{cifi(t)+c2f2(t); i{c1f1(t)+czfz(t)}e dt
=5 cf(tie Stdt + & c f (t)e Sta
104 2 2
o o
= c s f(t)e St + c s £ (t)e "t
t, 1 2, 2

]

c Fi{s) + c F {s)
1 -1 z 2

e {f(t); + c & {f (3’
1 £ 2 2
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Contoh :
Carilah transformasi Laplace dari 495t+ at?

- 3 sin 4t

FPenyelesaian =

t

2r4eSt 6t7-3 sin 4t3 = 4 Lie"H)+6 LD -

F B{sin 4t)

dari tabel transformasi Laplace diperoleh =

st, _ 1
2. 2
ﬁ(t)—T
s
_ 2
3
=
2 (sin 4t) = 4
s + 1&
Jadi 3
—
2 {4ESt+ &6t — 3 sin 4ty
2
= 4 — + 6 = - 3 4
= T s? s2+14
4 12 12
= =35 ° = =




e s

i8

2. PERGESERAMN FREKUENSI (SHIFTING I)
Teorema 2.2 :

jika 3
a. BLF(L)3I= F(s) maka 8f{e Tf{t)l= F{s+a)

b. 2{f(t)3= F(s) maka R{e“f(t)} = F(s-a)

Bukti =

r

Diketahui : & {f(t)} = & f(tle °F 4 = F(s)
’ ' [»]
a. 8 {e ()3 = s f(t)e 2E"SE,
Q
= s fitye (ST,
s ]
= F {(s+a)
b. & {e®tf(t); = o fitrete st 4
[a}
= & f(tye (5T,
Q
= F (s—-a)
Contoh
- ) 4
Jika & (sindt} = =
s+ 14
-2
maka 2 (e “tsin 4t ) = 4

]
s+ 45 + 4 + 14

4

2
s + 45 + 20




3. FPERGESERAN WAKTU (SHIFTING II1).

Teorema 2.3.:

f{t—a) t=a
Jika 8 {f{t)3=F(s} dan gtt)= .
0 t<a
Maka : 2 {g(t)} = e 2% F(g)
Bukti =
e —=t - t
2 {g(t)} = S @ ~dt + S f{t-a)e °" 4
s ) a

= & f(t-a)e =tgt

Substitusi 2u =t - a , du = dt, t = u + a

untuk t = a —.3 Yy =3 - a =0

t="~ 5 u-=

S fit-a)e =% dt = s f(u) e fUFtA)S

Q s}
= J f{u) e "5, &72° 4u

O
= e 2% 5 fwe % 4du
(o]
= 2 ®% Frao)
Contoh H

Diketahui : f(t) = cos t

Carilah & {g{(t)} 4ika :

cos{(t-2n/3) untuk t=>=2n/3
g t)={

0 untuk t<2Zn/3

i9




Fenyelesaian :

maka

]

Diketahui & { cos t}

berdasarkan tecorema perges=ran waktu didapat:

{ S‘E<—2ﬂ/sm
& { cos (t - 2r/3) } = Z—
| 5 + 1
; 4. PENSKALAAN
Teorema 2.4.:3
dJika =z B{f(t)F = F{s)
maka 2L{f(at)} = _i._ F {—=)
Bulkti H
1 - —=t
Fig) = & {f{(t)> = J (L) e dt
s ]
: - - -t
2{f(at)y = S f{at) e dt
o
Substitusi ;u = at , & = —%— » du = a dt
Untuk £t = @ ——— u = 0
t="—> u="
5 ftat) e St de = o feu) e M /e au
o o
= —%m S f{u) E—(s/a)u du
- o
=L F (2
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Contoh =

-1 1 . L5in a
2 4 T T = tan (—g—), carilah & 1—-;E3£}

dengan menggunakan teorema penshkalaan

. =1
sirt at, _ 1 sin fa t
F 1A {—u—E—m} = -3 2 { ¥ 3
. _ -1 1
=zt U U grEy )
—_ _1.._... +an—l { __E‘..._. }
a =

5. TURUNAN DARI TRANSFORMASI LAPLACE

TeoremaX 2.5 =

Jika = f(t) = F(s) maka f (t) = = F(s)— £(0)

Bukti =
. - -5t
2 (F (013 = S f (e a
s ]
= f(t) 25| + & f(t)- e °F dt

o O

or

[£(v)e™ — F(0)e%1+s] fitre tdr
[a]

I

= 0 — f(0) + sF(s)
= s f{s) - f(0)

dan sescara umum dipercleh =

d7Fit) n

dt”

snF(S)-*sn_if(D)—s —zf(D)m. .—F{0)}




Contoh

Jawab

Carilah transformasi Laplace
di mana f{(t}) = e_at
f(t) = e 3%,
2 (f(1)y = o o 2% St
Ln]
= s -{s+a)t a
o
_ i —({s+al)t
T T 5 % a [ ]
1
= =5 + &
£ (t) = —a e 2t
2 (f () =8 (e %
= 8 {—a e_at}
= - ag (e
= —a
s + a

dari

22

£ (1)

gtauw berdasarkan teorema (2.9} diperoleh :

2 f ()3

= 5 F{s)

karena diketahui

adalah 1,

maka:s

- f(0)

f(0)

untuk

f{t)




82 {f(8)} = s F(s) -

T(0)

&.LAPLACE TRAMSFORM INTEGRAL

Teorema 2.6 =

Bukti

Jdika 8 {f(t)

maka 2 {

2 { & f(u) du

S

Fis

flu

= J

}

) du ¥

t
[v flu) dule”
o

F{s)

t
S of(u) du ] de

1 ~
= [
[»} -0
i
St s frurdu
o]

st

dt

~r

o

+

o
I'.-I

st
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Contoh =
Carilah transformasi Laplace dari s —Eig—g—du
o
Jjawab :
Dari tabel diketahuiz @ ¢ 21005 = tan™t L
maka
sin w0 itan_i—l—-
u = )
2.2.3.Transformasi Laplace Dari Fungsi - Fungsi
Sederhana

Dalam praktek, sangatlah jarang menghitung suatu
transformasi Laplace dengan integrasi. Biasanya, bagi
sistem sistem yang memiliki modus—modus alamiah yvang tak
begitu banyak, hanya perlu menggunakan sejumlah kecil
transformasi dasar dan sifat -~ sifatnya.

) ) -at . 1
Diambil & { e e(t) ¥ = 4

dimana:s

e(t) adalah fungsi +tangga satuan yang

didefinisikan sebagai berikut :

s () = [ 1 tz o
O t < 0
¢s(t)

4

-
rt+
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bengan berpedoman pada pasangan transformasi Laplace

1
s + a

2 (e oty 3 =

akan didapatkan pasangan—pasangan transformasi vang lain

) vaitu :
: l. Untuk a = 0, diperoleh transformasi Laplace
] dari fungsi tangga satuan.
2 ¢ e(t) 3= —2—
2. Untuk a = +jw dan a = - jw didapat :
2 ¢t oty 3=
g ¢ e’ sty 3= =
3. dengan menambahkan ke dua pasangan

transformasi Laplace pada no. 2 diperoleh
pasang transformasi Laplace dari fungsi

Cosinus.

Piketahui :

éjcot.+ e —jwt
Cos w = = -
| Cos wt £(t) = —é— [ejwt+ —iot }
2f cos wt ()} = - 8 L&+ 7 sty }




s+ w
_ 1 2 s
-— =
2 52 o+ oo
: =3
2{ cos ot s(t)} = 2. w2
Jadi didapat :
=
2 {cos wt (1)} = — =
s+ w
Dengan mengurangkan kedua - pasangan

transformasi pada no.2 akan di dapat pasangan

transformasi Laplace dari fungsi sinus.

Diketahui =

Sin wt =

8in ot e{t)

i
]
-y
r+
Nt

-1 1 1
23 s + jw 5 — jw
_ 1 { S + jw — s + jw }
= - -
213 . S.-:. + w




th
.
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23 52 + m2 ]
- W
s + w2

Jadi didapat transformasi fungsi sinus

. - w
2 { sin ot =(t) } = 55—
S +

Dengan menerapkan sifat integrasi +terhadap

waktu pada fungsi tangga satuan £(t), maka

diperoleh transformasi Laplace fungsi tanjak

L

2
s

t e(t). Yaitu 8 {te(t)} =

Bukti =

Diketahui 2 {=£(t)} =

maka s

N

2 { J o(t) dty = F_f’
_ 1
2
=5
£t ety =
5

Dengan menggunakan sifat turunan terhadap

de(t)
gt

diperoleh transformasi Laplace fungsi implus

waktu pada fungsi tangga satuan maka

S(t) yaitu =

2 {86t =1
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Bukti =

Diketahui =

N
82 { =(t) 7 = -
_ de(t)

~ = sty =g (22t

e [d“:(t’ ] = sF(s) — F(0)

dt
=5_1_._0 = 1
s
8 (s()) =1

Dengan sifat differensiasi terhadap waktu
didapat turunan fungsi delta vaitu &7 (t}
dengan pasangan transformasi Laplace sebagai

berikut =

2 (s(t))

il
n

Bukti =

Diketahui =

2 (s(t)y ) =1

2 (8°(t) ) = s F(s) - £(0)

=5 . 1 -0

Jadi = 2 (&°(t))

It
n
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B. Dan andaikata pada no. 1 diketahui a = o + joo
» maka pasangan transformasi yvang dihasilkan

adalah sebagai berikut :

—{o+jwt) I 1
o [E s(t)] T s ¥ { o * jw}

2.2.3.Menginverskan Transformasi Laplace

Agar transformasi Laplace dapat digunakan secara
efektif dalam analisis sistem, maka harus dapat diadakan
transformasi balik (tfansfurmasi invers ) dari kawasan
transformasi (kawasan s) ke kawasan waktu (kawasan t).
Transformasi invers dari kawasan transformasi t.aplace ke
kawasan waktu dapat dilaksanakan dalam beberapa cara

antara lain =

1. Metode secara langsung dengan menggunakan

definisi integral dari (t) yaitu :

o jw
FEY, = 2 5 F(s) &5t a4s
’ 2r § o= jw

Perhitungan ini membutuhkan pemahaman akan
variable komplek. Integral ini dapat dihitung
dengan menggunakan integral garis (line
integral) dalam bidang s. Tapi biasanya
metoda ini tidak digunakan karena
perhitungannya terlalu sulit, sehingga
dipergunakan metoda lain yang lehih

sederhana.
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Uraian Pecahan Perbagian.

Barbagai sistem linier tak ubah waktu dengan
jumlah parameter yvang tergabung pada umumnya
menggunakan transfnrmasi—transfbrmasi vang

berbentuk fungsi-fungsi rasional dari s.

Yakni, vang berbentuk perbandingan
polinominal-polinominal dalam s. Fungsi -
fungsi rasional dari bentuk ini dapat

dinyatakan sebagai jumlah dari pecahan -
pecahan vang lebih sederhana, vang
transformasi inversnya telah ditabelkan
{lihat lampiran). Dianggap bahwa disini yang
ditinjau hanya fungsi-fungsi waktu yang
bersifat kausal, sehingga transformasi F(s)
adalah satu sisi.

Dengan demikian dapat mengenyampingkan daerah

konvergensinya dalam mengambil transformasi-—

transformasi inversnya. Dianggap bahwa F(s)

berbentuk sebagai berikut:

2 . m
b=} a2
Y i T
F(s)=

> (2.2.9.)
b +bs +bsg + ... +bg"
o 1 2 "

dan bahwa m < n.
Jika m > n maka selalu dapat ditulis F{s)

sebagai Jjumlah suatu polinomial Pi(s)

berderajat (m—n) ditambah suatu perbandingan
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polinom yang derajad pembilangnya kurang satu
dari derajad penvebutnya.

Untuk mencari uraian pecahan perbagian dari
{2.2.%7) maka pertama dicari akar—-akar dari
polinomial penyebut yang disebut P, s P, .
sees P_- Akar ini merupakan kutub-kutub atau
kesinguleran*kesingdleran dari F(s). Dehgan

demikian F({(s} dapat digambarkan sebagai

berikut :

2 m
e a s as a s
F(s) = o + 1 + 2 + s.at m
bn(s - q)(s —pz) - (s — pn)
c c c
= i + _? + ... + _
=3 P, = pz =4 P,
(2.2.10)

Koefisien—koefisien ct dalam (2.2.10) bagi
Lasus—kasus kutub irangkap dapat dicari

dengan rumus sebagai berikut :

c.= (s -p )} F(s) | (2.2.11)
L 1

Fersamaan (2.2.11) dapat dipercleh dengan
cara sebagai berikut @ kalikanm kedua ruas
pada persamaan (2.2.10) dengan (s - pt) dan
kemudian menghitung persamaan vang
dihasilkan di s = P,
Dalam kasus akar rangkap, misalnya P,

berulang n kali maka uraian dari (2.2.11)




harus mengandung suku—suku

cC, c, c,
Ll + L4 L+ hn
(s —p ) (s — p)? (s —p)"

t i i
Koefisien—-koefisien Cix dihitung dengan
mengalikan kedua belah ruas dari {2.2.10)
dengan (s — pt}n. Setelah itu menurunkan

sebanyak (n— k} kali, dan kemudian menghitung

persamaan yang dihasilkan di 5 = P,
Jadi =
n
€, = (5 - p) F(s) l s =p {2.2.12)
= _4d _ n
:i.n—j. = g=— {(s _pi.) F(s)] I s = Pi_
k
1 d n
c . = —_— £E(s - p.} F(s)3 —
in=-k kot ds k . i | s = pi
n=1i
Ci.i = : < n—1[(5 - pi. )“ F(S'}]‘ 5 =
(n—1) ds Py

Dengan menganggap bahwa kutub P, berulang ni
kali, untuk 1 =1, 2, ... k dan ns + Nz + ...
+ rnk = r, maka bhentuk umum dari pecahan

perbagian dari Fi(s) :

c. c . c .
F(s) = ——2% & __ .+ H1 + L2 ot
{s - pil (s — ﬁ) {s — Q}
Ci.h c k

et Y— ...+
nL

(s - p) ( 5*95_)“"
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Uraian di atas selalu dapat diperiksa dengan
menggabungkan kembali suku-suku dalam uraian
pecahan perbagiannya. Uraian ini berlaku
pula bagi akar—akar komplek konjugat (untuk
f{t) wvang riil}. Mzaka dapat dinyatakan
sebagai suatu faktor kuadratis dari polinom
tersebut dan dapat dipisahkan sebagai suatu
kesatuan tunggal atau sebagai dua kutub
sederhana.

Andaikata terdapat suatu pasangan kompleks
konjugat dari kutub-kutub dalam polinom
penyebut, maka 3 buah pernyataan pilihan bagi
akar—akar ini adalah :

2 2
{s + a} =+ o

+o +ij 4ot~ j
{ s+a on)( sS40t on)

2 2 2
s + 2Z2as + (o + wd )

=5 + as + b {2.2.13)
Uratan pecahan perbagian vyang bersangkutan
dapat mengambil vang mana saja bentuk-~bentuk

berikut, tergéntung pernyataan yang digunakan

dalam {( 2.2.13 )}

A
F(s) = BEZ;
2 m
a . as 4 azs . .4 2.5
F(s) = 5 =
b + bs +bs + ... + b s
o 1 2 n
Ais)
Fis) =

B (s) (s®ras+h)




Contoh

515 + ;z P'1
F(s} = = + = {Z2.2.14)
s“+ az + b 1
b s b A (s)
= e + 2 (2.2.15)
(5 + a}l + w Bl(s)
c ic c jc A (s)
= 1 + z2_ 1 + 2 + 1
s + a + jwo s + a — jwo 81(5)

(2.2.16)

Tetapan—tetapan a, b, dan c dalam persamaan
diatas semuanya berbentuk bilangan—-bilangan
riil. Biasanya dua bentuk yang terakhir pada
persamaan di atas adalah yang termudah untuk
dipergunakan. Sedangkan kedua bentuk pertama
{2.2.14) dan (2.2.19) merupakan komplek
koniungat, sehingga hanyalah satu faktor saia
vang perlu dihitung.

Contoh—contoh di bawah ini memperlihatkan
bagaimana transformasi invers dicari dengan

menggunakan uraian pecahan perbagian.

dianggap f(t) fungsi kausal dan F(t)

diberikan oleh:

F{s) = =




F3

Untuk mencari transformasi inversnya, dapat
dilakukan dengan cara memfaktorkan polinom
penyebutnya dengan menccocba memilih salah

satu akarnya, dengan teorema sicsa.

Misalnya s = —1
-1 1 3 & 4
-1 -z 4

Jadi (s° + 352 + cs + 4) = (s + 1)(s°+ 2s+4)
Sehingga :

s + 3
F{g) =

>
(s+1){s"+ 2g +4 }

Dengan uraian pecahan perbagian didapat :

F(sy - A . 235 +C
{s + 1) s + 25 + 4
(s+3) = A(s+25+4) + (s+1) (Bs+C)

As®+ 2AS +44 + 8s%+ Cs + Bs+ C

2

=(A + B)s” + (24 + B + C)s +
4A + C L LL...... (X)
A = (s+1)F(s}) | s = —1
= (5;1) . s+3

(s+1) (s> +25+4)




Y
I
. [m

Dengan menyamalkan koefisien dari =

kiri dan ruas kanan didapat =

diruas

-
A+ B =20 maka B = - -
-
2A + B+ C =1 maka didapat € =—=
Dengan demikian diperaleh :
2 1 _“732:‘*5+ 2
F{s) = —/— . + =
= s+ st & 2c + 4
_ 2 1 2 s — 1/2
== - +1i T3 - 2
= s (s + 1) + 3
- =2 1 _ 2 s + 1 +
1 Y 3
-
Y 3 (s + 1)+ 3
E Dengan melihat tabel invers transformasi
Laplace didapat :
ﬂ _ 2 -t 2 -t -
@ f(ty = ¢ = e - % e cos It o+
‘E.
| oot gin v e ) e(t)






