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2.l Relations (Hubungarn—hubungan)

Fengertian matematis dari suatu relasi =

[H]
a
1]
1
o

mEngikuti ide/pikiran intuisi kita.
Diverikan suatu himpunan X dari elemen—slemnsn ., Vo
cwa oy  maka pErgertian dari suatu relasi antara

glemen—slemsn terssbut hae

sedzmnikian rups sshinggas

s

il
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ki dapat mengatakan dengan tepat apakah 2 becho-
bungan dengan v atau tidak. FKarena x sunglin berhu-

bungan dengan v tanpa v harws berhubungan (dengan

cara yang samnal dengan x (misals hubungannys  mungkin
zeperti "adalah anak dari’ ataun “"adalal lebih berat

naka vang penting adalah  pasangan berurutan

A

(3, wi miau ordered pair (e vi.

Defimisi 2.1. =

Bila diberikan dua himpunean ¥ dan ¥, maka
; .

suatu relasi ¥ antara ¥ dan Y  adalah suatu

himpunan begian  (subset) dari X % Y dan

ditulis s F v o fika (1, v) e f.

Definisi —~ definisi 2.2. ;

Hila diberikan suatu relasi antara himpunan
P

e

X dan Y, maka image (bavangan) davi oz ditun—
-4




Jukkan oleh f*(%} dan merupakan himpunsn dari
semus elemen dalam Y yang berhubungan dengan
», maks
fe(2) = {y @Y : (=,y) « f}
Dengan cara vyang sama, preimage dari v,
ditunjukkan oleh f*(y) merupskan himpunsan:
vy = {= € X ¢ (n,y) e £}
Kita bisa berpikir fy sebagai fungsi dari X
ke ® (Y) dan /% sebagai fungsi dari Y ke »
(X}; dimana » (X) merupakan himpunan dari
semua himpunan bagian dari X (Power set P
(X.
Secara lebih umum, Jjika A ¢ X dan B < Y, maka
didefinisikan image-image yvang Jlemah {realk)
atau lebih rendah (lower) sebagai berikut:
F A = {y €Y : (x,y) € f untuk beberapa =
dalam A}

vey: Myrypna=em

I

By

I

{# €« X :(2,vy) e f untuk beberapaj

dalam B} -

{?eeX:f*(az)nB:tﬁ)
Karskterisasi-karakterisasi lain vang mungkin
dari himpunan-himpunan ini adalsah:

Ffv (A = U =eh f* (a);

A4

FfFBY=UyeB 5 (v).

Dengan menggunakan notasi ¢ maka &(A)



\ . . . -4 . .
adalah image bissa dan ¢ () adalan inverse
image.

Fengartian swatuw strong atau  wpper image
selagai berikut:

fsiﬁ; = vy e¥ : f {yv) ¢ AT

FOUEY = {2 € X : f,(2) & B

fvg fs adalah fungsi—fungsl dari P(X) ke PIY)
dan

U F% adalah fungsi-fungsi dari P(Y) ke P(X)

Domain dari f adalah merupakas himpoanan daei

Dalam kebanyvakan aplikasinva, sebarnarnys akan  serupa/s
bertepatan dengan X. Kita namakan ¥ codomain ; dan range

untuk menundukikan himpunan dari  semuva v dimanas fﬁ(y)
tidak kosong.
Duz hal vang perlu diperhatikans

L. Dari semua himpunan  vyang dibahas, f adalan
satu~satunya yang merupakan  swatw  himpunan  bagiam  dari

wve

A ¥ Y, vang lainnya merupakan  himpunan bagian—himmanan
bagian dari X atauourn Y.

2. Kita tidak sepesnubhnya mengidentitikasiban relasi
J dengan graphnya tetapi lebih  dengan graphnys ssbagai
suatu himpurnan bagian dari X x ¥, sehingga bila kita

meEngubah X x Y kita mengubabh himpurnan dimana araphnya  &sda

{tersimpan) den dengan alasan itu juga relasinva.,

Bebagal viswalisir dari fungsi-fungsi surjektif,

-



injektit dan bhijektif adalah sebagal berikuob:
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Definisi 2.3.:

Furngsi Ff kontinuwe di xe

(NF, ) (EM_ ) . fM SN

Diviswalisir dengan gambar sebagal berikut:

(EM2) .

f kontimuwe vaitu

(B fad

FiMy € W jika Image

invers

"
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satliap apen set § dalem ¥ adalah open dalam %.
Definisi 2.4. 1
Buatu relasi f pada A dikatakans:
- Fefleksit bila 2 Ff # untuk seanuva = dalam ¥
~ Bymetrik bilae & f v implikasi yfa
- Transitif bila »fy dan vfz bersama-sama menvatakan
secara hidak langsung 2 Ff =.

%,

Buatu relasi pada X vang retieksif, simetrik dan

Craneidtif adalab suatu reElasi shuivealen.

Suaty partial order pada X asdalah suatu rela

2brik fdalam pengertian bahwa  paling  banvak  sata

dari (2.v) dan (v, )

datam F1 dam non refleiksift  {dalam

1 = e - A eD . . o
Eabmwas Ltk s

#, x Uivak

#1.

Definisl d.5.0
Himpunan 2 vang dilerngkapi  dengan relasi binair

. .

disebut suatu parbtisily ordered seft {(FPoset) Bbila

mempunyal sifat-sifat:
Reflekait, vaitu a < a untuk setiap a € X.

b & b < a ==>a = b urnituk

o

Artl simetris, vaibu

sztiap a, b, € X.

n
o
R
%3
n

Transitif, wvaitu a 4 o untulk

4

setiap a, b, © e

-,
o

Fada suatu Foset terdapat  kemungkinan  adanyva  dua

=lemen yvang tidak dapat dibandingkan, yaituo afb dan b f =

Misal, ada himpunan kuasa =° {=power set PI{X)), Jika -
s P P f ;




Incluasion ¢, maka munpkin & ¢ b

fApabila pade suatu Foset setiap dua elemnen  daosd diban-

dingkan maks Poset ity dissbut suatu fotslily partiaslly

ordered seT.

Ietlalh  wuntuk relasi--relasi berurutan {order

relations) tidak sepenubnys standard, tidak

A EAT1] »

tl

narus dipak

Mopaling wnwmn dard hampunan—hlopunan pasangan

iah ils

[+

0] 1an

ol lamgan real dengan

Lang DLRSs ., gt

1@ il RAmpunan bhagian dari

21 langarn nvatsa dan powsr set PUX) dari bebesrapa

cang disusun oleh lnclusion.

notasi dan W

Ehusus vano  digunse

kan bila berhuoburngan dengan parbisl ordes.

Folasi it sxan ditunjuiclan oleh < atau oleh < demibklan
juga F oatauw oo Ditekankan bahwa > untuk bilangan—bilangan
darn o whtuk DlmpunEn— s & .

Denzan cara yang SaRM&E, image dan preimage dari
suatu =lemen 2 mempunvail simbol-simbol  dan nama-nama
khusus.

a1 = {v 5 2 <y ¥, himpunan itu dissbul Ffinsl segment
Lozl = {v & vix J, himpuman indl digsbot initiad segment
Jika x A * maka interval  terbuka  (open interval}

]&1, xzi didefinisikan oleh persamaan:

Sy € sy

}xi,xztz]xiﬁ.ln [n,xztﬁ{y: %, .

Digunzkan pula notasi interval tertutup standard:




Ferhatikan babwa dus slemsn dari ER{RZB tidalk periu
dihubungkan. Sebagai contons:

~y -
)

Jikta ¥ adalabh suatu himpunan dengan empat slesoen {1, 24

)
A% darn PIX1 disusun oleh  Inelusion, maka bolebh diambil:
A ={1l%Ys A = {1,.2,3F sehingga & < &_.
1 2 1 z
Maka [ A ) = {403, 10,25, {1,.3%, 11,2333
17 2
Terntu {1.,2F dam {1,3% tidak saling berhubungan.
Hal imi iuwga benar dengan ]ﬁiﬁﬁ L= {9125, £1L.35%5.
2.2. Topologi Fada Fartially Ordered Sets
Ditantukan bdimpunsan sembarang A, terdicid atas
@lemen—elemen WA tidal: didefinisikan {undef ined

x

o -

element). Delaniubtnva T S &7 = P{X).
Definisi 2.6 @
AKSIOMA HIMPUNAGN TERRBUKA:
F odisesbot suatu Topologi untuk X bilae aksioma—aksioma
di bawah ini dipsrnuhis
1. Apabila i e & untuk setiap 1 € 1, (I suatu index
set  vang  berhingga  ataw tak  terhingga ) maka

h G e I,

td

. fABpabila Gi € 7 untuk setiap 1 € 1 (1 s=suatu  inden
set vang disyaratkan berhingga, meka ni Gi € 7

Blaws




1%

Setlap intesrseksl {diisvaratkarn berhingga) dari

anguota J oaenghasilitan angoota I

. B e F dan e J.

dimebult titik, sedangkan  anggoba T

et

Angoots dari
dissbut Himopunan terbuiae (apen sgil.
Dapat dikzatskan bahwa sistim =sksioma di atas merupakan
definisi implizit darl oopen set.
Diambil misal X  swatu hinpunan  sembarang dan

T=e@, XY, HMaka aksisoma—aksioma dipenuhi.  Dalam topnlogl

ini  hanva ada dua open sst. Topologi imi diesbutl

I

i

.
—y

Apabila untuk 7 diambil 27 (& = P{X1) maha tonoloninys

dismibut  disor toapologi. Dalam  togologlr ind

Rimpunan bagian darl ¥ merupakan open s

. Fada Etussusnya

)

i

dan ssterusnyva adalabh opsn.

e A b angpart real.

X diambil himpunan bilangan vreal B, Sedanglkan 7

nigikan demikiang himpurnan § adalah opsn (vaite 6§ e T

o T

U

hila G B atau apabila x € 0 maka ada suatu open interval

termuat dalam . Jelas B S 1 QM

[nl
i]
aJ

yvang mafuiat
terpernuhi. Opsn sets dalam topologi adalah open  intervals
dar union dari open intervals. Misal:

= {faracwibhl, Gz = {eradedib} U {erc<aedicdy.

h
Y
H

Ga = {x1adal; Ga = {2 1 2:b} dan selerusnva.
Sebaliknya {#r & fx <b) dan {2:2a % % < b} maupun singleton

iay, Thi dan seteruenya bukan open sets.

Bila garis real dipandang dalam wsual  topologi,
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maka opan interval-interval—-terbuka dalam arti  susunan

teoritis - adalabh terbuka secara topologi  juga. SDetiap
himpunan terbuka (open set) adalah suatu gabungarn vang
biga dihitung (& contable uwnion) dari  interval-~interval

terbuka sehingga himpunan—-himpunan ini  membertuk  suatu
dasar {basis) bagi topologi.

Lebih jauh, karena masing-masing interval terbuka merugmalkan
interseksi dari sebuah segmen awal dan  akbir {an initial
and a fTipal segments), kumpulan—kumpulan dari semua SECNEN

membentulk sebuwah sub-basis untuk wusual topologi.

Definisi 2.7.:

Diberikan (X.<) mernjadi suwatue partially ordered set,

vy

maka topolagi tersusun {(order topology] pada ¥ adalah

vang dihasilbkan dengan mengambil  =semnua segmeErn awal

dan akhir sebagal suatu sub basis.
Gontoh g

{ 1) Seperti vang sudah diamati, topologl  tersusun
pada garis real merupakan uswal topologi.

( ii} Diberikan X menjadi suatu  himpunan dengan
paling sedikit tiga elemen dan menganggap P(X)
tersusun oleh inclusion.

Bekarang jika & € P(x) salah satu dari & atag
XNA mempunyai paling sedikit dua eieman.

Fada keadaan terakhir, Jika Hi,Hz eX\f, a = A
makaz

’ {A} = E.,QU{xi}J N [-,AU{HZ}[ nlAN {ak,. ]



=t

sehingga singleton {4 terbuka.

N - T N
{iid) Angoap R dengan relasi tersusun o = i§1ﬂ§2}
(nignz) = ¥y Jika £1 4 ma dan Ez < pe.
Maka interval Ix,yl merupakan buiur  sangkar/

empalt persegl panjang  terbulk

JHl

dan topologi

tersusun adalah usual topologi dari bhidang.

A

M2l e oY

1

E 1 ’rl} ".. .

Konstruksi yang sama dapat diaplikasikarn dalam R7

Mengingat kenvataan bahwa untuk mengounakan semuaa
segmen dalam P(X) menghasilbkan suatu topologi  yang agak
rumit, maks mungkin lebih baik mernggunakan  suatu  himpunan
hagian (subset) dari himpunan segmen—-segmen sebagai suatu
subbasis,

Femungkinan pertama adalah hanva menggunakan segmen—ssgmen
awal atauw hanva menggunakan segmen-—segmen akhir saja.
Memang dengan salabh  satu pemhaﬁan—pembatasan ini, kita

mendapatkan topologi~topologi pada R vang  lebih kLasar,

tetapi lebih menarik (mudah dimengerti).
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Definisi 2.8:

Diberikan (X:%) meniadi suatu partially ordered set,
tapolaogi tersusun vang lebih tinggi (the upper oarder

topalogy) pada "X adalak vang dihasilkan tengan

mengaunalkan SEgMeEn—sSegmen akhir sebagai suatu

subbasis.
Tapalagi tersusun  yang lebik  rendah  (the lawer:
topalagi) adalah  yang . dibentuk dengan mengoumnakan

segmen—segmen awal sebagal suatu subbasis.

Topologi Pada Ruang Himpunan Bagian

Kita bisa mengangdesp svwatu korespondensi X dan
¥ sebagai suatu fungsi dari X ke. P(Y), maka definisi
kontinyuitas akan langsung jika kita memiliki suatu

topologi vang tepat pada 2(Y).

'Kadaﬁg menjadi masealah (kasus), Mimpuran kosong

menimbuikan beberépa problem. Merupabkan hal Yang
biasa untuk tidak memasukkan hal itw sebagai  suatu
nilai yang mungkin dari suatu korespondensi.
Pengenyampiﬁgan ini sesungguklnya ﬁerupakan perbedaan
antara suatu hmrespondensi dengan suatu relasi - maka
kebanyakan bagian akan dibahas.

FPo(X) = P(XYy N { @ )

Mengikuti jalan pikiran vang sudath ada, kita

mendefinisikan topologi-topologi Yang lebih kasar




EIE =~
d

dengan membatasi himpunan—-hmimpunan dasar dan subhdasar

{basic dan subbasic cetsd.

Earena kita membutuahlkan suatu topologi pada X, maka
ita menghubungkan topologi pada Pol{f) ke topologi
pada A dengan mernghubungkan Mimpunan—himpunan

subbasic ke himpunan—himpunan terbuka di dalam X.
Dikatakan bahwa Jez lebih kasar &staw  lebih
e il dari pada 3& hila 3; = 3; dengan Fz # 1 dan
sehaliknya 3; adalahn iebih hslus atauriébih besar dari
pada J .
4

Giberikan (X, 7! menjadi suatu ruang Topologid
»
can diberikan G menunjukkan himpunar  bagian terbubka

(oper subset) sembarang dam tidak kosong {angogota T,
Flaka keluarga U terdiri dari  se;ua  seomen awal
tertutup ditentukan oleh G sepsrti:

fU e PolXy : U < B = [.,8].

adalah swatu basis untuk suatu topologi

Definisi 2.9
| Topologl vang febinh tinggi (upper topoicgi) pada
Pol X)) adalah vang dihasilkan oleh basis U dimana:z
U = {L..6l: 6 € T
Topologd ini dituniuvkkarn oleh T
Diperhatikam'bahwa komplemen dari [.,6]1 diberikan
cl=hs
g Pol XINL. .61 = {VePo(X) : VN (T\G)#@}

Sehingga suatu himpunan tertutup vang dasar adalahb



.

i

bk £ & PolEd v W N i = @ 7 ol d mara =

daiam K. Oleh anslogl dangan

e tutig fin

Formulia-Tormuia ini, maka topologl vang lebih rendah

pada Pel i)  adslan topologld vang  himpunan-hompuanan

et

4

tertutupnva dihasiliean oleh kumpulan-kampalans
IV e Polhy ¢+ VW c il = f.: FJ
dan yang menpuanyail hdmpunan-himpunan terbbulia yang

dihaziliar oleby kumpuian-koamoulang

b e Pol(i) 3 it » @ Y

LA

bidalk tertotup di

{finite) sebing:

1 Paruis meEmber tik wmaig Tl 3, Serars iebihn

Formel kita bherikan s

k!
&

ig = 4 Il & Poli} 2 i n i
dan diberiksan

£ = {ig 3+ G € It

Definisi 2.10:

Topologi yvang lebhih rendaf (lower Yopologil) pada

Lol X} adalah vang dihasiltan oleh  subbasis L.

Topoliogi ini ditunjukbkan Dl@hifg

Fenandaan dimana topologi adalabh "upper" dan Yiower"
bersifat berubah-ubah. Istilah tersebut tepat Earena
sebuah "korespondensi  semi kontinu yang  lebih tinggi®

I

(upper semicontinuous correspondence) akan  kontinw  pada




upper topologi, dan sama halnyva dengan " lower".

Definisi 2.11:
Topologi VYietoris o pada Pot i) adalah_ yang
difmasilkan oleh U dan £ secara berzama-—sSama.
Suatu karakterisisasi alternatif dari Fe vang sering
digurakan adalabh sebhagai berikuts
D fe ik ar G1, Bz, H3, ....,0n meniadi  suatu Rumpalan
terbatas dari open set-open set dan diberikans

I

38(1315132..,., A =L e PolX)il < U Gl odan Uy Wi 5

i=1
maka keluargs dari semuea bumpulan-kumpulan seperti B

{ﬁiq quu.,. G 1 merupabkar suatu subbasis untuk Fe.
’ ) La
Definisi 2.12:

Suaty himpunan F € ¥ disebut closed {tertutup) bila

dapat ditentukan open set § sedemikian hingga F = G

Fengertian—-pengertian intuisi dibalik Upper topologi  dan
lower topologi pada Po(X) adalah batws, bDilas diberikan
suatiy gelemen A dalam Po(X), maka =suatu neighbourhood
{sekitar) dasar dari (&% dalé& T LTerdiri dari
himpunan~himpunan B yang tidak jach lebih besar dari pada
A. Demikian Juga lower topologi adélah ahwa suatu

neighiourhood dasar dari A dalam Tx vang terdiri dari

Himpunan—himpunan © vang tidak jauh lebih kecil dari A.
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Palam hal bila (X, Fl adalah suatu  rusng metrik AU 4
Eepafti pertama diamati Hausdori{, suatu cara yvang berbeda
uniuk mencapar hal ini.

Fetiga topologi JFw, FE, Feo.,. sudah didefinisikan
ﬁéda FPol{X). Sering letbih baik un tuk membatasi
topologi-topolond ini  dalam  berbagai  himpunan bagian.
Secara khusus kita menganggap:

FolX) = {F & Po (X)) F closedy

R

Kol X}

il
[
.
0]
%
0
s

¥ Compact]y

Topoiogi—topologl relatid  pads hdspunao-—-himpunan Dag

[ini
}_‘x.
Y
i

ini masih akan ditunjukkan oleh Fu, TE, T,





