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TEORI PENUNJANG

I7.1 Persamaan Diferensial Linear homogden

Persamaan diferensial biasé adalah persamsasan
vang memust satu atau lebih turunan biasa dari satu
perubah tak bebas terhadap satu perubah bebas.
Semua bentuk persamaan diferensial vang dibahas
dalam skripsi ini merupakan persamaan diferensisal
biasa.

Persamaan diferensial linear adalah persamaan
diferensial vang perubah tak bebas dan seluruh
turunsnnys berpangkat satu.

Bentuk umum dari persamaan diferensial linear

adalah sebagai berikut

d'h dh—i n-2
ao(x) z + B1(x) h_z + mz{x) n_z + ... +
dx dx dx
dy B
an-1{x) == + an({x) y = r(x) (xx.4.1)
dx

dimana y merupakan suatu fungsi dalam x.
y disebut perubah tak bebas, sedangkan x disebut
perubah bebas. Jika a0, a1, az, ...,dan an konstan
maks (xLi.i) disebut Perszamaan Diferensial Linear
dengan koefisien konstan. Jika - r{(x)y = 0 maksa
persamaan (IX.1.1) disebut persamaan diferensial
linear homogen. Jika r(x) = 0, persamaan (xr.4.1)
disebut persamasan diferepsial linear non homogen.
Orde adalah turunan tertinggil dari persamaan

diferensial. Persamaan diferensial linear homogen
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Orde adalsh turunan tertinggi dari persamsaan
diferensial. Persamaan diferensial linear homogen
orde dus dengsn koefisien konstants mempunysai

bentuk sebagai berikut

2
Q—% sp W 4 g y(x)=0
dx dx
atau v (x) + py(x) + g y(x) =0 o {1x. a2

dimana p dsn q merupakan konstanta

I1.1.1 Linearitas Operator Diferensial L

Lema 1.1 Didefenisikan
L{y(x)l := v"(x) + py (x) + av{(x)
dimana p dan g merupakan konstanta
Jiksa v, dan ¥, sdalah dua fungsi vang
mempunyai turunan kedua dalam intervsal
I dan jika c.adalah konstan , maka :
&) Ly, (x)+y, ()] = LIy, (O T+LLy,(x)]
b) L [ey,(x)] = ¢ LIy (x)]

Bukti
a) LT v (x)+y (%3] = (v (x)+y,(x))" +

P [yi(X)+yz(xa3’ + aly, (x)+y,(x)]

I

[y, " (x)+ Py, (x) +qy (x)] +
[v,"(x) + py, (x)+ ay,(x)]

Ly, (x>1 + Liy,(x}]

11

b) Lley,(x)]= ey "(x)+ ey "(x)+ cy (x)

11

o (v, () + v, )y, (x)

e L{y, (x)]




I71.1.2 Kombinasi Linear Suatu Penvelesaian

Defenisi 2.1.1
Jika'ﬂﬁx) dan yz(x) merupakan penyelesaian
dari persamaan (i1.1.2) maksa kombinasi dari
yi(x) dan yz(x) adalah c, yi(x) + c

, Y (x)

dimsna c, dan c, konstanta.

Teorema 2.1.1
Jiksa yi(x) dan yz(x) merupakan penyelessian
dari perssmsan (1r.1.2) maka kombinasi dari
y, (%) dan y,(x) Jjuga merupakan penyelesaian
dari (ir.s.2)
 Bukti
Didefenisikan
L{y] = y"(x) + py (x) + gy(x) , dimana p dan

q konstan dan vy merupakan fungsi dalam x.

Karena v"(x) + py (x) + qy(x) = 0 ...(1x.1.2)
maka Li{y(x)] = Q. Jika yi(x) dan yz(x)
merupakan penyelesaian dari (11.1.2) maka

L[yi(x)] =0 dan L[yz} = 0.

Menurut lems 1.1

Lle,v,(x) + ¢,y,(x)] = Llc,y, ()] + Lic,y,(x)]
= ¢, Lly,(x)] + ¢, Ly, (x)]

Substitusi nilail L[yi(x)] dan L[yz(x)]

sehinggsa LECJG(X)+czyz(x)l = c1.0 + cz.G‘z 0

Jadi Cﬁa(x) + czyz(x) juga memenuhl persamaan

v'(x) + py'(x) + qy(x) = 0.




TI.1.3 Fungsi Tergantung Linear dan Fungsi Bebas Linear

Defenisi 2.1.3

Dua fungsi’ yi(x) dap yz(x) dikatakan
tergantung linear pads interval I jika
terdapat konstanta k" sedemikian sehingga
fungsi yang satu merupskan hasil kali k"
dengan fungsi vyang lainnya. Ditulis

yi(x) = k yz(x) atau ciyi(x) + czyz(x) = 0
dimana ¢ dan ¢, tidak kedus - duanysa sama

dengsn nol.

Defenisi 2.1.4
Dua fungsi yi(x) dan yz(x): dikatakan bebas
linear linear pada interval I jika
c, yi(x)+ c, yz(x) = 0 untuk semua X pada

' interval I dimana ¢, dan c, samna dengan nol.

Teorema 2.1.5 (Reduksi Orde)

Jika Sf(x) merupakan penyvelesaian nontrivial
dari persamasn v (x)y + py {x}) + ay(x)y = 0
maka penyelesaian kedua vang bebas linear

dengan f(x) adalsah 'y(x) = vi(x) f(x) dimana

o -5 p dx
vi{x) = /S > dx
[7(x>]
Bukti
Diasumsikan vy(x) = v{x)}  f(x} merupakan

penyelesaian kedus yang bebas linear dengan



f(x). Turunan pertama dari y(x) adalah
yo(x) = v(x) f(x) + vi(x) f(x)
Sedangkan turunan kedusa dari v(x) adalsh
yr(x) = v(x) FU(x) + vI(x) fI(x) + vI(x) S(X)
| + vi(x) ST (X)
Substitusi v(x), v (X}, dan v(x) ke
persamaan ( II.1.2 ) sehinggs didaspatkan
[ F"(x) + p £ (x) + q f(x) ] v(x) + [277°(x) +
p f(x) 1 vi(x) + Sf{x)v'(x)= 0
Karena f(x) merupakan penyelesaian dari
(1x.1.2) maka [fU(x) + p f(x) + a f(x) = a.
Sehingga hasil substitusil menjadi
Flxy v'(x) + [ 27/°(x) + p f(x) } vi(x) =0
.. (11.1.9)
Misalkan w(x) = v’'(x) dan w'(x) = v"(x) naka
persamaan (xx.1.3) dapat ditulis menjadi
F(x) wi(x) + [27°(x) + p f(x] w(x) =0
atau  F(x) w (x) = -[2F (x}+ pf(x)] w(x)

wi(x) _ _ [2/°(x) +p f{x)]
wx) F{x)
dw_ _ _ [2f°(x) * p f(%x}]
oo T 7O ax
In w(x) = -2 In f(x) - 4 p dx
In w(x) = 1In F(xY % + 1In g S P dx
w(x) = F(xd® o P dx atan
-5 p dx

w(x)y =& S——o dx

[F(x)1°




Contoh 2.1.1
Jika F(x) = A e)‘x merupakan penyelesszian
dari yi(x)y - 2 Vg v (x) + aqyx) = 0
maka dapat dicari penyvelesaian kedus vang
bebas linear - dengan A eM , dimana A = vq

menggunakan metods reduksi orde.

-r-2Vq dx
y,(x) = pe™*s & dx
Vg x ?
fae'® 1
2Vg »
y(x) = A s —F—— dx
Az eZVq *
Misalkan (1/A) = A1
yz(x) = Aiexx J dx = Aiekx(x + e
y,(x) = A x ™+ cA e X
Jika cA = A
1 2
_ A Ax
_maks yz(x) = Ai X e + Az e
Lema 2.2
Jika =z(x) = u(x}y + 1 v(x) merupakan

penyelesaian dari v"(x) + py (x) + qy{x) = O

dimana p dan g bilsangan real maka u(x) dan

v(x) merupaksan pgnyelesaian resal dari

v (x) + py (x) + ay(x) =0 L. .(aE.e.2)
Bukti

Jika =z(x) = u{x) + i v(x) merupakan

penyelesaian dari (1x.1.2z) maksa akan dipenuhi
z"(x) + pz (x) + qz(X) = 0 RN ¢ » S -

Turanan pertamsa dan kedua dari




z(x)= u(x)+ v(x) adalah z (x)= u'(x)+ v (x)
dan z"(x) = u"(x) + & v“(ﬁ).
gubstitusi fungsi z(x) dan turunan-turunannysa
ke persamsasan (1x.4.6)

fu"(x) + w"(x)] + p fu’(x) + v (x)] +

g [u(zx)y + v(x>1 =0
atau  [u"(x) + p u'(x) + g u(x31 +

Lofvt(x) +op vi(x) e vx) =0

Bilangan kompleks sama aengan nol jika
bagian real dan imajinernya sama dengan nol
Sehinggsa " (x) + p u (x) + q u(x) = 0

0

dan v(x) + p v(X) + @ v(x)
Jadi 2(x) = u(x) + 4 v(x) merupakan
periyelesaian dari persémaén (11.1.2) jika

a(x) dan v{(x) juga merupakan penyelesaisn

dari persamman (Ix.1.2).

I1.2 Persamaan Karakteristik
Persamaan diferensial Lineﬁr dengsn koefisien
konstan dengan orde n mempunysal bentuk
an v (xyran-t ¥ TR+ rar v TH me y(x) = 0
L. (xxo2.02)
dimana setiap koéfisien ai, L= 1, 2, 3....0
merupakan konstanta dan an = 0.

Jika n = 2 maka persamaan (1x.2.1) berbentuk

a1 v (x) + o y(x) = 0 atau
yo(x) + %% y(x)= 0 .. (rxoz2.2)
ao

Diasumsikan o - ¢ sehinggs persamaan (1x.2.2)
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menjadi v(x) + o y(x) = 0 e (1x.z.3)

atau §§§§l+ a y(x) = 0 Jika kedua ruas dikalikan

dengan Faktor Integral eax didapat persamaan
ax, dy(x) L - _ d_ ax -

{ Ty + o y(x)r = 0 atau Ix { e vyvir=20
Hasilnya integralnya adalah vy(x) = A e "Xt C
Bila konstanta -o = x maka dapat diasumsikan
vy = Aehx sebagai penyelesaian dari (1x.2.1) dimana
A konstanta. Jika fungsi vy = Aehx diturunkan

sampai turunan ke n didapat

. b .. A

vy Ae™E, yr(xy = A%, vy = AT L

y{n—ib(x) - A}\(n—i_)(x), y{'ﬁ)(x)

Jika fungsi v{x) dan turunan — turunannyva

disubstitusikan ke dalam persamaan (II.2.4) maka

an K"Aekx + an-% k”dgehx +...+814 Akexx+ o Ae)\x =Q
atau

Ae}\x(an A4 an-t y A .. .+81 A+ ac)=0 ... (II. 2. 4)

Hilai _ekx tidak pernah berharga nol. Sehingga

s . .
sgay benar y = A e X merupakan penyelesaian dari

persamnaan (Ir.2.4i) dimana A0 maka A harus

merupakan akar-akar dari persamaan polinom
n n—4

an A+ an-1 A + ... 4+ 81 A + ao = 0 ,.{3x.2.5)

Defenisi 2.2.1
Persamasn polinom (ix.2.s5) disebut persamaan

karakteristik dari persamaan (1r.2.4)
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Defenisi 2.2.2
Akar-agkar dari persamasn (xx.2.s5) disebut

akar-akar karakteristik dari {I1r.=z2.1),.

Contoh 2.2.1
Persamaan diferensial linear orde dua dengan
koefisien konstanta
v'(x) +p vy (x)+qyx) =0 oo (11 2)
mempunysai persamaan karakteristik
A2 + px 4+ g =20 ...(1I. 2. 5)

dimana p dan g merupakan konstanta.

IT.3.8istem Diferensisl Linear
Defenisi 2.3.1

Sistem diferensial linear n dimensi adalah

n persamaan diferensisl linear dengan n
perubah tak bebas dimana n =2 2 . Dinotasikan
Cg—x). =E a . x(t) + £ ... (x3.1)

dt’i =1 i) 7 i

o= 1,2, ,...N i =4238,....n

a.Lj dan ft dapat berupa konstanta maupun

fungsi

Jika f‘.L = 0 , maka sistem  (3z.3.1)
disebut sistem diferensial linear homogen.
Jika /%0, sistem {x1.3.1) disebut sistem

linear non homogen.




Defenisi 2.3.1
Sisztem Otonomus adalah gsistem diferensisal

dengan bentuk sebagai berikut

clx1
T ° F (¥ Xy oin %)
dxz
i F U2, X0 oo s X )
dx'ﬁ
3t = F0x X, s X

i b T = 1 P
dimana fi(xi, Xps oo o X 304 , 2 "
merupakan fungsi yvang secara eksplisit tidak

tergantung pads B

Diberikan sisztem Otonomus Dua Dimensi dengan

bentuk =ebagai berikut

%% = fix,¥v ,

... (1E. 9. 2)
dy _
gt~ g(x,¥)

Penvelezaian dari sistem (1x.s.2z2) adalah fungsi
x(t) dan v(t) dimana nilai x(t) dan vy(t) .bergerak

mengikuti pertambahan nilai “"t°

Teorema 2.3.1
Jika x(t) dan vy(t) merupaksn penyelesalan
dari gistem (1r.s.2) maka x(t+c) dan y(t+c)
jugs merupakan penvelezaian dari sistem

(1r.s.z) dimana ' merupakan konstanta.
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Bukti
Diasumsikan X(t) = x(t+e¢) dan Y(t) = vy(t+e)
merupakan penyelesaian dari sistem {1r.a.z)
dimana ¢ konstanta. Akan dibuktikan x(t) dan

y(t) memenuhi sistem (rr.a.z).

X (£) = X (tro) = Fx(tte), y(t+ed)
= FCX(E), Y(ED)
Y £y = 9T (tre) = s(x(t+e), y(t+ed)

(X)), Yt

Terbukti bahwa X(t) dan Y(t) memenuhi sisten

(11.3.2).

Sistem Otonomus Linear Dua dimensi mempunyai bentuk

sebagai berikut

%% = ax + by
R & 2 - B
%% = ex + dy
dimana 2a, b, ¢, dan d merupakan konstanta.
Teorema 2.3.2
Jiks sistem (xz.3.3} mempunyai dua
. x (t) x (t)
penyvelessaian 1 dan 2 L (xE.3.4)
y, (£ y,(t)

pada_interval [a,b] maka

x e, x‘(t) + c, xz(t)

y = ¢, v(t) + c, v, (t)
jugs merupakan penyelesaian pada [a,b] dimana

e, dan e, konstanta.




Bukti
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Sistem (11.3.3}% dapat ditulis sebagai
(D-a)x + by = 0

ex + (D-d)y
d_
dt

Dengan eliminasi didapat dua persamaan vaitu

0

dimana D =

(D% - (a+d)D + (ad-be)I(x) = 0O
[D® - (a+d)D + (ad-be)I(y) = O

atau
x"(t) - (a+td)x’(t) + (ad-belx = 0 ..(3x.8.5)
yU(t) - (a+d)y (t) + (ad-bedy = 0 ..(11.3. 6)

Persamaan (I1.3.5) mempunyai penvelesaian

X, = xl(t} dan X, = xz(t)

“Menurut teorema 2.1.1 maka

X = ¢ xi(t} + c, xé(t} juga merupakan
penyelesaian.
Persamasan (II.3.6) mempunyai penyelesalan

vy = v,() dan vy, = v,(t)

Menurut teorema 2.1.1 maka
y = ¢ yi(t) + c, yz(t) juga merupakan
penyelesaian.
Jadi x = c, x1(t) + c, xz(t)
...{1x.3.7)
y = e, v, (t) +c, v, (L]

juga merupakan penyelesaian dari sistem

(31.3.3)
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Defenisi 2.3.2

]|

x xi(t) X = xz(t)
Jika dan

v y, () Y =y ()

merupakan pényelesaian dari sistem (x1.3.39)

maka Wronskian dari x dan v adalah

xi(t) xz(t)

Wix,y1(t) =

yict) v, (t)

Tecorema 2.3.4

Bukti

Jika (xx.2.7) merupakan penvelesaian mmuam

dari sistem (1x.3.3) maka Wronskiannva tidak

sama dengan nol.

Menurut teorema 2.3.°2

1|

X xi(t) e
Jika dan

¥ Yi(t) Yy

i

xz(t)

H

v, (t)
merupakan penyelesaian dari sistem (1r.3.8)
maka (1x.s.7) Juga merupakan penyelesalan
dari sistem (xx.s.3).
(1x.3.7) merupakan penyelesalan umum Jika
dapat diambil konstanta sembarang c, dan ¢,
gsedemikian sehingga untuk setiap "t berlaku
c, (L) + c, x,(¥) = =x(t)
c, v (t) + ¢, vy, (t) = y(¥)
Hal ini dipenuhi apabila
x (%) X {t)
v, (&Y oy, (B)

atau  WIX,yl(t) = O
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I1T1.4 Penyvelesaian Umum Sistem otonomus Linear .

Teorema 2.4.1

Bukti

Qistem otonomus linear (11.3.3) mempunyail

e"'t

penyelesalan x(t)y = A dan y{(t) = Bekt

dimana A% - (a + d)X + (ad - bec) = 0O

dan (a-2AYA + b B =20
(1. 4.1)
c A+ (d-2)B =0
Menggunakan operator D = %€
imana &% = an T -
dimana ¥ = D(t) dan ¢ = D(y)

Sehingga sistem (1x.3.3) dapat ditulis

sebagai (D - a)(x) — by =20 e (IT 4. 2)
cx - (Db-dyy =20 IEERERSATETED

Nilai x(t) dapat dicari dengan mengeliminir y

dari kedua persamaan (ir.«.2) dan (31.4.8),

Sehingga didapat persamaan

{(D-a)}(D-d)(x) — bex = 0 , atau

[D° - (a + d) D + (ad - be)l(x) = O..(x1.4.4)

Nilai y(t) dapat dicari dengan mengeliminir x

-dari persamaan (xx. 4.2) dan (IX.4.3).

Sehingga  didapat persamaan

(D - a)(D - d){(x) — bcy =0 atau

(D - (a + &)D + (ad - be)1(y) = O .. (3. 4. 5)

Dapat dilihat bahwa (xx.4.4) dan (1IX. 4.5)
membentuk persamaan diferensial linear

dengan persamaan karakteristik
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2

AT - (a+ d)N + (ad - be) =0 ..{(11.4.5)
Menurut I1.2 maka persamaan (II. 4.4)
mempunyai penyelesaian x(t) = A ekt dan

persamaan (ix.4.5) mempunyai prenvelesaian

A . . \
vy =Be t. Jadi saistem (1r.4.12) mempunyai

penyelesaian x(t) = A e ¢ dan y(t) = B &'V

Substitusi x(t) = A ekt dan B = e)\t ke

sistem (1r.3.3) dimana A dan B konstanta.

didapat (a-2)A + D B = 0
c A4+ (d-A)B =90
Defenisi 2.4.1
Persamaan polinom
A2 - (a+ d)A + (ad - be) = O ... (II.4.6)

disebut persamaan karakteristik dari sistem

(1x.23.13),

Defenisi 2.4.2
Akar-akar dari (xx.4.6) disebut akar—akar

karakteristik dari sistem (1zx.s.3),

Teorema 2.4.2
Jika akar-akar karaktéristik. dari sistem
(xx.a.s) merupakan  blilangan real dan
berlainan A dan A, maka sistem (11.2.3)

mempunyval penvelesaian

kit kzt
cigi e + czAz e

kit Kzt
yv(t) = ¢ B e + csz e

x(t)

dimana A, A, B, dan B, konstanta




Bukti
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tertentu sedangkan c, dan ¢, konstanta

sembarang.

‘Jika akar-akar karakteristik dari aistem

(1x.3.3) real dan berlainan

a) persamsan (II.4.4) mempunyal penyelesaian
hit th
xi(t) = Ai e dan xz(t} = A e

2

b) persamaan (II.4.5) mempunvyal penvelesalan

Kit kzt
yi(t) = B1 =) dan yz(t} = Bz e
hit
Substitusi x = X, = A1 e
Rit
v=v,6 = B1 e

ke sistem (1r.2.3) dimansa X = X y =Y, 3

13

A = Ai, dan B = B1 sehinggsa didapat

persamsan (a—f\i)A1 + b 81 = 0

c Ai + (d—ki)B1 = 0
Ki - a
Jadi Bi = —‘—E—_ A1
Ki-a
Jika 5 = k maka B1 = k A1
th
Substitusi x = x_ = A_ e
zZ 2
Kzt
y =vy, = B2 e
ke sistem (I1z.2.3) dimana X = X,» ¥ =9, )
A = Az, dan B = Bz s=ehingga didapat

persamaan (a—kz)Az + b B2 =0

c A, + (d-A_)B, 0
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A - A
Jadi EE = —E—B—““ A2
Kz—a
Jika B =1 maka B2 = 1 A2

Wronskian dari x dan v adalah

At At
1 2
A e A, e
Wiz, v1(%) = ALt ALt
B, e B, e
i 4
(K1+k2)t
Wix, vi(t) = A A, (1-k) e
Karena A dan A, tidak sama dengan nol; dan

1=k maka W[x,vJ(t) = O.
Sehingga penyelesaian umum dari sistem

(rx.3.3) adalah :

Kit Kzt
ciAie +02A2e
5 kit . 5 kzt
c, B e c, B e

=x(t)

1

v(t)

c, dan c, konstanta sembarang.

Teorema 2.4.3

Bukti

Jika persamaan karakteristik dari sistem

(rx.a.3) mempunyval akar kembar K1 2 - A

maka sistem (1r.3.8) mempunysal penyelesalan

_ At At
x{t) = CzA e + Cz(Ait + Az) e
_ At At
v(t) = ciB e + cz(Bit + E%) e
dimana A, Ai, Az, B, Bi, dan B2

konstanta tertentu sedangkan c, dan c,

konstanta sembarang.

Jika akar-akar karakteristik darl sistem

(11. 3.3} merupakan akar kembar, dari contoh
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2.1.4 didapat penyelesaian kedua dari
persamaan diferensial vang bebas linear
dengan v = A ¢ adalah y =(8,t+A)e" . Haka
a) persamaan (II.4.4) mempunyail penvelesaian

xi(t) = ciA e}\t

x,(t) = ¢ (A t + a e "
b) persamaan (II.<4.5) mempunyal penyelesaian
y(t) = ciB e)\t
y(t) = o (B, t + Be "
Substitusi x = x_ = A e
y=v, =8B et
ke sistem (x1.3.3) dimana X = X, ¥V =V, s
sehingga didapat persamaan (a-A)A + b B =20
c A+ (d-x)B =0
Jadi B = 2224
Jika 22 =k maka B = k A
Substitusi x = x, = (AL + A ekt
y =y, = (Bt + B et
ke sistem (2r.a.s) dimana X = X,, ¥V =V, s
A = Ait + Az, dan B = Bit +B2 sehingga

didapat persamaan
[(a—X)A£+ bBijt + [(a—x)Az + b Bz - Ai] = 0
[cA;+ (d—k)Bi]t + [cA2 + (d~?\2}B2 - Bij =0
Jadi [(a—h)A1+ bBi] = 0D
[cA{+ (d—k)Bi] = 0
A = 0
i

dan (a~k)A2 + b Bz -
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cA, + (d-2)B, -~ B, = 0

1

A—a

Jika = k maka E& = k A

b L,
B A
B _ 1 _ 1
- T i dan Bz"b+kA2

1

Jadi

Wronskian dari x dan y adalah

A e" (A t+h) &
Wix, vi(t) =
B ° (B,t+B,) et
A A
Wix, v1(t) = —4— et 2 o

Maka penvelesaian umum dari ‘sistem (x1.3.8)
_ At At
x(t) = 01A e + cz(Ait + Az)e

t

At py
v(t) ciB e + CZ(B1 t + Bz)e

c, dan c, konstanta sembarang.

Teorema 2.4.4
Jika persamaan karakteristik dari aistem
(11.3.s) mempunyal akar kompleks & + i dan
konjugatnya « - i maka penyelesaian umum

dari sistem (1x.a.3) adalah

2x(t) = eOlt A(c1 cos 3t + c, sin £L)

v(t) = 2% ¢ (B, cos At - B, sin #t )
at .
e cz(B1 gin A3t + B2 cos 3t)
dimana A, B1’ dan B2 konstanta tertentu,

sedangkan c, dan c, konstanta sembarang.

Bukti
Jika akar-akar karakteristik dari sistem
(11.3.3) mempunyai akar—-akar bilangan

kompleks dan konJjugabtnya maka
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a) persamaan (II.4.4)} mempunyal penyelesalian

A e(oc+i.ﬁ)t

xi(t)
%, (t) = A g (81T

1) persamaan.tu-4.5) mempunyai penvelesaian

g (t) = B (A

v,(t) = B o (o)t
Substitusi = = x = A e(a+w?)t
v =y =8B e(oH'i—ﬁ)t

1

ke gistem (11.s.3) dimana X = X

V=Y, .

i
dan A = o +if3 sehingga didapat persamaan
(a-a — i BYA+ b B =20

c A+ (d-a-if3)B = 0O

o—a . 3
bA'*"-"‘ﬁA

Jika B = B1-+i B2 maka.

Jadi B

o8
b

= B
Jika B{- A dan B2 =% A

X, = A e(oH'i'ﬁ)t

Sehingga b4

_ _ o (o+if3)t
v=y = (Bi-h. Bz) e

t

Atau x (t) = Ae"" cos ft + i A ™" sin Bt

4;éqF £E& cos 8t — B, sin Bt) +

=" = A eaﬁrcosﬂﬁt ‘ dan xz* = a &

5 s8in Bt

juga merupakan penyelesalan dari persamasan
(11.4.4) .
»

vy = eat (B; cos 3t - B2 sin 7t) dan

v = edt‘(Ea sin 3t + B2 cos fit)
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!
Juga merupakan penyelesailan dari persamaan

(11.4.5)

Untuk x,(t) =A g (i)t Juga didapat dua
E 3 »

penyelesailan yvang sama dengan X, dan %,

Untuk vy, (t) = B o (2% juga didapat dua
penyelesaian vang sama dengan y;* dan ¥

Wronskian dari x dan y adalah ::
A e teos Bt aeMlsin at
ekt(Bicos Bt—Bhsinltﬁt) ekt(Bisin ﬁt+Bzcos 3t)

2

Wix,v1(t) = A ot

e 2 0

O‘l'&)

Maka penyelesaian umum sistem (1r.2.2) adalah :

Xx(t) eth ( c, Cos £t + c, sin B3t )

at .
e ci( B1 cos 3t - Bé sin Bt ) +

eat cz( B1 sin Bt + B2 cos 3t )

H

y(t)

dimana B = E& + i Bz

c, dan c, konstanta sembarang.

Teorema 2.4.5

Jika persamaan karakteristik sistem (11.3.3)
mempunyal akar-akar bilangan imajiner murni
A = i3 dan Az = —~if3 maka penyelesalan

umum dari sistem (xx.=a.na) adalah

x(t) = A (c1 cos 3t + c, gin Bt)+

y(t) = ¢ (B, cos 3t - B, sin f3t) +
cz(B1 sin 3t + B2 cos [3t)
dimana A, E&, dan B2 konstanta tertentu

sedangkan c, dan c, merﬁpakan konstanta

sembarang.




Bukti
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Jika akar-akar karakteristik dari sistem
(11.3.3) merupakan bilangan imajiner murni
a) persamaan (II.4.4) mempunyai penyelesaian
x () = A e(tﬁm x,(t) = A e(ﬁiﬁ)t
b) persamaan (ir.4.5) mempunyail penyelesalan
v (t) = B e{)¥ y (t) = B e THT
Substitusi x = x = A e(m)t
y=v, =B e(iﬁ)t
ke sistem (xx.3.2) dimana X = X, ¥V =V, »
dan A = i3 sehingga didapat persamaan
(a- i B)A+DbB =20
c A+ (d-i3)B = 0
Jadi B= 2-a+:iln
Jika B = B, + i B, maka
Jika B= 8- A dan B, =-La
Sehingga x=x, = A& e )°
y =y, = (B By T
Atau 2 (%) = A cos 3t + i1 A sin 3t

Yi(t) (B:. cos 3t - IE’:2 sin 3t) +

i (B, sln 3t + B, cos £t

Menurut lemma 2.2 maka

"

x = A cos 3t dan xz* = A sin 3%
juga merupakan penyelegaian dari sistem

(11.4.4)

»

v, = (B1 cos 3t - B2 gin B#t) dan

i
»*

v, = (B1 sin 6t + Bz cos fit)
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Juga meruprakan penvelesaian dari sistem

(rr. 4.5}

Untuk x,(t)=A g (7L juga didapat dua
. P % »

penyelesaian yang sama'dengan X, dan X,

Untuk y,(t) = B g (T Juga didapat dua

]

E ]
renyelesaian vang sama dengan v, dan v,

Wronskian dari » dan v adalah :

A cos 3t A gsin Bt

(B, cos ft- Bzain 3t) (B, sin B+ B,cos f3t)

Wix,y1(t) = Az——g— = 0

Maka penyelesaian umumnya adalah

x(t) = A ( ¢, cos 3t + c, sin B3t )

it

v(t) ci( B1 cos 3t - B2 sin B3t ) +
cZ( Bi sin £t + B2 cos it )

c, dan c, konstanta sembarang.

Teorema 2.4.6

Bukti

Jika sistem mempunyai bentuk sebagai berikut

dy _
a_:—by

maka  penyelesaisn  umumnya adalah

at

X(t) = c.e dan y(t) = czebt

dimana c, dan c, merupakan konstanta.

Menurut I1I.2,

%% = at mempunyal penyelesalan x(t) = A eat
%% = by mempunyal penyelesaian y(t) = B Pt




Misal A = ¢, dan B = c, maka

x(t) = cieat dan vit) = Czebt

merupakan penyvelesaian dimana c, dan c,

kostanta. Wronskian dari x dan y adalah

eat 0

Wix,y1(t) = bt
0 e

- e(a—!—b)t = 0

[
(o]






