FORMULA

Dalam bab ini

~

BAB III

INTEGRAL  POISSON

akan dibahas mengenai

formula-formula

integral poisson dengan domain yang dibatasi oleh lingkaran
dan domain vang berbentuk setengah bidang.
Definisi 14
Hisalkan CO suatu 'lingkaran dengan persamaan z = roelg,
0=2<2Z2r. Dan zizrele, dengan O<r<r0 adalah titik didalam
lingkaran Co' Titik z, dan z, dikatakan saling invers
terhadap lingkaran CO jika dan hanya Jjika
1. arg z, = arg z,
4
.2' lzil Izzl = ro
¥
z
2z
£
r X
o
C
o
{Gambar 4)
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Dari definisi 14 jika sifat ]zz[ = dipenuhi, maka

-

diperoleh z, = |z,] et

Tz, T

=

33




T . r
_ 0 19 _ o
z, = e” =
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. zz
Jadi 2z, = —Z— ...iee e
Z
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Misalkan f(z) analitik didalam dan pada kontur CO .Karena z,

terletak diluar lingkaran Co’

maka harga

£ (2) (z-z,) - £(2)

(Z~zz)2

selalu ada untuk z didalam atau pada lingkaran CO

f(z)

demikian
zZ-2,

Sehingga menurut teorema II1.8

% £(z)
Z—2
2

c
)

analitik didalam dan

................

Dengan

pada kontur C0

(Cauchy-Goursat)

TII.1 FORMULA INTEGRAL POISSON UNTUK LINGKARAN

Teorema III.1

1.Misalkan £(z) analitik

didalam dan pada lingkaran Co’

dengan persamaan 2z - roelﬁ, O=@=<zr. Jika zizrele, vaitu
snatn titik didalam lingkaran CO, maka
2T .
: . 2 L2
fF(rel®) = = j _ 0 _ f(roelﬁ’} 4o
r0 - 2r0r cos{(® - &) + 1

Q

2 _Jika U(r,®) dan V(r,e)

real dan bagian imaginer dari

27E

masing-masing adalah bagian
f(rele),_maka

2
- r

1 o
UG(r,e) = I
2n 2
T, o~ 2ror

(o]

U(ro,ﬂ) do
cos(@ - @) + 1
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2n 2 2
1 r, T
V(r,e) = J V(r _,9) d&
n rz - Zror cos(9 - e) + r’ ©

Dan hasil-hasil ini disebut formula integral poisson untuk

lingkaran.
Bukti:
1. Ty
E
Ez
/
{ 5 i
/r X
o
C
[a]
{Gambar 5)

Karena f(z) analitik didalam dan pada kontur tertutup Co’

. _ 1 F{z) '
naka menurut integral Cauchy £(z)) = —Z3 § —E:E:— dz.
C

)

Jika persamaan ini dikurangi persamaan (3.2) naka

_ 1 f(z) _ 1 £(z)
f(zi> - 2ri '§ zZ=2, dz Zni § z-z, dz

Co Co
_ 1 1 _ 1
= a7 % [ =y 2z, ] f(=z) dz
Co
27
_ 1 1 _ 1 ig, . i@
TR J [ z-2, z-z, ] f(roe Y ir e do
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27
_ 1 Z _ z i@
T 2n I [ z-z Z-zZ ] £Crge ) do
1 2
o
27
_ 1 z z i
S J[z_z - 2] £(x ) ao
1 z-z2z/ z,
Q
27 _
1 z 24 i
o I [ ez T T = ] f(roe )y do
1 zZ -z
o 1
27 ~
L [ 2, £(r e1%) do
2n Z—Z = - o
1 zZ-z
o i
zm _
z(z-z ) + z (22 ) -
_ i 1 1 1 19
S [ [ = ] £(x_e') do
o 1 2 z:l.
27 _ _ )
g zz - z,Z, io
- ot I[ ]f(roe ) do
o (z-z,) (z=2 )
2® -
_ 1 EINCIEN 10
= o J [ : ] £(r e*?) do
|z-z |
(s ]
2w
2 - r° :
_ 1 0 ig
- J. [ —] e e (3.3)
IZ‘21]
o (0<r<r >

Besaran |z—zi| adalah jarak antara titik z dan 2z, dan

menurut dalil cosinus, maka

|z—21|2 tz]%~ 2]z]]z,| cos(® - &) + |zi‘|2
= p°- 2r r cos(® - @) + r’

o] o]
> 0

Sehingga persamaan (3.3) dapat ditulis menjadil
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2 2
. r -~ r .
f(rele) = Zi J' > e P f(roele) do
r, - ZrOr cos(® - &) + 1
o
{r < ro)
......... (3.4)

2. Karena £(re’") = U(r,®) + iV(r,e) dan

f(roeiﬁ} - U(x_,®) + iV(r_,@) ,dari teorema III.1.1 maka

2T

- Lo D= w8+ iV(r,9) )
" Ulr,e) + iV(r,®) = 5 fal%)
T z 2
J s - 2r r cos(® - ©) ¥ r
o o o]
21T 2 2
! - (r0 -r ) U(ro,@) o
zr | r® - 2r r cos(& -~ ©) + r?
o 0 o
27T 2 2
i (rO - r ) V(ro,ﬁ)
" 2 -2 (8 - @) + r° 4
. r r_r cos T
atan
2m ” -
1 (xg - ) U(r,,9)
U(r,e) = 5 J > > do ...(3.5)
r - 2r0r cos(d - ©) + r
[»}
(r < ro)
27T 2 2
1 (r, - T ), V(ro,@)
V(r,e) = 5 J > P do ...(3.8)
r, - 2r0r cos(® - &) + 1 :

(r < xr)
Persamaan (3.5) dan (3.8) merupakan formula integral poisson

untuk fungsi harmonis U(r,®) dan V(r,®) dalam lingkaran r=r,

2 2
T - r
Fungsi P(r,,r,8-®) = — = —. ... (3.T)
ry 2ror cos(@ - ©) + r

dikenal sebagai “"Kernel Poisson” dari suatu transformasi

integral dari f(roelg) dan merupakan fungsi berharga
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real, yvang nempunyal periode 2r dan bila r=0 maka
P(ro,r,eﬂe) = 1 . Fungsi P(ro,r,ﬁ—e) adalah fungsi harmonis

dari r dan © dalam C0 dan selalu bernilai positif.

z z
dan komplex konyugate —
i z—

'S

mempunyai

Karena

0|

1

bagian real yang sama, maka

. 272,

. Z
P(ro,r,ﬁ—e) Re z + i ]
z

- z
= Re = ] + Re[ : ]
L z-z z2-2
i A
- 2 Z
= Re + : ]
\ Z-Zi Z—Zt .
- Z+ Zi
= Re[ 5= ] ............... (3.8)

Selanjutnya formula integral poisson untuk lingkaran dapat

diruhs ﬁﬂi%Fi

2T
£(rel®) = = | Px,,7,9-9) £(x e d2 )
[
27T
U(r,0) = i | P(x,,r,0-0) U(x ,0) d& [ ....(3.9)
o (r < ) '
27 ©
V(r,0) = o | B(rg,r,0-0) V(x ) d& |
o (r <r))

Fungsi P(ro,r,ﬁ-e)'adalah harmonis dapat ditunjukkan dengan
dipenuhinya persamaan differensial laplace dalam koordinat

polar, atau




Dari P(rolr,ﬁ—e) =

P
or

1
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2 2
r“ - Z2r r cos(®@ - &) + r
o 0

—Zr(rZ-Zror cos(g—e)+r2) - (rz—rz)(—Zr0 cogs{(P-2)+2r)

(rz~2r0r cos(ﬁ—e)+rz)2

_4rrz + 2ror2 cos(@-e) + zrz cos{9-8)

(rZ—ZrOr 005(9-9)+r2)2

z2 2 2.2
(—4r0+4r0r cos(P-8)) (rO“Zror cos(9-9)+r” )
—(-4rrz + ZrOr2 cos(@-8) + Zrz cos{@-e))

* 2(r;—2ror cos(ﬂ—e)+r2) (—Zro cos{®-8)+21r)

il

(rZ—Zror cos(ﬁ—e)+rz)4

(r
{r

-2r 1 cos(B-0)+r>) (A-B)

o nlow

~2r0r cos(ﬁ—e)ﬂrz)4

(—4r2+4r0r cos(@-9)) (rz—ZrOr cos(@-0)+r>)

2 2

4 3 3 2 2 2
*4r0 - 4ror + 4(3r0r+r0r ) cos(@-8) - 8r0r cos (9-9)

(~4rr2+ 2r0r2 cos(@-0) + ZrZ cos(@-©) )
X 2(-2r_cos(0-e) + 2r) |

3 a 2 2 4 2 2 2
8(3r0r+ror )cos(ﬁ—e) - (Bror +8r0)cos (@-8) - 18ror

4 2 2 3 3 2 2 4
—4r - 4r r°.+ 4(3r r+r T ) cos(@-e) - Br r cos (B-9)

E] 3 2 2 4 2 2 2
—8(3r0+r0r Y cos(9-9) + (Bror +8ro) cos (@-e) + 1Br r,

4 2 2 3 3 4 2
-éro + 12r0r - 4(3ror+ror ) cos(@-9) + 8r0 cos (@-©)

4 2 2 3 3 4 2
—4ro + 12r0r - 4(3r0r+r0r Y cos(@-8) + 8?0 cos (B-9)

1

(rZ—ZrOr cos(ﬁ—e)ﬂ:z)3
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(r

—rz) 2r0r sin(9-9)

oo

Q NIO N

2.2
—2ror cos{(@-&)+r )

(r

—(rz-rz) ZrOr cos(ﬁ—e)(rz—Zror cos(9~9)+r2)2 +.(rz-r2)

ZrOr sin(®-e) 2 (r;—Zror 005(0—9)+r2) 2ror sin(9-o)

1l

@

(rz—2ror cos(ﬁ-e)+rz}4

(rz—Zror cos(@-8)+r>) (~C4+D)

4
(rz—Zror cos(@-e)+rz)

(r
{r

—r2)2ror cos(9-8) (r2~2ror cos(ﬁ—e)+rz)

O NON

—rz)‘(Zrzr cos(ﬁ—e)-érgrz cosz(ﬁ—e)+2r0r3 cos{@-©))

(r
{(r
(r

-r®)2r _r sin(8-©)4r_r sin(@-e)

—rz)Br rzsinz(g—e)

r2(1-cos”(2-8))

ONO NOg N
O NMNONO

~r2)8r

(rz-rz)( ~2r2r cos(@—e)-érzrz cosz(ﬁ—e)

—2r0r3 cos(ﬁ—e)+8r2rz 3.

(rZ-rz)( —ZrZr cos(z—e)—4rzrz cos’(9-0)

3 2 2
~2r0r cos(O—e)+8rOr )]

%N"U

(rz—Zror cos(ﬁ—e)+r2)3

—ZrZr cos(ﬁ—e)—ér;rz cosz(ﬁ—e)—ZrZra 005(9—6)+8r;r2
+r7 ZrZr cos(@—e)+4r20r2 cos” (9-©)

+2r r cos(ﬁ~9)—8r2r2 )
0 0

(rZ-Zror cos(ﬁ—e)+r2)3
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-2r cos(ﬁ—e)/r - 4r; cosz(@-e) - Zr:r3 cos(9-)

+8r

0O+ 0

+ Zrzr cos(@-o) + 4r§r2 cosz(ﬁ—e)

. 3 2 2
+2ror cos{(B-e) - 8r0r

(rZ—ZrOr cos(ﬁ-e)+r2)3

1 T

r (r2~2ror cos(ﬂ—e)+r2)a

—4rr2+2ror2 cos(ﬁ—e)+2r2 cos(9-9) )
{ rZ—Zror cos(z—e)+r2 b}
4 - 3 3 2 2 4 2
( ~4r0+(12r0r+2ror ), cos(B—e)-(éror +4r0) cos (9-&)

2 2z L]
4r0r )y + 2r0 cos{9-9)

4 3 3 2 2. 4 C 2
—4r0+(12r0r+2r0r h) cos(@—e)—(4r0r +4r0) cos (9-9)

1
—4r2r2 + 2r0 cos(®9-8) / r

(rz—Zror cos(ﬁ—e)+rz)3

—-4r + 12r20r2 - 4(3r2r+r0r3) cos(®-e) + 8r: 0032<g_e)

-4 +(12r2r+2r0r3) cos(@-e)—(4r2rz+4r;) cosz(ﬁ—e)

|

[

H
QO NQO O &

]

2 b+ o] .
+ 2r  cos(9-8) / r - 2r_ cos(9-9) /T
- 4r‘; cos’(B-8) - ZrZra cos(ﬁ-—e)-l—Sr; + ZrZr cos(B-9)

+ 4r2r2 cosz(ﬁ-e)+2r0ra cos(9-9) - BrZrz

(rz—Zror cos(®~9)+rz)3
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III. FORMULA INTEGRAL POISSON UNTUK SETENGAH BIDANG

Teorema III.Z2
Bila fungsi f(z) analitik di dalam dan pada kontur
tertutup sederhana C, yané terletak didalam bidang Im =zZ0,
maka terdapat konstanta positif a dan M sedemikian hingga
f(z) memenuhi sifat
|z%F(z)| < M ..... (3.10)
dengan z merupakan titik didalam ataw pada kontur tertutup

sederhana C.

Buktid

Fungsi £(z) analitik di dalam dan pada kontur tertutup
C, maka fungsi £(z) kontinu di dalam dan pada kontur
tertutup C. Jadi berdasarkan teorema modulus maximum, maka
]f(z)| mencapal atal memnpunyal nilai maximum pada kontur C.
Aﬁabila harga maximum dari £(z) adalah H1’ maka untuk suatu
bilangan real positif M, dengan sifat M1<M2 akan berlaku
[£(z)|<M, untuk setiap 2z di dalam dan pada kontur C.
Misalkan setengah lingkaran atas dengan Jjari-jari R,

nenutupi seluruh kontur C,
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it

-R R —

{(Gambar B)

(setengah lingkaran atas dengan pusat pada titik asal dan

melingkungi atau menutupil seluruh kontur C seperti dilatas

selalu dapat dibentuk), sehingga untuk setiap z di dalam dan

pada kontur C akan berlaku ]z]<R.
Dan dari peryataan tersebut

1.Untuk setiap konstanta positif a, maka

|zaf(z)| = Izallf(z)l
= |z|%|£(=2)]
. [+
< R Mz
dengan demikian apabila diambil M = Raﬁz, berarti

terdapat pula ¥ dengan sifat ]zqf(z)|<H.
2. |2 (2) | B ELE)
BNES)
< ‘zlaﬁz

1l

Bila adé M, vaitn terdapat biiangan real p>0
sedenikian sehingga M:RPHZ, dan karena |z|<R, maka
|zlaH2<RpH2 atau |z]a<Rp selalu dapat dipenuhi untuk
O0<a<p, vang berarti terdapat konstanta positif a

sedenikian sehingga |z £(z)|<HM
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Theorema iII.3
1. Misalkan f£(z) analitik di dalam bidang Imzvo dan

niszlkan z=x+iy adalah suatu titik pada bidang Im ¥ %0 maka

a

-1 YE(L)
F(z) = — —_—r
n ~mI (t—x)2+7>

(t real)

dt

2. Jika U(x,y) dan V(x,y) masing-masing bagian real dan

bagian imaginer dari f(z), maka
(8.0}

U(x,yd= — [ T UCE,D) gy

T e (t-x)2+Y?

(t real)

0
Vix,gye Y V(t,0)

T _w (t-x)Z+Y?
{(t real)

dt

.z

v

«Z

(Gambar 7)

1. Mi salkan kontur CR, menyatakan setengah lingkaran
berjari-jari R, berpusét pada titik asal, yang berorientasi

positif dan terletak pada bidang Im 2z=0. Titik z terletak di
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atas sumbu real, dengan |z|<R dan t pada sumbu real, serta s
pada CR. Menurut teorema II1.7, maka

1

£(z) = =54 fc

dimana kontur tertutup C terdiri dari sumbu real dari -R

£(s)
s - z

sampal R dan kontur Cﬁ(setengah lingkaran). Sehingga
£(s) 1 ROE(t)

_ 1
£(z) = =53 J ds + i Tz

dt
crS ~ Z o

Karena z berada di luar kontur C, maka f(s)/(s-z) analitik
di dalam dan pada kontur C. Sehingga menurut teorema II.8

{(Cauchy Gourzat), maka

[ AR R T

Cs - =z
atau
1 £(s) 1 £(s) 1 ROE(t)
: ~ds = - { Lds + 5= [ ———dt
27l je s - 3 2mi CrR s - 3 an_R t - 2
=0 ........ (3.12)

Bila persamaan (3.11) dikurangi dengan persamaan (3.12),

_maka :
_ 1 f(s) a 1 f(s)
R e
1 £(s) 1 ®E(L)
= == 2887 ds + 5= —=tE2 4t -
2mi ICR s - 2 ZTEl_‘RJ' £t - z
1 £(s) 1 RO
— SR AND Ay p— dt
arl ICR s - z _znl—RI t -z
- Loy [ £(s) _ f(s)]ds+ 1 jﬁ[ F(E) _ f(t)]dt
2L Yepl g s-z anl_p t-z t-z
— R —
= o= ST27SHE_ p(gyds + ony [ —EUTE p(tddt
Cr (=-z)(s-2) : - {t-z)(t-z)

4B
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1 z-2z 1 R z-z
S — f(s)ds + —— —— £(t)dt
2 1j§n (s—z)(s-2) ‘ 2“?—nf (t-z)(t-2)
....... (3.13)
Apabila
p{z) = 'E%if 272 f{=s)ds

Cr (s-z)(s-2)
vaitu suku pertama dari ruas kanan dari persamaan (3.13),

maka p(z) dapat ditulis sebagai

1 1 1 1
p(z) = == —=  f(s)ds - ==
Zni ICR (s-2z) 27l “og (s-2)

f(s)ds

karena f(z) analitik didalam bidang Imz 3o, maka
otomatis f(é) analitik didalam dan pada kontur tertutup C.
Sehingga berdasarkan teorema III.Z terdapat konstanta
positif a dan M sedemikian sehingga:

Is®E(s) <M atam [£(s)]|<—

Karena |s-z| dan |[s-z| selalu positif, maka dapat
ditemukan bilangan real positif nk-dan o, sedemikian hingga
|s-z|>nR dan |s-z|>m,R. Misalkan s=Re®, maka ds=iRe *%do.

Dengan demikian

1 1 1 1
leC2>] = | 55 f(s)ds ~ = — f(s)ds
2n ICR (s-2) 2t ICR (s-2)
T . iD 7 T
- 'i%i I f(s)iRe 4o - -2%1 f f(s)iRe 4o
: o (s-z) o (s-2)
7 19 T 19
2& f f{s)Re 4o +_'§%_ f(s)ﬁe 4o
o (s-z) o (s-z)

1A

1 f 71E(s)||Re* l—de +_§;_ f " £(s) | [Re P 4o
¥4

|s-z] |-z
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7 T

< 75% ER [ ae + zi ER do

EmR o R nR o '
1 2
) 2m R Zm,R
) M [m1 +m2]
- a
2mim2R

Untuk R——w, maka |p(z)|=0. Jadi vuntuk R-—wm,

1 z-2
p{z) = == f(s)ds = 0
AL (s-z)(s-2)

sehingga persamman (3.13 berubah menjadi
' (2 0]

1 J‘ Z—E
—_ — £(t)dt, Im 20
28150 (t-2)(t-2)

£f{z)

w

—00 t-(x+iy) ]

I
(V)
=1 I
|—l-
e

Y 2LY _ g(t)dt

- (t—X)2+v2

1

1 v
= [ —F——p f(t)dt, ..... (3.14)
-0 (t-x) +¥

(y>0)

2. Jika fungsi-fungsi harmonis U({x,v) dan V{x,¥)
digambarkan pada bidang Im zZﬁ dan jika diberikan nilai
-nilai batas dari U(x,y) dan V(x,y), maka

£(z)= f(x+iy) = U(x,y) + iV(x,¥)
F(t) = U(t,0) + iV(t,0), t real
s )

i y(UCE,0) + iV(E,0))
f(z) = — dt
= T




= é%_ yU(t;D)2 dt + i yV(t;O)Z dt
- (t-x) +vy -0 (t-x) +vy
atau
1 = U(t,0)
U(,y) = 5 [ et
-0 (t-x) +y
N SRR (3.15)
Vix,y) = A [ LD gy

-0 (t“x)2+Y2
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Persamaan (3.15) disebut formula integral poisson untuk

fungsi harmonis Ud(x,y) dan V(x,y) dengan domain

berbentuk setengah bidang.

vang





