BAB II
MATERT PENUNJANG

2.1 PERSAMAAN DIFFERENSIAL C P DD
Bentuk umum dari persamaan differensial brde n dengan

ruasrkanan merupakan PD orde 0 adalah:

d"y(t) d" vt dy
a ——— + a  — + .,..4.a — +F a,y = x(t),.(1)
ndtn nidtni i dt ao
atan dapat ditulis menjadi:
n
i ,
'E 28 Yoty R U (2)
i=1 dt
dengan a# i= 0,1,2,....,n ) merupakan koefisien-koefisien

konstanta-konstanta,
y(t) dan x(t) adalah variabel tak bebas, sedang t adalah
variabel bebas.

" Dengan mendefinisikan operator differensial D z_%f’ maka

~untuk orde ke-n:

ial

D" = &, maka PD ( 1 ) dapat dituliskan menjadi:
dt '
™ n-—-1 ! _
abDy +a D vy +{...+ a Dy + a vy = x(t)
atau
i n n=i _
( ahD + awﬁD + f..+ aiD + ao)y = x(ty....{(3)

Polinom dalam D

n n—1
+.,..+ +
ahD + an—i D aiD ao

disebut polinom karakteristik. Sedang persamaan



persamaan karakteristik.

Contaoh:
: d® d
Persamaan cdifferensial Y 4,3 8L, 2y = x(t)
2 dt
o dt
Polinom karaktgristiknya adalah. D2 + 3D + 2,

dan persamsan karakteristiknya adalah

p® + 3D + 2 = 0 atau

( D+ 1> D+ 25 0 vang mempuﬁyai dua Jjawaban

-2

vaitu D = -1 dan D
Bentuk dari PD linier orde n dan dengan ruas kanan

merupakan PD orde m adalah:

13 N1
an d z<t) + ah_i ng—(:'t-)— + ...+, 1—3}‘;&—) + aoy(t) =
dt dt
m -1
b - d i(t) +b dm_:“t)+ Seltuby ?i(t} + b, x(t)
dt dt S
atau dapat ditulis menjadi:
ol . ™m i
E a dy(t) _ E b, d'x(t)
i i
o dt et dt

2.2 PENERAPAN TRANSFORMASI LAPLACE. UNTUK PENYELESAIAN
PD BIASA LINIER DENGAN KOEFISIEN KONSTANTA.
Misalkan £(t) adalah suatu fungsi riel dari variabel

riel t vang didefinisikan untuk t > 0, maka:



st

F(s) = lim [ T £ (£) e 't
T— ¥ &
e—> 0
st

[ £ty e Mt
O

11

ele(Ly]

1l

g <= < T

disebut transformasi Laplace dari f£(t), dengan s adalah
suatu variabel kompleks dan varisbel t menyatakan- waktu.

Sebagai contoh transformasi Laplace dari ¢ (£) = e_t

adalah

—t B J“ ~ e-—t e"‘S‘L -
e {e | = o dt

= f . e dt
G -~
_ 1 en(s+l)t.
- s+1 0
Jika transfomasi Laplace suatu fungsi £(t), adalah

F(s), atau dapat -dituliskan dengan:
z [f(t)] = F(s), maka f(t) disebut suatu transformasi
Lapace Invers dari F(s) dan secara simbolis ditulis f({(t) =
3_1[ F(s) ]. Seperti pada contoh di atas, transformasi
Laplace Inversnya adalah:
fﬁi[s—if - e_-t |

Trénsformasi Laplace dan inversnya memiliki
sifat-sifat penting vyang dapat nenguntungkan dalam
penvelesaian persamaan. differensial koefiéien konstanta

linier, vaitu:
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Sifat 1. Jika Fi(s) dan Fz(s) masing—masing merupakan
transformasi Laplace dari fi(t) dan fz(t), maka
a;Fi(s)+ a, Fz(é) adalah tansformasi Laplace dari
a1f1(t) + azfz(t), dengan aidan a, adalah
konstanta sembarang.

Sifat 2. Jika fi(t) dan fz(t} masing-masing adalah
transformasi Laplace Invers dari Fi(s) dan F_(s),
maka b £, (t)+b f (t) adalahtransformasi Léplace
Invers daribF (s)+bF (s), dengan b dan b -
adalah konstanta sembarang. 4

Untuk membantu dalam teknik perluasan pecahan

parsial, ada tabel transformasi Laplace, yaitu::
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FUNGSI WAKTU TRANSFORMASI LAPLACE
Denyut satuan @ (1) 1
-at 1
Pangkat e ;{_‘E' ‘
Gelombang sinus sin w(t) ZW 5
’ s + W
Gelombang cosinus cos w(L) ;S 5
. . 574+ W
' . 1
Tangga satuan u(t) = 1 =
‘Tanjakan satuan ¢t 1
S2
Polinom " n !
n+1

Tabel diambildari buku “"Feed back and Control System”,
Yoseph I.D, halaman 60

Transformasi Laplace Invers dapat digunakan di dalam
menentukan jawaban penyelesalan sebuah persamaan
differensial -biasa iinier dengan koefisien konstanta.
Berikut ini bentuk umum transformasi Laplace Invers dengan

menggunakan perluasan pecahan parsial
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_ k-4 ~-p.
=b_ 9 (£) + E 2 C,, t T e TP gy

i= o k= 2 (k=1>!
dengan &(t) = fungsi denyui satuan, bh: 0 kecuali Jiksa

m = n.
Transformasi Laplace Invers dari fungsi
F(s) = ?::15?512? diberikan oleh
2
< 1[ ?s:§§?2+2) ] = _1[ é‘ * ‘ELI_T - "ELI_E 1
= 1] +x si+ 1]‘_ fﬂi[ si+ Z ]
. & (t) + e”t - -2t

Contoh  Transformasi Laplace Invers dari fungsi

F(s) = L 7 adalah:
' (s+1)"(s+1) )
3_1 : 1 i A 1 + 1 + 2_.._..._]
[ (s+1)2(s+2)] - e (s+1) 2 (5F2)
_ -1 i -1 1 -1 1
= s + 4 1+ = T+2e7] s + 2 ]

-t -1 -2t
= - e +t e + e

Ada dua persamaan umum, yaltu:

Yang pertama berbentuk
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™
i

Eatd‘{:){(t) ...... S ( 8)

i=o dt
dengan vy = v(t).  Sedangkan a. dengan i =
D,l,2,...,n—1) merupakan konstanta-konstanta dan a_ = 1.
Syvarat—-syarat awal untuk -+ persamaan ini

. . . k k
dituliskan sebagai 4 y| - s = Yoo k =0,1,2, ,n-1
atk 1t=0

dengan yz merupakan konstanta-konstanta.

d'y
Transformasi Laplace dari turunan adalsh
. . . dt L
1 . =4
g f9¥) = st vy -p sPTMTRYEL Lo ¢ 7)
dtL Y =0
untuk i > 0, dengan Y(s)= £ [ Y(t)] dan yz = g% v
' da t¥li=g?
Maka transformasi Laplace dari persamaan (5) adalah =
n i | R PR
E [a (8¥s)-% 8 Vo 21 = x(s) ....(8)
izo k=a
o i1 3 si—i~k v k
wWs) =280, 7 o5 — ¢ 9)
Z a.sl. L=0 k=0 E as'l.
i.=0." . 1= O

Sehingga penvelesaian dari persamaan ( % ) adalah:
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" — a.si.-—i-—k y’k
- £1 i (. s ) + T v ; o
T oa Si, iz k=0 T atsi
i=0 t= O
L .

d_y %% + 2y = x(t), dengan X ( t ) = tangga satuan,
dt2 .
dan syarat-syarat awal y(0 ) = -1, dan dy o2
t =0
Penyelesaiannya sebagai berikut:
+ =]
Diketahui n = 2, y(0 > =y_ = -1, dy N
° at ]t=O+ = Y

a =2, a=3, a= 1
Maka transformasi Laplace dari persamaan differensial

tersebut adalah:

2 . L1k ko :
b [aic S Y(s) - L 87 v ]: x(s)
=0 k =0
Untuk 1 = O
a,l s v(s) 1= 2 V(=)
Untuk 1 = 1 o
1 -k % ’ [o
ai( s Y(g)- L s y )y = ait sY(s)- s ]
k=0

3 [ sY(s) + 1 1
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E N
-k k ’
a, ( 8" Y(s) - Eﬁos1 vy = astis)-s v sty )
= 1(s% Y(s) s -2
z g FTh 1ok K |
Diperolsh L a.(s Y(s) - L 5" v, ) =
=0 v k=o
1

2 Y(sy + 3 [ s¥(s) +1 1+ 1[s ¥Ws)+s-2 =5~

atau

- { S2 + 8 - 1)
s

(s® + 35 + 2) .Y(s)

( sz+ s - 1 3

Y(s)

s (s2 + 35+ 2 )

=]

Dengan teknik perluasan pecahan parsial diperoleh

_ 1 1 _ 1
¥(s) = s s + 1 2(s + 2 )
sehingga penyelesaian persamaan differensialnya adalah:
vty = £ [ ¥(s> ]
i -1, 1 -1 i 1 -1
=5z - gl -z
= (1 - 27" ey, £t >0
Persamaan vang kedua berbentuk
n i ™ L
E a, d Y _ E b, d f ......
o dt o dt

dengan v = y(t), dan x = x{(t) a, dan biadalah koefisien

koefisien konstanta, dan m £ n

Transformasi Laplace dari persamaan ( 11 ) diberikan oleh
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L—1
n ik k

Elals Us) - T s, )|
i=0 k=0
. i ik
= E (s X&) -L ) ( 12 )
i=0 k=0
k
k d x
dengan x = } e
; o) dtk £=0
Maka
m m -1 ik
Y (s ) = Tb.s PN EbLsL X
L=0 X(S) - i=0 k=0 xo
n i n i
L a.s ¥ oas
i=o izo
. i—1-k 3
s -1 ai.s yo
+ L o — ... (13)
=0 k= E a.SL
L= © t

m , m L -1 .
y(t)=£"5% bs Y ¥ bs T'*
L=0 - x(s) - =0 k=0 h X (o]
2l i A gl
L as Y a.s’
L 50 L=0
n L=1
+ ¢ Yy ¥ imi-k K
=0 k=0 ai.s ’ 0
al .
b ai'sL
ARl & ]



Diberikan persamaan differensial

d‘2’+3d—z+2§=d-—§+3x
dt
Syarat awalnya adalah:

yo =1, Y;:- 0, x(t)= e 4t

Penyelesaiannya adalah:

" Diketahui n = 2, a =2, a =3, a8, =1
[»] 1 2
m:1,b023,b1=1,
xo = 1im'ed4t: 1
[»}
[} ' —di
y0=1.y2=0,x(t):e4

Dari persamaan {( 13 ), yaitu:

m . m -4 i—d-k
T+ " I -
Lb.s L I b s R
1L=0 x{s - 1=0 k=0 0
Y(s) = = x(s)
n i n i
L as T a,s
=0 L=0D
i as L—-i-k k
12} 1 .
i o
+ Y £ —
=0 k=0 i
r a.s
L=0
b % . 1 L—-4 ik
L Tt—1—
Y (s ) = }:b.ts r Ebts xk
i=0 x{s) - i=0 k=0 o)
2 i 2’ .
1T
= a,s = a.s
=0 1=0
2 -1
+ % h i—1-k k
=0 k=0 8.5 yo
z P
N 2. s

17




x(s)

Jadi
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-k k o ¢ 3
QO ais -Yo _ 6.15 yo 3.1.1 B
L -z - 2 - 2
k=0 2 i s + 35 + 2 s + 35+ 2
L a s" z a8
i i=0
1=0
Untuk 1 = 2
i 1- k ¥ ( 41 0+ Lo I § )
> 8y Vo - 8pt 5 ¥ 5 Yo - I(s.1 + 1.0)
k=0 2 ‘ sz + 33 + 2 ‘ Sz + 35 + 2
T a, s '
i=o s
s? ¥ 3s + 2-‘
Jadi 2 i-1 a s oAk yz s + 3
Z P =
o k=0 =2 L s + 3s + 2
b 8, s
izo
1 + 3
Y(s) = s + 3 ) . s
(s%+35+22Cs+4) s® + 3z + 2 s® + 35 + 2
2 4 78 + 11
Y(s) = —=

(s+1)(s+2)(s+4)
Selanjutnva dengan teknik perluasan pecahan parsial

didapathkan:

_ 5 1 1
T(S) = 37e%1y T 2(sv2y T B(sTE)

Sehinggsa penyeleséian persamaan differensialnya adalah:

y(t) = £ [ ¥(s) ]
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2.3 PETA KUTUB-NOL

Fung=zi-fungsi rasional F{(s) dapat ditulis kembali

sebagai berikut:

me bi. ST.. m
£ P, b, T (s 4 2
F(s) = = n— ..... (153
n i T { 5 + p>»
E at. S L=1
L =0

dengan suku-suku ( s + zi) merupakan Taktor-faktor dari
polinom pembilang dan suku-suka ( s + pt) merupékan
faktor-faktor dari polinom penyebut, dan s merupakan
va?iabel kompleks.

Harga-harga variabel kompleks s untuk ]F(s}] menjadi
nol disebut =zeros dari F(s).

Harga-harga variabel kompleks s untuk |F(s)| menjadi

tak terhingga disebut hkutub-kutub ( poles ) dari F(s).
2s® - 25 -4 |
‘s> +5s°+8s + 8

Misalnya F(s) =

vang dapat ditulis kembali menjadi:

2(3+1)(s-1)
{ s+3 )( s+1+1 I( s+l1-1 )

F(s) =

Maks F(s) mempunval zeros di s = -1, dan s = 1. F(s)

mempunyal kutub-kutub di s = -3, s = -1-1i, dan s= -1+1i.
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Tempat sebuah kutub di bidang s ditandai sebuah
lambang (x), dan tempat sebuah zero di bidang s ditandai

oleh sebusah lingkaran kecil ( o ). Bidang s yang meliputi

kntub-kutub dan zeros dari F(s) disebut . PETA KUTUB;NOL
dari F(s).
) ) _ (s+1)(s-1)
 Fungsi rasional F(s) = (5T3)( s+i+1 O( s+1-1 )
mempunyai kutub -kutub di s = -3, s= -1-i, dan s = -1 + i,
dan zeros di s = -1 dan s = 1. Peta kutub-nol dari F(s).

diperlihatkan oleh gambar ( 3 )
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Gambar 3. Peta Kutub-Nol






