BAB I1

TEORI DASAR

Fada Bab II, akan dibahas teori vang mendasari
dalam pembahasan matrix circulant. Untuk subﬂ_bab peirtama
dibahas tentang matrix secara umum. Kemudian dilanjutkan
dengan operasi block. Matrix permutasi cyclic dan matrix
Fourier merupakan pembahasan selanjutnya, damn sub bab
terakhir dari bab 111 dibahas tentang kenormalan suatu

matrix.

2.1. MATRIX

Definisi 2.1.1.
Matrix adalah himpuhan skalar ({(bilangan riil atau
komplek) vang disusun/dijajarkan setara empat
persegi panjang (menqrut baris—baris dan
kolom—kolom).
Skalar—-skalar itu disebut elemen matrix. Penulisan
matrix secara uwnum A = (ajk)’ artinya suatu matrix & vang

elemen—elemennya a,

ix dimana index j menyatakan baris ke—j

dan index k menyatakan kolom ke—k dari elemen tersebut.
Suatu matrik A = (ajk), J = 1,2, uu-.y, m dan
k = 1,24....,n 3 yang mana berarti bahwa banyaknya baris =

m serta banyaknya kolom = n. Dapat juga dituliskan matrik

= (a, )y, m ¥ n disebut ukuran dari matrik.
{mxn> ik

Definisi 2.1.2.

Matrik bujur sangkar adalab suatu matrix dengan




—_——

banyaknya baris = banyaknya kolom (m = n).

Untuk menyatakan ukuran bujur sangkar cukup me-
nyebut ordo n atau ordo m. Dengan demikian bila dikatakan
matrik bujur sangkar berorde n, vyang dimaksud adalah

matrix bujur sangkar berukuran n x n.

Definisi 2.1.3.
Matrix Satuan (Identitas) adalah suatu matrix bujur
1, untuk j = k

sangkar I = (ujk) = {

0, uptuk j = k
Definisi 2.1.4.

Matrix Diagonal adalah matrix bujur sangkar

t:lj untuk j = k

kl
I = (djk) =
: 0 untuk j = k

?

Definisi 2.1.5

Misalkan matrix A = (ajk) berukuran m x n, maka

transpose dari matrix A adalah A' = (ajk)t = (akj),

berukuran n » m .
Jika matrix A = (ajk)ladalah suatu matrix komple:u,
% - t -

maka transpaose conjugate dari A adalah A= (ajk) = (ak,).
i

Operasi Pada Matrix

a. Fenjumlahan matrix (berlaku untuk matrix—matrix vang

bervkuran sama).

Jika A (ajk) dan B = (b, ), dua matrix berukuran

ik
. -+ = = = -
sama, maka A B (ajk + bjk) (Cjk) cC

’




FPemjumlahan matrix—matrix yang berukuran sama berlaku :
i. A+B=28B+8A (komutatip)
ii. {A+B) +C=A+ (B + C) {assosiatip)
Ferkalian skalar terhadap matrix.
Jika A suatu skalar (bilangan) dan A = (a,, ) maka
matrix XA = (Kajk).

Ferkalian skalar terhadap matrix berlaku :

i. NA=AX (komutatip)
ii. A (A+B) =AA+ AB (Distributip)
= A x + B A
= (A + B) A

Ferkalian pada matrix.

Matrix A = (ajk) berukuran P ® g dan matrin

B

(bjk) berukuran g x r.

Syarat perkélian dua buah matrix adalah Jumlah
banyaknya kolom matrix pertama = jumlah banyaknya baris
matrix kedua. Sehingga perkalian antara matrix A dan B

adalah matrix C = (cjk) vang berukuran p ¥ r, dimana

(o = a b + a + ... b
ik j1 sk 52821 P

untuk j=1,2,...,p
dan k=l,2,...,F".

Jika A,B dan € adalah matrix-matrix vyang memenuhi

syarat—syarat perkalian matrix, maka berlaku :

i. A(B+LC) = AB + AC (distributip)
(B+C)A = BA + CA
ii. A(BC)Y = (AB) E (assosiatip)

iii. AB # BA, umumnya tidak komutatip.




Determinan dan invers suatu matrix.

Definisi 2.1.6.
Peterminan adalah tabel bilangan vyang disusun
menurut baris dan  kolom yang berbetnuk bujur

sangkar serta mempunyai harga numerik.

Definisi 2.1.7.
Determinan minor Mjk dari elemen ajk suatu matrisx
A = (ajk) adalabh det(A) dengan menghilangkan baris

ke—-j dan kolom ke—k.

Definisi 2.1.8.

Kofaktor dari a, ditulis A. adalah suatu skalar

jk ik
vagn mempunyai nilai (-1)7"* |m .
Definisi 2.1.%9.
n j+k
Nilai determinan = ¥ (-1}’ a;, M-
i=1
n i+k
= ¥ (1! 2 ﬁjk s k = tetap
=1
n i+k
atau = B 0T ag qmg .
n j+k *
= ¥ (-1’ ik By 23 = tetap
k=4

Definis 2.1.10.
Jika elemen—elemen dari suatu baris/kolom dikalikan
dengan kofaktor—-kofaktor dari elemen—elemen baris/

kolom lain, jumlahnya akan nol atau
n itk |
kgi (-1) ajk Atk = | A | » bila j =i

= O s bila j = i




n c
r (-3 a A = |Aa]|,bila k=i
k=4 e ab '

= o , bila k = i
Definisi 2.1.11.

Matrix adjoin adalah matrix transpose dari matrix

(Ajk) dengan Rjk adalah kofaktor dari elemen a, .

jk
C A A -ee A i
i1 24 ni
Azz A22 A 2
adi. (A) = e n
A A ce. B
B in Zn mnn i

Definisi 2.1.12.
Suatu matrix bujur sangkar A berordec n disebut
mempunyai invers bila ada suatu matrix B sehingga
AR = BA = In » matrix B disebut invers dari matrix
A, ditulis Ani, merupakan matrix bujur sangkar

berordo n.

Theorema 2.1.1.

Jika ada matrix bujur sangkar A berorodo n dengan

-1 _  adj.Ad
det(ﬁ) ~ O, maka A = TE?(—A“j—-
Bukti :
Misal A = (a. ).
jk
[ a a ves @ i
11 21 nd
a12 a22 a 2
A = - n , dan
a a “nw a
L in ‘2N 1alal K




A A A
i1 21 ni
Aiz Azz Anz
adj.(A) = =t
A A car £
B in 2n nn i
Sehingga .
fa A +a A +...+a cned A +a A +...+a
11 14 12 412 in in 44 nt 42 n2
Aadi-P)=1. A 4a A +...%8 B ...a A +a A +...+a
21 14 22 42 2n 1in 21 ni 22 nz
+a A seata A L..a A Fa A +...+a
X ni 414 n2 12 nn oin nt nt ng n2
Menurut definisi 2.1.10 didapat
[ A 0 ... 0 ]
0 ]A] 0
Aladi.A) = e
| o o ... |a] ]
= |A| . I
Dengan cara yang sama diperoleh
T A A cea A 'F a a Y
11 24 i 11 24 ni
Aaa Azz A 2 A2 28 a
L(adj.f—\)ﬂ= - owow n 22 wuw na
& A eee D a a - |
L in Z2n nn 1L in 2n nn
A O ... 0 ]
o] |A| Q
[ o o ... 8]
= |a] .1
Sehingga didapatkan
{adi.R)Y A = A {(adj.A) = |A| - I

in

A

nn

Z2rn nn

nNn nNn

-




(adji.f8) A _ A (adji.8)

A . A = 1
At a=aAat=1
Jadi
» adj.h
pat =
|A]

2.2. OPERASI BLOCK
Suatu matrix pada kondisi tertentu dipisahkan
menjadi matrix yang berukuran lebih kecil vang ditandai

dengan garis putus—putus.

Contoh 2.2.1.

a a a ! a
14 12 13 | Ta4
a a I a
2% 22 -5 i 24
A=1a T & T Ta " Ta- » dimana
31 az s | "84
a a a I a
41 42 43 | a4
a a a |
54 52 53 | 5%
L -
[ a a a A " a T
14 12 i3 14
A = - [AY =
11 a a a ! 12 a
21 zz 23 24
i | I |
[ a a a ] [ a T
31 3z a3 s4
a a a a
A= 41 42 43 |4 A__= 44
24 22
a a a a
51 52 53 54

Sehingga A dapat dituliskan sebagai,
A A
11 12

A A
24 22
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Bentuk umum pemisahan matrix adalah sebagai berikut :

n n n
R - 1
A11 912 e A:L ] My
A A A
A = 21 22 ... 21 m
Lp'nz Az = A ] o,
Dimana ﬁjk berukuran mj A0, untuk . = 1,2,...h 3
b= 1,2,0022b 3 mj banyaknya baris ke—j j; n, banyaknva

tolom ke—k.
Definisi 2.2.1.
Block matrix adalah suatu matrix vang diperoleh
dari pemisahan matrix, dengan demikian ukuran blogck
matrix lsbih kecil dari ukuran mafrix sebelumnya.
Contoh 2.2.2.
Dari cuﬁtnh 2.2.1 911’ Aiz’ 921 dan sz merupakan
block—block matrix.
Apabila matrix bujur sangkar A berordo ne, dimana
n=n o +0,+ .. +n o0 z 1, maka pemisahan matrix A
menghasilkan block—-block matrix Ajk berukuran nj % M o
pemisahannya symetris, dan diagonal matrix Ajj merupakan
matrix bukur sangkar berordo nj.

Contoh 2.2.3.

o o ox oy X %
! !
¥ ¥ bow !ox ¥ n =6
X ¥ Y ¥ ¥ X n = 22
b ® b e ¥ Ox n =1
| I
b oMo X ¥ O n =3
]
| i
X LI S ¥ %

Femisahan symetris dari matrix berordo &.




11

Matrix bujur sangkar A berordo mn vang disusun dari

block-block matrix berordo n, dikatakan sebagai (m,.n}

matrix.

Contoh 2.2.3.

[ w ® %o oH o]
i
% X X | o TR
1
¥ ¥ X oy % X o
® % X oy X ¥ %
|
® X X oy # XX
f
X X ®oy o XM

Matrix bujur sangkar yang merupakan (2,3) matrix.
Definisi 2.2.2.

Kronecker product atau direct product dari dua

matrix A = (a, )} berukuran L x M dan B = (b )
lm pa

berukuran P » @ adalah suatu matrix yang berukuran

d % K, dimana J = L ® dan K = M @, dengan simbol ®-

C=a8aHB
[ a B a R ... a |
13 12 1M
a B a B a
21 22 “en 2M

| L1 L2 LM |
Dimana elemen alm berdiri sendiri sebagai block
matrix berukuran P x 0@
fa b a b .- a, b I
lm 44 lm 12 lm 1g
a b a b a, b
_ lm 21 lm 22 a.. lm 2q
a B =
Lm - - -
a, b a b === a, b
. lm pt lm pz lm pg
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Hacil elemen—elemen C berasal dari elemen—elemen A

dan B, secara umum notasi C = {(cC }, yang mana baris C

Lpimg

ditunjulikan index 1lp dan kolom ditunjukkan index mq,

sedemikian sehingga c = a b .
: lp,mq lm  pg

Baris—baris dan kolom £ dapat ditulis dengan 3 dan

< j < < k < i = =
k(123 =4J, 1=k =K, sehingga C = (c, ) (e, mg’

Contoh 2.2.4.

(1) (2}

(1) a b
Misalkan A = (2) < d berukuran 3 x 2, dan

(3} 2 ¥

(13 (2) (33
(1) r s t

berukuran 2 x 3, maka

(2) X v z

direct product dari marix A dan B adalah matrix C

vang berukuran 6 ¥ &.

C=AEB
fr st ] (r s t ]
a b
| X Yy oz | L %y oz |
[ r s t ] [ r 5 t ]
= C d
F X Y z i L b4 Y z i
'+ s t ] f v+ & ¢ ]
=] i
[ % Y oz ] | XYz

Ell)(lZ)(iE)(El)(?Z)(23)
{1iyfar as at br bs bt]

(12} (ax ay az bx by bz
{(21) cr ©s ct dr ds dt
(2Z2)jex cy cz dx dy dz
{(31) ler =s et fr fs ft

(32) |ex ey ez ftx fvyv fz
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Elemen—elemen C dari conteh 2.2.4, salah satunya

dapat disajikan sebagai (L) = fs = (A)a

21,22 (B)xz'

2

Baris—baris dan kolom—kolom matrix direﬁt product
indexnya berbeda dengan index sebelumnya. Dari contoh
2.2.4 baris ketiga matrix C diberi index baris (21), untuk
kolom ketiga diberi index (13). Elemen—elemen baris (21)
matrix—matrix C dihasilkan dari perkalian elemen—elemen
baris kedua matrix A dengan elemen—elemen baris pertama
matrix B. Dengan cara yang sama, elemen—-elemen kolom {13}
matrix C dihasilkan dari perkalian elemen—elemen kolom
pertama matrix A dengan elemen—elemen kolom ketiga
matrix B.

Secara umum, baris—baris dan kolom—kolem metrix
direct product ditunjukgan sebagai berikut :
j = (l1-1) P + p, k = (m1) @ + q, sehingga,

(C) = (C)jk = (C)

lpsmg (l—aryptpy(m-tra+q

Dari contoch 2.2.4, elemen (C)31 22 didapat bahwa 1=3, p=1,

m=g=2, sehingga j = (3-1)2+1 = 5 dan k = (2-1)3+2 = 5.
Jadi, fs diindikasikan sebagai elemen {5,5) dari matrix

direct product C.

Reberapa sifat kronector product :

i. (oA ® B)Y = (A oB}
» dimana o = skalar

il

alh @ B)

ii. (A+B)®C=(AEB) + (B®C)

1i1ii. (A % B) (C® D) = (AC)Y ® (BD)
Misalkan mastrix A = (ajk) berukuran L » M dan
matrix B = (bjk) berukuran P % @, matrix C = (cjk)

berukuran M x N dan matrix D = (djk) berukuran @ % R




i4

maka perkalian dua matrix AC dan BD dapat dicari dan

direct product

.

a R
145

21

AQ®B

C®D = .

Sehingga

Elemen—-elemen ke—jk dari (A®B)(CRD) adalah :

((A® B)(C @D,

Secara lengkap

i

(A @ BY(C @ D)

-

n

Dari definisi 2.2.2,

A® B dan

a B ...
12

€

a
k i 1k

(QC)iiBD

(AC)ZiBD

-
-
-

(AC) BD
L1

(AC) @ (BD)

BD+a £ c  BD+...+a
Jj2 2k

(AC)jkB

{AC) @ (BD) berukuran

C@D adalah :

a B
iM

(A G B)Y (C@® D) dapat ditentukan.

cC
JM MK

D

matrixnya dituliskan sebagai berikut-

(AC)1zBD - (AC)1MBD

(AC)ZZBD (QC)ZMBD

(AC)LZBD e (AC)LMBD

BD

LFP x NR

2.3. MATRIX PERMUTASI CYCLIC

Misalkan N adalah himpunan semua bilangan asli dari

1 sampai dengan n. Himpunan semua permutasi pada n

memiliki korespondensi satu-satu dengan suatu kelas matrix

tingkat n tertentu. Kelas matrix ini dinamakan kelas

matrix permutasi pada n.
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Definisi 2.3.1.
Misalkan M = {1,2,....m}7 dengan n tertentu.
Yang dimaksud dengan permutasi ¢ pada n  adalah

AL ], dimana (1) = e,

P, P, wrr P

. [1 2
susunan @
1 2 n

p(2) = p

2? e speln) = @ s dengan pj di N,

j=1.2, ... sn dan pj = P, untuk J = k.

Definisi 2.3.2,

Misalkan ¢ @ [1 2 .--- N ] dan T = [1 2 ... n.)
{01 lpz === Pn T T ane T

1 2 n
dua permutasi pada N. Perkalian antara kedua
permutasi ¢ dan v adalah permutasi

S 1 2 .o N
LG P T wem T
©

(91 'Pz n

Contoh 2.3.1.
Misalkan N = {1,2,3,4}, maka banyaknya' permutasi

pada N adalah 4!

Misal ¢ : [; 2 i f], dimana (1) = 3,p(2) = 2

- _ Ll 2 3 4
p(3} = 4,p{4) = 1 , dan T = [2 1 4 3],

dimana =(1) = 2,7(2) = 1, v(3) = 4, 7{4) = Sy

adalah permutasi-permutasi pada N, maka

) [ 1 2 3 4 ] _ [ 1 2 3 a ]
LG T T T T n T T T T
. © . 1

—
Sy
= M
(SR
[ O -
| S

Definisi 2.3.3.

Misalkan permutasi g pada N adalah g :L; Z ...n ]
i n

dimana (k) = L untuk k =1,2, ... ,n dan @, di N.

Invers permutasi dari permutasi ¢ pada N adalah




-~ . -1 1 2 " eow "
¢ "lp,) = k, sehingga ' : [ . _1]
®y Py =-- n
dimana ¢ ‘(i) = ¢ ', untuk j = 1,2,...,n dan

e ' di N.
i
Contoh 2.3.2.

Misalkan ¢ = [1 2 3 4

3 2 4 1
dimana (1} = 3, e(2) =2, (3) = 4, e(f) = 1,

] adalah permutasi pada N,

maka invers permutasinya adalah ¢ "(3) = 1, *(2)=2

-4 _ -4 _ . -1+ (1 2 3 4
p (4) = 3, ¢ (1) = 4, diperoleh ¢ .[4 51 3]

Misalkan Bj suatu matrix berukuran 1 X n yang semua
elemennya bernilai 0, kecuali elemen ke-—j yvang bernilai 1,

maka B, = (04...;0,1,0,...,0).

Definisi 2.3.4.

Misalkan ¢ @ [1 2 «-- n ]

adalah permuatasi
P, P, e P :

n

pada N dan Bj métrix berukuran 1 x n , maka matrix

B
?y
B
¥, disebut matrix permutasi, dan diberi simbol
B
B
Pp. Matrix -F’qp merupakan matrix bujur sangkar

berordo n.

Dari definisi 2.3.4, bahwa matrix permutasi F
berkorespondensi dengan permutasi ¢ pada n dengan tunggal,
demikian Jjuga sebaliknya, setiap permutasi ¢ pada N

berkorespondensi dengan matrix permutasi. dengan tunggal.

Contoh 2.3.3.

Diberikan permutasi ¢ = [ i f g ; ]. pada N,
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dengan N = {1,2,3,4), maka matrix permutasinya
adalah :
Q O O 1
P = 1 O 8} 0
©
0 0O 1 o
0 1 0 G
Misalkan P _= (a ), maka
. © ik
1, untuk &k = pJ
Bk T { 5 ked = 1,2,...,n, atau
O, untuk k = pj
. -1
1, untuk j = P,
&, = { t Ked = 1,2,...,.0
ik -
G, untuk j ® Px

dimana ¢ 1
Misalkan Kj

elemennya bernilai 0, kecuali ke—j yang bernilai 1,

P = (K -1
v Pl

Misalkan I
merupakan baris ke—j dari matrix I dan Kk merupakan

ke-=k dari matrix I. Matrix PP dapat diperoclesh dari

adalah invers permutasi.
suatu matrix berukuran n x 1 yang semua

malka

K -1 . K -1 )
e, 4

2]

matrix satuan berordo n, maka B.

J

kolom

matrix

1 dengan mengganti beris ke—j matrix I dengan baris ke-p ,
J

i = 1,2,...,0

dengan kolom

i atau dengarn mengganti kolom ke—k matrix I

ke—p;‘, untuk K = 1,2,...4n.

Definisi 2.3.5.

Matrix F'p = {a. ). dengan

i,

|
a,

1k

untuk k = pj

untuk k = pj
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Transpose dari matrix permutasi Pp adalah

P = N_ « dengan
{ P) iaJk), g

1, untuk j = e
a, = { 3 kyd = 1,2,...,n
ik
O, untuk j = ?,
Contoh 2.3.4,. _ .
Diberikan permutasi : [ é i g ? ] pada N,

dengan N = {1,2,3,4%

0 G 1 O
= 0 O 0O 1 « atau F = (a_ ) dengan
PP ) v ¢ ik s
) 1 0 0
1 0 0 0
1, untuk §k = pJ
2, = { H ng = 152,354
jk
Q, untuk k = Pj
0 4] 4] 1
Pp = 0 o] 1 0 l, atau P_ = (ajk), dengan
i 0 O 0
0 1 0 0
1, untuk 3§ = e,
ajk = { : k.d = 1,2,3,4

O, untuk J = ?y

Elemen—slemen matrix permutasi terdiri dari - elemen
Q@ dan 1, oleh karena itu transpnse conjugate matrix

permutasi sama dengan transpose matriy permutasi, sehingga

Definisi 2.3.6.

Invers matrix permutasi adalah suatu matrix

permutasi yang berasal dari matrix permutasi p_i

pada N, atau invers dari matrix permutasi P » dan

diberi simbol Ppea.
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) ) 1, untuk k = L
Pt = (85 )» dengan a;, = { O, untuk  k # ¢ .
k.i = 1,2,3,4;

Contoh 2.3.5.

Diberikan permutasi ¢ seperti pada contoh 2.3.4,

-1 i 2 3 4 !
maka ¢ 4 3 1 2

o o 1 0 o 0 0 1

P =0 o o0 1f,P -1 =1 =10 o 1 o
® ®

o 1 0 0 1 ¢ 0o o

1 o © 0 0O 1 0o 0

lLemma 2.3.1.

Misalkan ¢ dan 7 keduanya permutasi pada N, maka

P =P P_.
©T e T
Bukti s ~ )
E
1
Ez
Misalkan PP PT = +» dengan Ej matrix berukuran
E
AL
1 xn, j=1,2,...,n.
Karena,
- B -
Pi
BP
PP = 2 . dan PT = (KT~1 KT~1 [ KT—g)
. 1 2 n
B
L pn -

Maka elemen-elemen Ej bernilai 0O, kecuali elemen

ke—-k untuk pj =T, vang bernilai 1, untuk
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. . L | . =
J = 1,2,...4n. Dari pj Tk diperoleh k ij.

Jadi elemen—elemen Ej bernilai O, kecuali elemen

ke—(pw)j yang bernilai 1,3 = 1,2,...,n 3 dan
- & -
(p7) |
B
P P = (pT)z = P
¢ T . et
B
L o) ]
Hasil kali dua matriu permutasi juga matrix

permutasi.

Contoh 2.3.6.

_1234danT_1234d tasi
'~ 4 1 X - H 2 = 1 4 Ula permuctasi
pada N = {1,2,3,47%.
e 0 0 1] 0 1 0 Q
1 0 0 o} 0 0 1 O
Po Pz = o 0 1 o0 1 0 o0 o
R 1 o) 0 | 0 0 0 1
¢] G o} 1 7]
0 1 0 0
= i1 0 0o 0
| o 0 1 0 |
Karena, 0 o o 1
=
v T :[ i g 1 g ]. maka P = 0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 o
Jadi P P =P
v T

Ferhatikan kembali Pp = (a,k), dengan
i
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1, untuk k = pj
{ 3 Kyd = 1,2,...,40

0, untuk k = e,

* -
Dari definisi 2.3.5 dan 2.3.6 diperocleh Pp =p t=P¢:1=(ajk)
k

-4

©

1]

{ 1, untuk Jj = P, atau

O, untuk 3§ = o atau k = p}l

Jadi Pp* =P '=p -5 =p*!

e © e’
permutasi adalah suatu matrix unity.

vang berarti bahwa matrix

Misalkan i z [i g =ss N ] adalah permutasi

awa T
indetitas pada N, maka PL = I, matrix satuan beordo n.
Karena matrix permutasi adalah non singular dan Pt = Pp-x
maka berlaku F * F = P -1 F = I.
1 P @ v
R
1
xz
Misalkan matrix A = » dengan Xj matrix beru-—
X
e h L
- x "
®y
X
kuran 1 x m, untuk j = 1,2, ... ,n , maka Ppﬁ = Y2 1.
X
©

Jadi mengalikan suatu matrix A dibelakang Pp‘ berarti
melakukan permutasi terhadap baris-baris A.

Selanjutnya,
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— - X - =i - - X 9 1t
1 i
t xz -1 xz
(X1 Xz --- Xn) PP = Pp . = Pp .
X X
| B ™ i i [ L n i i
"X -1 1%
1
X -1
= 2
X -1
. pn -
= (X -1 X ~1 - = = X -1 )
'Pa 992 ph

Jadi mengalikan suatu matrix A vyang bDerukuran m % n
didepan Pp berarti melakukan permutasi pai terhadap
kolom A.
Contoh 2.3.7.

Diberikan permutasi ¢ seperti pada conteh 2.3.4.

dan matrix

2 1 -1 2
n= |t 3 2 -3
-1 2 -1

P A F-qp
[0 © 1 o 0 1
_{0o o o c 1 o
o 1 o o 0 0
1 0o o 2 -3 -1 4 i 0o o

i
[ %] N
i
A
|
H
g
o = O O
= O O ©
1 0O = O O

S O = O
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Definisi 2.3.8.

Suatu permutasi yang mempertukarkan n bilangan secara
siklis dinamai suatu siklis berorde n, atau suatu

permutasi cyclic berordo n, dan diberi notasi ¢

Contoh 2.3.8.

Misalkan siklis berordo 3

1 2 3
T 12 3 1

1 2 .. 1l n
Terhadap permutasi cyclic o =

diperoleh matrix permutasi @

B2 0 1 0 A 0 0 ]
Ba 0 0 1 . 0 0
R IR AN
B 0 0 e} - 0 1
a
B, 1 o] 0 R 0 0

matrix Po diberi simbal ¥¢.
Himpunan & = (I, ¢, £, ... , ¥" 13 yang berasal
2

. : . . . n-4
dari permutasi-permutasi cyclic Ly oy o , . e s O

merupakan group cyclic komutatip terbadap perkalian.

2.4. MATRIX FOURIER

Pada sub bab ini dibahas tetang matrix Fourier,

yang mana akan diperlihatkan bahwa matrix Fourier adalah

suatu matrikx unity.




Definisi Z2.4.1.

Matrix bujur sangkar F = Fhé‘(fdk)berurdu n disebut
matri»x Fourier berordo n, jika fj.=_nui/zwn_(J-1)(k
. 2 i
dimana k,j = 1,2, ... ,n dan W = exp ( : 1y =
2 n . . 2w
oS — + i sin S,
n n
Secara lengkap matrix Fourier berordo n, adalah
[ w" w" w" . - W" |
w" A L *
F=n t7? -2 -4 z-
W w" Wttt L. wEm
i w" W w2 "o NURKL ALY ]
Matrix Fourier berordo n merupakan suatu matrix symetri,
yaitu memenuhi F' = F. Pada pembahasan selanjutnvya,
matirix Fourier berordo n dapat ditulis singkat sebagai
matrix Fourier saja.
Catatan 2.4.1.
- .
(). W =exp (2K Ly 2 0,1.2,...
Nk — (eznt/n)k - Eznki/n
(2). Wwh =1
w" = (EZHi/n)n = Eznt
= Cos 2rn + i Sin 2n
= 1 +1i . 0
=1
{(3). WiW=1
W . W = g2fisn (Eznt/n)
_ 2Ri/n -27i/n
= e e
= eoz i
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(4). W =W
ﬁ - -27Wi/n - Zﬂt/h)—i . N—1
(5). W =w¥=w*=(wHt=gk
— - i i -k -k
W k = (e 2Rt n k = { znx/n) = W
= (Eznik/n -t _ (Nk)-i
(e—zntk/n) = ¢ 2ni/n)k - af
(ezntn/n i "ZﬂLk/h) = (eznucn—k)/n)
(EZHL/n)n—k
wh—k
Jadi W * = w¥ = w"® = (wkyTt = wk
(6). L+ W + W o+ .. o+ wE"Y o 5 Untuk
k= 1,2,...,n—1.
Wh =1
W' -1 =0
(W=-1) (1 + W+ W2 + ... + W™y -0
Jadi L + W+ W + ... + Wt =0
Sehingga 1 + wk+ N2k+ cae + wk(n_i) = Q
Matrix Fourier dapat pula ditulis sebagai
! 1 1 - 1 i
1 whTt w2 W
-is2 _
F =n = 1 Nn—z Wwh Nz
1 W T A
Karena matrix Fourier F merupakan matrix symetri,

maka tranapose-ccnjugatenya

yaitu elemen baris ke-j dan kolom ke—k

adalah matrix

matri

* —_
F'o= (T

® F*

25
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conjugate elemen baris ke—3j dan kolom ke—k dari matrix F,

sehingga diperocleh,

1 1 1 - 1
1 wn—i wh-z . W
* 1 -
F = — 1 wh—z wn—4 . wz
1 W w? cee o WY
[ 1 1 1 - 1 i
1 W w2 ... Wt
£ -1.-2
F = 1 wz W4 . Nn—z
i 1 Nhni wn—z o W .

Contoh 2.4.1.

Matrix Fourier serta transpose conjugatenya untuk

n =2, n =3, dan n = 4 adalah =
1 1 i x 1 1 1
Fa = io-1 | Fp = 1 -1
{2 {2

e 1 12 1 F* 1 12 1
= . =
3 4—3 W . 3 4—3 1 Ei Nz
W P W W W
dengan W = — % + % i {3 dan =L 1 3
1 1 1 1 1 1 1 1
F4 - % i —-i -1 i . Ft - % 1 i -1 -i
i -1 1 -1 1 -1 i -1
1 i -1 —i i -i -1 i

Theotrema 2.4;1.

Matrix Fourier adalah suatu matrix unity, vyaitu
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" >
memenuhi F F =F F = 1.
Bukti :
- o
Perhatikan bahwa F = (fjk)’ dengan
— 1 ne¢j—-43Ck=-23_ 1 Cj-43tk-1>
= e == W -
fjk = W e
Misalkan F F= = (a,, ), maka
n —
ajk = rgi er frk
n N
= ¥ 1 wn—(g-i)(r—i) 1 w(r-i)ck 1)
S {n

n
- -1
- i > Wt e 12 (k- i

Dengan mengubah variabel penjumlahan diperoleh

- .
a _ 1 n wn+r(k-3)
jk n
r=o
n=1
1 tk=j>
= —n wl“ ]
r=o

2k kin-41>

¥arena 1 + Nk + W + s.. + W = 0, maka
‘ 1, untuk k = 3
diperoleh ajk. = {
O, untuk k = j
jadi F F* = I, dan dengan cara vang sama didapat
F* F = I, dengan demikian F suatu matrix unity.
Contoh 2.4.2.
Misalkan matrix Fourier dengan n = 4, maka
i 1 1 1 1 1 1 i
1 -i -1 i h i -1 -i
2 i -1 1 -1 2 i -1 1 -1
1 i -1 i i —-i -1 i




bJ
o

MM+1+1+1 1+i—-1—-i 1-3+1-1 1-i—1+i
1-i—1+i 1+i+1+1 i+i-1-i 1-1+1-1
1-141-1 1-i-1+i 1+1+1+1  L+i-1-i
[ 1+i—1—i 1-1+1-1 1-i-1+i 1+1+1+1

o QO
o 9 = O
LI S e W
= O o O

2.5. MATRIX NORMAL

Fada sub bab ini akan dibahas kelas matrix bujur
sangkar, yaitu matrix normal. Tujuan pembahasan adalah
mengungkapkan salah satu eiri khas matrix normal, vaitu

di dizxgonalisasi oleh matrix unity.

Definisi 2.5.1.
Misalkan é suatu matrix bujur sangkar berordo n,
dengan elemen—elemen komplex. Matrix A4 adalah
matrix normal apabila berlaku A A*=A*A, yaitu A

komotatip dengan transpose conjugatenvya.

Di dalam kelas matrik normal ini dapat ditemui
matirix hermit, yaitu metrix A yang memenuhi Q*= A, matrix
skewhermit, yaitu matrix A yang memenuhi A* = —-A, dan
matrix unity, yaitu matrix A yang memenuhi A A= p¥p= 1.

Matrix normal didiagonalisasikan oleh suatu matrix

unity, yang akan diperlihatkan pada theorema berikut.

Theorema 2.5.1.
Misalkan A matrik normal berordo. n, dan misalkan

pula nilai—nilai karakterestik A adalah Ki,kz,...,
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Ah, maka ada suatu matrix unity berordo n, namakan

U, sehingga berlaku U* AU = diag (Ki,Az,...,Kn).
Bukti :

dibuktikan dengan induksi matematika.

Untuk n = 2 .

Misalkan u1 vektor Lkarakteristik satuan A untuk

nilai karakteristik A , maka Au = X u dan u* u =1i.
1’ 1 £ 4 1 4
Filih matrix kolom Uy sehingga u: u, = 1 dan
u* u = u* u = 0.
z 1 i 2
Didefinisikan matrix block U = (u‘ uz), maka U

suatu matrix unity.

Ferhatikan bahwa

u-*- -
* _ 1
H A yY = - A (u1 uz)
u
2 -
*
l-‘:I.
= - (Au1 Auz)
u
2 o
- o
u!.
= * (Kiui Auz)
u
-z
" A u*Au
=. i i 2
L Q u*Au
_ 2 =z

Selanjutnya berlaku

™ a*uy = wa
N 0
= 1
u*Au u*A*u
2 4 2 2

Karena A matrix normal, yaitu memenuhi A A* = A A,
maka berlaku pula,

wWw*auy wa*yw = wWatuw wauv.
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Sehingga diperoleh,

E — —
AU Au A 8] by O 1 o
i 1 =z 1 _ 4
% * * W » * % >
O u Au u Au u A u u Au u A u QO u Au
L 2 2 2 1z 2 2 =z
o — * N * K *
AAtu Au u A u AL U
14 i 2z z 1 u.aY, z
* » * * *
u Al u A u Au w
L 2 2z 2 1 b, z
_ *
AA X u Au
14 i 4 2
* % * ;>
u fA oy u n u u Au + u A u u Au
-3 Fl 2 i 1 2 2 2 2z 2
Dengan menyatakan elemen baris pertama kolom

pertama (atau 2lemen baris kedua kolom kedua) dari

kedua matrix tersebut, diperoleh u:Auzu:ﬁ*u1 = O,
* % * * . » _
atau (uzﬁ ui) (uzﬁ ui} = 0. Sehingga uzﬁ u 0,
) * _
dan juga u Auz = Q.
* Ki 0 s
U au = " = diag {xi, uzﬁuz).
O u_Au
Berarti A similar dengan matrix diagonal

diag (A, u:Auz). Nilai-nilai karakteristik matrix
diagonal ini sama dengan nilai-nilai karakteristik
A, demikian juga sebaliknva. Sehingga nilai
karakteristik kedua dari A, yaitu kz haruslah sama
.
dengan u*Au - Jadi U AU = diag (A , A ).
2z 1 2

Dimisalkan sifat berlaku untuk semua matrix normal
berordo r.

Misal A matrix normal berordo roo+ 1 dengan
nilai- nilai karakteristik A PR S S -

1 2 3 r+1

Misal W vektor kRarakteristik satuan untuk nilai

karakteristik h1.

Kemudian pilih matrix~matrix kolom v, s Vo ese 4V
r




* .
vang memenuhi v‘i v, = éjk » Juga u v, = 0,
untuk semua J dari 1 sampai r.

Didefinisikan matrix block U1 = (u1 V. V. aas vr).

Sehingga U1 suatu matrix unity.

F
u
i
»*
v
i
* .
U ayuy = v A{u v v R v o)
i 1 h X 1 1 2 r
N
v
r
. * * * -
u Au u Av u Av - u Av
1 1 1 1 =z i ' r
* * *» ¥*
v AU v Av v Av - v Av
1 1 4 & 2 £ r
»* » e *
U AU = v_Au v _Av v _Av cee V AV
1 2 1 2 i 2 2 T r
* * * *
v Al v Av v Av e ¥V AV
r r r 2 r r
[~ » * »* 7
A U AV u Av anw u Av
1 1 1 1 r
* »* *
O v Av v Av rer V AV
1 1 2 1 r
- * »
= O v Av v _Av nee V_BV
2 2 2 r
w #* *
0 v Av v Av - v Av
r 1 r r r
- 11
A a
1
O A
r
. t * . * »*
Dimana a = (u Av u Av R u Av ) dan
1 1 1 2 1 r
* - . . . .
Ar = (vjﬁvk) suatu matrix berordo vr. Nilai-nilai

karakteristik Qr adalah nilai—nilai karakteristik &

yvang lainnya, yaitu kz’ KB, —_— ,xr+1.
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Kenormalan A memberikan

> » » » a»* *
(U1 A Ux) (U1 A U:) = {U1 A Ui) (U1 A U1)’ atau
* * * * S *
{U1 A Ui) (U1 A U1) = (Ux A Ui) (U‘.A Ui)
Jadi
Ta at A at1* ra at 1*ra at
1 1 41 1
0 A Q A ") A 0 A
r L r i L r i r
r Lo 5 b 3 - t
PN a PN 0 A 0 A a
Fl 1 1 1
— = —_— E
O A a A a A O Al
L r il r | L r 4 r
CA XN+ aat atﬂ* A X X at
i1 r 14 1
AT A a* AE & a'+A’a
L r r r i r r
Dengan menyamakan elemen baris pertama kolom
pertama dari kedua matrix tersebut, diperoleh
a' a =0, atau a' a = a¥ a=06=o0.
- ki Q
Jadi a = 0, dan U1 A U1 = .
. Q A
r
Kemudian dari elemen baris kedua kolom kedua

. * *
diperoleh Arﬁr= Arﬁr, yvang berarti bahwa Arsuatu
matrix normal berordo r. Dengan demikian ada suatu
matrix unity U sehingga U"A U = diag ¢ Ay A_seu-ns

}-. Misalkan Ur+1 suatu matrix berordo r+i vyang

r+i
di definisikan sebagai "4 o
Ur+1 = U maka
L r -
. _ 1 0* 1 0
red red 0 u 0 y
- r r




o
L

=1
r+i
* % »*
(uiur+1) A(U1Ur+1) - Ur+1(u Aui)ur+1
[ 1 0 'x1 o] 1 0
“lo wu 0 A 0o U
L r L. r r
[ X c 171 ¢
= 1 *
O U A o U
= r r- L r
_ ki o _
“lo u*au
L ro o
: BN o} ]
? = 1 .
| L 0 diag (ki,ka,...,hr+1
| = diag (A 42 y.cesh )
? * R " _
; Karena (U1Ur+1) ”(U1Up+1) - Ur+1U1U1Ur+1 - Ir+1’

maka berarti U1Ur+1matrix unity berordo r+1. Dengan
mengambil U = U1Ur+1 sehingga theorema 2.5.1 ini

berlaku untuk matrix normal berordo r+1.

Misalkan & suatu matrix normal berordo n dan misal
U* A U = diag (ki,kz,...,xn), dengan U suatu matrix unity
berordo n, maka dikatakan bahwa A didiagonalisasikan oaleh
matriu U*, serta matrix diagonal diag (ki,Kz,...,kh}

merupakan bentuk diagonal matrix A.

Theorema 2.5.2.

Misalkan D = diag (d1’dz""’dn) gan U suatu matrix

*
unity berordo n, maka matrix A = UDU dan B = U*DU
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keduanya adalah matrix normal dengan nilai—nilai

karakteristik di, d ; === , d .

2 n
Bukti =
t S .
AU = diag (dz’ dz, wer a dh)
v au = D
a = upu*
A*¥ = wouH* = up*ur.

akan dibuktikan bahwa A A% = a*a.

A A upu®up*u*

u p p*u®

I

Sedangkan A'A =0 DU U D U

u p*p u*

Karena perkalian dua matrix diagonal bersifat
komutatip, maka A*a = U D'DU* .

Jadi berlaku A*A = A A*,sehingga A merupakan matriy
normal. Demikian juga matrix B = U*D U, dengan cara

yang sama diperoleh B B* = B*B, vang berarti B juga

matrix normal.

Akibat 2.5.1.
Misalkan A suatu matrix berorde n dengan
nilai—nilai karakteristik ki, Xz, . Kn.
A suatu matrix normal jika dan hanya jika ada suatu
'matrif unity U berordo n sedemikian sehingga

u¥ AU = diag (N,s Ayy wen 5 A ).

2
Bukti =

Sesuai dengan theorema 2.95.1 dan 2.3.2.




contnh 2-5-1-

2 v2
A= dengan nilai-nilai karakteritik
¥2 1
A =0 dan x_ = 3.
1 2
1 -1 2 .
U = = matrix unity berordec 2 dan
v2 1

dengan U U* = U*U =1 _.

Matrix A merupakan matrix normal dan dapat

disajikan sebagai U A U* = diag (ki,kz)

" 1 —1 ¥2 7 2 2 . [ ¥2
UuAaUu =
ol 1l 1T le 1
_ 1 s 0 1 -1 ¥2
B olzvz 3|7 | 1
=Lno 01
* o 9

diag (0,3)

I
| S
< <
“ <
i

It

diag (ki,hz)-






