BAB III
ANALISA KONVERGENSI

Suatu metode pendekatan dikatakan baik, apabila metode
tersebut konvergen, artinya penyelesaian pendekatan dengan
metode iterasi yang didapat akan konvergen ke penyelesaian
eksak. Untuk mengetahui perbedaan dari penyelesaian eksak X
dan sebuah pendekatan X;m) dari persamaan matrik (1.2). De-
ngan metode langsung {misal dengan eliminasi Gauss) persama
an matrik (1.2) akan didapatkan penyelesaian eksak X apabila
matrik A non singular, seperti dibawah ini s

AX=2B

x = atB (3.1)
jadi persamaan (3.1) adalsh penyelesaian eksak, ini apabila
tidak ada kesalahan pembulatan dalam perhitungan.Dan pemakai
an metode iterasi berguna untuk gistem yang cenderung akan
memiliki kesélahanfpéﬁﬁﬁlg@gh:i@éﬁgan pendekatan awal yang .
diiterasikan terus sampai konvergen didalam rentang toleransi
kesalahan yang telah ditetapkan sebelumnya . Jadi-kesalahan
pembulatan bukan masalah lagi sebab dapat diatur uantuk ting-
kat kesalahan yang dapat diterima . Dari persamaan (1.2) da-
pat ditulis sebagai berikut

(I-M)X=C¢

=M X+ ¢ : (3.2)
persamaan (3.2) dalam bentuk iterasi umum dapat ditulis :

gla+l) | x(m) s m=0,1,2,... (3.3)

dengan matrik M adalsh matrik iterasi yang tergantung pada
partisi (pembagian) matrik A , dan C adalsh vektor kolom
dimgna X(m+l)dan X(m) berturut-turut pendekatan untuk X pada
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‘untuk mendukung konvergensi tersebut diberikan beberapa dari
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iterasi yang ke-(m+l) kali dan iferaéi ke-=(m) kali . Untuk
konvergensi persamaan (3.3) maka iimizwg(m) harus ada , de=
ngan limitnya untuk setiap Komponen-j sama dengan Xj y A1 =
ambil vektor kesalahan 5(m) yang menggambarkan sefiap m

iterasi sebagai berikut

gm) | x(m) _ g ; m=0,1,2,00. (3.4)
dimana vektor kesalahan ﬁ(m) yang berkaitan dengan vektor
iterasi x(®) dan X adalah penyelesaian eksak (unique) dari
persamaan matrik (1.2). Pengurangan persamaan (3.3) oleh per

samaan (3.2) akan didapat :

) _oxoaw (x® _xy 4 0= ¢
e(ml) _y g(m - poo,,2,... (3.5)
persamaan (3,5)dengan cara induksi didapat :
g(m) = u® 5(0) ,  m=0,1,2,... (3.6) |

untuk sembarang komponen j dengan 1< jgn , jelas bahwa

limit i( 2) ada apabila limit x( D) ada den apablla limit ke

[ ey OO M =GO .
dua-duanya ada, maka harga dari limit Xgm) = X apabila har-
M =00
ga limit E(m) =0, 1£j<n . Oleh karena itu dengan persa-
M = OO :

maan (3.6) dlkehendaki setiap komponen dari vektor kesalahan

akan berkurang dalam setiap limit., sehingga dicari kondisi
yang memastikan bahwa

limit M® .£00) _ o . .

pones T =0 e (3.7) |

untuk semua Eﬁo), sehingga sama saja dengan menentukan

.

s m .
Linit 1" = 0 (3.8)
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definisi dan teorema dari deret vektor manpun deret matrik
yang konvergen.
Definisi ,3.1
Deret tak berhingga EE X(m)= X(O) + X(l) + X(2) P

. m=0
dari vektor di va(C), dlkatakan deret konvergen ke vekior X

di Vn(c), jika limit :{ (m) X.opcuntukaiz 1€ j< o dimana

gm) dan XJ berturut—turut komponen ke-j dari vektor X( m)

dan X.

Ketentuan dari Norm euclidean pada vektor dari definisi

2.4,1 bahwa :

HEZ X(m) x|l - 0 untuk M —eer O

apabila deret dari vektor Ei X m) _ x(o) + X(l) + X(2)+ e
m=0
konvergen ke vektor X.

Contoh /3.1

Apabila vektor X = [xl x,] terdiri dari dua komponen

l Lol . l
—=— dan x, = —— maka X =
3m+l 2 2r_n+l 3m+l 2m+,ln
dengan m = 0,1,2,... dan deret dari vektor X adalah
X :EQL- A U S ...]
3 9 2 4
untuk jumlah dari vektor X adalah S, maka untuk jumlah n suku

yaitu X, =

*n

pertama adalan 3Sn

g&ox(m)_ sn = [—“u (1 - 5%33) (1 - 2nfl)]

jadi deret diatas konvergen dengan jumlah 4+ untuk komponen

pertama % dan 1 untuk komponen kedua X
Secara sama dapat memberikan definisi pada deret matrik
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Definigi 3.2

0
Deret tak berhingga 3 A L dari matrik komplek A:(aij)
m=0
yaitu A 0. (aQ.) + A 1. (a}.) + ... dikatakan deret ini
1] 1]
konvergen ke matrik komplek A = (aij) apabila :
N ] i
m .
limit 3 a., =a;. , 1€i,j&n
N w00 m=0 1J 1J

berkenaan dengan Norm euclidean pada matrik, dari defi-
nisi 2.5.1 bahwa :

X .m
I ZZOA - Al ~- 0 untik m ——woo
[l=

(=]

apabila deret dari A O al F A4 A = %;O A"
konvergen ke matrik A = (aij).
Contoh 3.2 '
jo o]
Ambil deret matrik > A ™ ukuran 2X2 seperti dibawah :

oo o . 1 m=0
Z .A. = O _ﬂl-':j? ’ dengaﬂ m = Ogl, 2,.0.
m=0 1 3

3m+l o
maka deretnya adalah : .
L, m _ 1 1, 1
%OA - 0 '-3_' + O T + seece + 0 3m+l

1 1
=3 0 5 0 1 0

3m+l
setiap elemen matrik aken dijumlahkan pada baris dan kolom
yang sama, misal uwntuk jumlah dari matrik A adalsh S maka
untuk jumlah n suku pertama adalsh Sn akan didapat ;

A i L= O —— l O 0
- m=0 . 312 41 3 Fou. |30F]
— 1 1,
LT3 0 o 1 0 3 0 3m+l
sn= 0 =~ 1 0 1.,
n .
1 - |’ n=1,2
.._.2_ 0 0 l 0 L- H 1&g e




1imit Sn = Linit R _13 0
n —poco =y OO _ |3 _
0o 1 o i
3 n
_ 1
=0 2 /
L
= 0

jadi deret diatas adalah konvergen dengan jumlah seperti pada
hasil limitnya.

Definisi 3.3

Jika deret tak berhingga Ei konvergen maka 1imit A"=0
. m=0 M ~p00
sehingga jika limit A ™ # 0,deret tak berhingga zi_yndivergen.
M = oo n=0 -
Contoh 3.3

Dari contoh 3.2 terbukti konvergen untuk limit A "= 0,
O weap G0

untuk contoh yang divergen, ambil deret matrik ukuran 2X2 :
S a%=-Jo o> 0 4 o 8 0 i)
III'—"O + + Teweost .
2 0 4 0 8 0 22+
maka untuk n suku pertama (Sn) adalah :
sn = |0 2 1 0 2 0 220
+ P
2 0 o 1 0 2 0 2"

dengan menggunakan rumus jumlah dari sudtu deret, yaitu

a(l - r i
_ﬁm)_ = |0 2:| 1 0 ot 0 y = 1,2,...
2 oJllo 1| o om

1 o] _Jz2 0]
o 1| Jo 2

Jelas iimit Sn = +00 £ 0 dan divergeh dipenuhi,
- O .
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Teorema 3,1
Misal A sebuah matrik komplek ukuran nin , apabila

imit A ™ = 0 maka A 1

S pla) <
Bukti

Jecara sederhana saja, diasumsikan semua eigenvalue dari

A ddalah berbeda, kemudian disana ada transformasi kesamaen

S sehingga A = sip s ,dimana D adalah matrik diagonal yaag

 memiliki eigenvalue dari matrik A pada diagonal. oleh karena

itu :
AR -gipBs
dimana _
’ AL o ... 0
1 m
0 Ap «ee O
m »

. [] »

. i
0- O [ N 3N ) An_‘

.

jelas bahwa %imiEOA B _ 0, jika semua eigenvalue Aj memenuhi
——

7] < 1 maka 2(4) <1

Contoh 3.1
Ambil matrik As., dan-matrik trasformasi kesamaan 3,5,
seperti dibawah ini::

o L] 1 1 1. .1
4 2. 2.
A= |. S =
,;L“; 0 1 -1 L _ng
4 - z 2

maka pergandaan dari matrik tersebut akan didapatkan sebagai
berikut

§'4'S =D, dengan D matrik diagonal ukuran 2X2
sebagai berikut : ) o
1

) 0 dengan elemgh pada diagonal ada-~
P = 0 _%_, lah eigenvalue dari matrik 4.

1

maka dehgan pergandaan, terbukti ss’lAss' =SDS"ll¢f‘A=SDS"l
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Teorema 3,2
Deret tak berhingga™l + A + A2 + A3 T oeee, konvergen
jika 1imit A" = 0 maka deret konvergen-ke-(I % A)
[~ Oo

Bukti
Jika llmlt A = O dari teorema 3.1 2 (4) < 1,sehingga
(I - 4) £0 dan 1nversnya ada yaitu (I - A)” l “Dengan mem -

pertimbangkan matrik identitas didapat : -

(I + A + FCEt A+ AM(I -4 =1 _amtl

kemudian dikalikan dengan 1nveréﬁ§é'(l :“A)-l akan didapat :
<1+A+A2+A3+...+A ) = (1 - “”lm IV

" -~

jika m --» co maka dldapat '

H

(I+4a+42+87+...) (1 - a1t
Definisi B4 ’ _ |

Sebuah matrik bujur sangkar ukuran nXn dengan bentuk :
s 1 0. ..O0|

A E G (4)

0 0. . .0 A

disebut Blok Jordan, yang dikaitkan .dengan suatu Eigenvalue
‘Ai’ Apabila matrik dengan diagonal utamanya adalah Blok Jor
dan maka disebut Matrik Jordan dalam bentuk :

g, 0 o..‘f.‘cﬂ
0o J, 0
. 0 0
J= . . :
| . . o
o o ... g

r
dimans Jiadalah Blok Jordan, i = 1,2,.,.r yang dikaitkan de -
hgan A;. Dan (G (A) adalah himpunan eigenvalue matrik A.

-
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Contoh 3.4
Ambil Matrik A,y, sebagai berikut :
2 -4
-1 o
4 > J'
dicari eigenvaluenya yaitu :
| 1 L
IAI - & |=0 ()"%?F)"E?‘E'O
AN _BN, B Ly )\lzé_ii )\2=__:_E5:
4 16 38 3
maka Blok Jordan yeang dikaitkan dengan A, = - 4+ /5 adalah
I 5 +V5 1
Jg=| & -
1 o 5 415
8
k Jord dikaitkan demgam A, = 2235 adaran
Blo ordan yang a a 24 5 = T
5-75 1
1‘ — 8
Yo = . 5 -J5

8
dan matrik Jordannya adalah

J9 o T - [54+15 1 0 o
J = o 8
0 J, 0 5 +V 5§ 0 0
8
0 0 5 =5 1
)

0 0 0 5 -y5
L B_J

Dari definisi 3.4 diatas mengenal Blok Jordan yang di
kaitkan dengan suatu. eigenvalue yang akan membentuk matrik

Jordan, akan membantu sekali dalam pembuktian teorema 3.3

dibawah ini
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Teorema 3.3

Misal A matrik komplek ukuran n¥n maka A adalah konver-
gen bila dan hanya bila F>(A) <A
Bukti
( ==3)
Diberikan sembarang matrik komplek A disana ada'sebuah
matrik S yang non singular ukuran nXn yang mereduksi matrik
A ke bentuk Jordan sebagai berikut :

J1 0 LI R N OH

.
: ( 3.9)
\3- 3.9

o) 0 sen r

L, e

SAS™ '=J=

e O
. s O

dimana setiap submatrik Jk ukuran nkXJak memiliki bentuk :

rAk 1 0 eees 01
O »
’Kk 1 .
J= |- . \\\\\0 1< k<r - (3.10)
. . 1
Lo 0 wevs Dkl

karena setiap submatrik Jy adalah segitiga atas, begitu juga
J, Jadi himpunanﬁLAk} nmemasukkan semua eigenvalue yang ber-
beda dari matrik A dan J, dengan 1 < k £ r y Yang mana adalsh

matrik-metrik similar (serupa) dari ( 3.9) deri perhitungan
langsung dengan (.3,9)

J1m O a.o."D ]
m
()P - > % ,
. 1
0 0 es e Jr J
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sebab bentuk khusus dari matrik Jk (3.10), itu mudah untuk

menentukan anggota dari pangkat matrik J.ktentu saja :

[ No2AL 1 0]
SRS TRUNNE
J2k = | ° | \ 1 Jjika n >3 (3.12)
. . 27\.k
| 0 0 « .. Ai_

m
secara umum jika J, (di%’(k)), 1< 4,3 € n maka

—0 ., J<1i

& (k) = " )\m—j+i untuk i & j (Min(n ,m+i)
i,j( ) = sot Kk N s

—0, m+idg Jg N O O T i

dimana

m\ m ¥
(j"iB (3-1) 1 (m-j+i)
jika A konvergen, maka A" ---+ 0 untuk m ---+ 0o geperti
(" = Sit\..m-‘:“:m:,L berikutnya bahwa (J)® -=-3 0 untuk m ~-— oo
sebagai akibat setiap (Jk)m =3 0 untuk m --+ 00, sehingga
anggota diagonal A i deri & _harus memenuhi ])\k.!<1 untuk
semua 1<k r Jjelas :

P8 = P (3) = Max |A <1

1<k<r
(4:::) .

Jika P(A) =P (3) < 1, maka A <1, untuk 1¢ k¢ r
-maka dengan pemakaian langsung digunakannya (3, 13) dan
kenyataan bahwa |A o < 1 didepat sebagai berikut :

limit dii‘lj] (k) = O untuk semua 1 £ 1, &y
a —-—» GO
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sehingga setiap J, konvergen, jadi dari (3.11) J  Juga
konvergen; Akbirnya seperti A" = S"1Jms; diperoleh bahwa

matrik A konvergen,

Definisi 3.5

Misal A = (8;4) dan B = (b ) dua matiik ukuran nXr
maka A2 B (> B) jika a4 > bij ( >bij) untuk semua 1<£i<n,
1434 r, jika 0 adalah matrik nol ukuran nXr dan A20(>0)

dikatakan A adalah sebuah  matrik non negatip.

Definisi 3.6.

Suatu relasi antara matrik A dan B dapat dinyatakan
sebagai suatu fungsi, apabila setiap unsur {anggota) dari
himpunan matrik A dipasangkan tepat satu unsur (anggota)
dari himpunan matrik B, dengan A dazerah asal (domain) dan

B daerah kawan (kodomain) atau fungsi f memetakan A ke B

den ditulis ¢ f : A ===-a4 B

COntoh 3.6 )
Fungsi f memetakan matrik A& ¢ (komplek) ke Z € ¢ |
ditulis :

dengan harga f(A) = 2A, apabila mengambil matrik Aoy, maka
nilal. £ di A adalah sebagai berikut :

aq4 a,|2 : 28 2a
A = maka harga f(A) = " 12.
221 222 2851 28y
ambil elemen-elemen A sebagai berikut :
N f CTo2i q}
A= | ] eemm———- - = 2A
|1 21} - 2 4i

maka dengan mengambil sembarang elemen-elemen pada matrik

A 2kan mempunyai pasangan tepat satu pada himpunsn matrik Z
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Déefinisi _ 3.7
w Jika L dan U berturut-turut matrik segitiga bawsh/atas
lengkap ukuran nin maka: , '
m(¢)=p(0L+0U)dann(C)=p(L+GU), G »0
sehingga fungsi w( T ) dan n{ G ) akan berharga :
m(0) = n(0)'=0 , m('1) =n(l) = PLL+U)  juge
a(0) =T.a(g), §20

Contoh . 3.7
| Untuk L dan U berturut-turut matrik segitiga bawah/atas

lengkap dan fungsi m memetekan § & ¢ (komplek) ke jari-jari
spectral dari matrik (L + U) yang ditulis :

m ;0 == m(G) =P( oL + U) &€ R (Real), T30
secara sama untuk fungsi n, hanya ditulis sebagai berikut :

ni: § —————an(7) = F( L+ QU) £R (Real), G > 0
ambil 0@ = 0 maka 3

w(0) = P(O.L + U) o~ m(0)
n(0).= P(L + 0.T) L~ n(0)

p(u)
g (L)

masing-masing adalah jari-jari spectral dari matrik segitiga

akas/bawah lengkap, maka eigenvalue maksimal adalah’ nol. jadi
kedua-duanye berharga nol, sehingga m(0) = n(0) =0 .
embil G = 1 maka ; | |

(1) = p (1.5 + U) = p (L + U)
n(l):P(L+1.U5=(J(L+U§

jadi m(1) = n(Ll) = p (L +U) i

ambil @ = %‘ maka:.
n(@?=V§L+GU?=(7(G(%L+U))= G.p;%x.m)

U‘.m(%)
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Teorema 3.4

Misal Mi = L + U matrik Jacobi non negatip ukuran nin
jika F7(Mj) N 0, maka fungsi m(Q.) dan n(G‘? kedua-duanya
menaik tegas untuk G > 0. Jika F’(ﬁj) = O:maka n(G) =n(G)

= 0 untuk semua( > O.

Bukti

Dengan asumsi matrik Jacobi Mj adalah non negatip dJan
irreducibel sehingga F’(Mj) > 0, jadi baik L mazpun U bukan
matrik nol untuk @ > 0. Matrik non negatip M{(G) = GL + U
adalah irreducibel, sehingga meningkatnya harga dari( - akan
meningkatkan jari-jari spectral dari M(G ). Dengan ' oara
yang sama, memperlihatkan bshwa n(G ) juga merupakan fungsi
naik untuk § > 0. Untuk P (My) = 0 maka P(Mj) = P (L + U)=0
dipenuhi apabila L = 0 atau.U = O maupun kedua-duanya nol ,
sehingga dari definisi 3.7 didapat m(G ) = n(G ) =0 untuk
semua g, ©.

Teorema .3.5 (Teorema Stein Rosenberg)

Ambil matrik Jacobi Mj =L + U, sebuah matrik non nega
tip ukuran nin dengan anggota diagonal nol, dan £‘l adalsh
matrik Gauss Seidel untuk masalah khusus w = 1 dari matrik
Successive Overrélaxation ( SOR) (Jl/w =(II—WL)'1 (wO+(1-w)I
mzka satu dan hanya satu déri hubungan berikut yang saling
terpisah adalah benar ;

Loopy) =P (L) =0
2. 04 p (&) L Py £
. 1= pp = P
1Py Lpiy)
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Bukti

Dengan mengambil fu = (I-L)=10 matrik Gauss Seidel

dimana Mj = L + U diasumsikan non negatip daam irreducibel,
Seperti L adalah matrik segitiga bawah lengksp maka :

(-t a1 +1+12+ ...+ 120

karenanya:& 1 juga sebuah matrik mon negatip, jadl ada vek
tor nor zero X > O sehingga dari persamaam (2.1) didapat :
(1-0)"10.X = A X, demgan A =0 () 20 (3.18)

dari éifat non Rnegatip dam irreducibel wmtuk M. dapat di

. J
nyatakan bahwa -\ positip dan X sebuah vektor positip jadi

(3.14) secara sama dapat ditulis :

w1

(AL +10) X = 7\Xdal(L+ U)X (315)

sehingga (AL + E) dan (L +-——U) adalah natrik—latrlk irrg

du01bel norn megatip dan vektor X > 0, kemudian ditarik ke -
31mpn1an dari definlsl 3.7 bahwa :

m(A) = A am (i) =1 | (3.16)
Untuk bukti momer : |

1. Jika P (Mj) = 0 maka E7(L + U) = 0 sehingga L = 0 atau
U = 0 maupun kedua~duanya nol. Untuk U = O masuk ke pep
samaan (3.14) didapat 0.X = A.X jadi A =0 = @ (&),

Untuk L = O nasuk persanaan (3.14) didapat :

(1-0)~ UX A X atau U X = N X, sebab U matrik segitiga
atas lengkap, laka dari definisi 3.7 akan didapat Jjari-
jari spectral @’(U) 0 sehingga -\ = 0 = F (dll) seca~

ra sama juga untuk kedua-duamya nol, sehimgga didapat

Py = p(dy

2. Diasumsikaa O << f7(M Yy { 1, karema dari definisi 3.7

n(l) = (7(L+B) Q(M) { ldann(—-—)-l, sifat
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monoton naik n( G ) dalam teorema 3.4 memperlihatkanm
-1

A .
monoton, dari defimisi 3.7 maka m(l) = P (L + U) =

bahwa 1 gtau 0 <A (1, sepefti m( G ) juga maik
P(Mj), selahjutnya bahwa QO { X (P(Mj) < 1, sehimngga
0L Q) < Py <2

5. Jika GD(Mj) = P (L +0) = 1, keaudian dari persamaan
(3.16) n('% ) ='f>(L"+ ‘% U) =11, maka didapat hubung
an P(MJ) = n( ;J‘\ ) =P(L + %—\'U) = l,.‘sehingga %
jadi A = 1 dan didapat 1 = A‘= fD(Mj) dengan A

. p (Mj)_.

g. Secara sama jika Y (Mj)_= P(L+7) > 1 dan u(1) =(9(Mj)
= P (L + U) > 1, sifat monoton maik dari m(G ) dalam

i

1
p(hy)

]

sehingga didapat 1 = [ (le)

teorema 3.4 maka didapat A > 1, sehingga didapat :
AN DpMy) > Latau (&) > PM) > L
Jadi dari teorema 3.5 danr teorema 3.3 dapat ditarik ke-
simpulan bahwa matrik Jacobi Hj dan matrik Gauss Seidel <£ul-

kedua-duanya konvergesn atau sebaliknya kedua-duanya divergen.

Teorema - 3.6

Misal Mj sembarang matrik komplek ukuram RXm dengan ang-
gota diagomal mol dan ditulis da}am bertuk Mj =L +U, di-
mona L dan U berﬁurutaturut matrik segitiga bawah/atas lemg-
kap, jika.&vg = (X -WL)'l(wU + (1 -w)I), maka untuk semua W

real berlaku :

Pl > Iw-1 | (3D
Bukti

Misal (N ) = det(IA - ) adalah polinomial karakte -
ristik dariél,w, karema L matrik segitiga bawah lengkap ,
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maka (I - wL) non singular, dengan A adalah eigenvalue dari

fr, dan det(IA -£L) =0 didapat :
B(A) = det(I - uL).det(I - &) =
= det(I-¥L). det(I?\ -(I—wL)'l(wU + (1-W)1)
= det((1-%L) A I = (W0 + (l=w)I) (3.18)
ambil @ adalah suku konstan dari iiolincrmial dalam A pada

persanaen(3.18) adalah hasilkali eigenvalue dari &  di-
f‘; e

'peroleh déngan‘mengambil keadaan A = O sehingga didapat :

g = :ﬁ (= Ay (w)) = det((w-1)I -wU) = (w= 1)1
i=1. o e o .. . . .
10 = ]‘r (= A (w))l ldet((w&l)l -WU)I = ](w -l)nl

i=l.

gehingga

“P("Qw) Maksl.??m(w)l >/lw-1\

1£idn
Maka dapat ditsrik kesimpulan dari teorema 3.3 bahwa

matrik SOR divergen apabila lw - 1| 71

GontohaujQéu'; --.

Miempertimbangkan matrik A ukuran 2x2 seperti dibaweh :

1 I
A= 2
21 1

2

akan dicari harga eigenvalue dari tiap-tiap matrik Jacobi

Gauss Seidel dan SOR. Apakah memenuhi kekonvergenan =~ atan

tidsk, migal matrik A pembagiannya sebagai berikut :

SR

dengan harga :

=R

M= O
o
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1. Ambil matrik Jacobi seperti pada definisi 2.1.4.1

didapat matrik Mj = D‘l(E + F) = D'lE + D“lF =1L + U
adalah o " '
1
0 3 ,
M. =
J 1 0 By
7 o

nilai eigenvaluenya

5

sehingga P (Mj)_ =

o . .
AL - | S N30 A el

>' &ﬂw

> <1, jaili syarat koavergensi,,dipenuhi.
2. Ambil métrik Gauss Seidel sesual definigi 2.1.4.2

didapat &, =(D -E)™'F = (I ~ L)"}U akan berbentuk ;

1
T R
1 & 1
4
nilai eigenvaluenya
l ?\ I - £‘ll = -1 3
= A (/\'..i:) =0, >\l= 0, N = %.
0 A -l
.y

jadi P (o{,l) = %; < 1, syarat konvergensi dipenuhi,
3. Ambil matrik SOR seperti padas definisi 2.1.4.3 Jdex
ngan faktor relaxasi w untuk matrik SOR dalam intervalnya

y

1 £ w <2 adalah gebagai berikut :

N, = (D= we) (uwF + (1~ D) =(I-vL)" (w0 + (1-w)1)

1 o“:l |“1-w 2 } 1-w
X 1 0 l-w | ‘—;(l-w) ;i}rz TH(Lew)
N

maka,

rol=

2

nilai eigenvalue dari matrik ALW diberikan oleh 3
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A = (1-w) -3

| 2
- 5 (1-w) A-fg + (1-w)

2 2
(A=(1- YA -( F + (1-w)) -4 (1=w) =0

A% e A (2(w=1)- ?4-"'2) # (w-1)%20  (3.19)
untuk metode SOR 1< w<2 , ambil 0 suku konstan dari polino-
mial dalam A, pada persamaan (3.19) adalah hasil kali dari

nilai karaekteristik £"w y yang diperoleh dengan mengambil har

ga N = 0 sehingga didapat :

2
§ = _ﬁl(_ Ai(w)) =02 4 O(2(w=1)- E ) + (w=1)?
1= .
G = (W —‘1)2

16 1= 7 =200 | = [ = 12|
i=1 '

0leh karena ity

lfrl & P(o(.w) = maks l?\i(w)|>[w-l|

lseig?2
sebab 1< w< 2 untuk SOR maka Iw -1]< 1 memenuhi syarat ke

konvergenan.‘
3.1 Kekonvergenan metode iterasi ke penyélesaian eksak

Teorema 3.7

Metode iterasi dari persamsan (3.3) untuk penyelesaian
persamaan matrik (1.2) akan konvergen ke penyelesaian eksalk
untuk sembarang vektor awal apabila f>(M) < 1,

Bukti

Tanpa kehilangan keumuman, diambil vektor awal X(O)= 0

dengan memasukan ke persamaan (3.3 ) akan didapat sebagai

berikut -
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no U _ux® s c-0+c=0

il

m=1 X(2) =M X(l) + C = MO+ ¢ = (M + I)C
=2 X(B) = # X(z) + C=¥M((M+ I)C) + C = (M2+ M+ I)C

mem xPD_ g x(W o2 0+ ™t ..+ M+ T)C
maka 3
1imit XL Coagmit R + ML 4 ...+ M+ I)C

M =y ©O M —~- 00
dengaﬁ mengambil teorema 3.1 dan teorema 3.2, limit diatas

akan didapat sebagal berikut ;

X(m+l) (I - M

limit )yt

O ey OO

C

apabila p (M) < 1

3.1.1 Kekonvergenan metode iterasi Jacobi ke penyele-

gsalan ekgalk.

Apgbila.diambil metode iteragl seperti pada per-
samaan (3.3) dengan mengambil matrik Jacobi M = Mj dan
vektor kolom C dari definisgi 2.1.4.1 dan menurut teore«
ma 3.7 diperoleh harga limit dari metode iterasi yang

konvergen adalah

1imit x(®F) _ (1 - wy~te
o =0
dengan matrik Jacobi Mj = D"l(E + F) dan C = i ymaka,
vimit (™) o (1 -l 4+ F ))~lp-lp
m— oo

(07D - &8 - 7))~ 1pts
1

B

(D- - m Ttop
= (D - k- M1z

seperti persamazr (1.3) dimana penjumlahan A =D =E -F
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sehingsa 3

(m+l) _ =1

limit X A "B

L wedr OO
maka metode iterasi. Jacobi akan konvergen ke penyelesal

an eksak untuk m -+ co .,

3.1.2 Kekonvergenan metode iterasi Gauss seidel ke pe -

nyelesaian eksak .

Apabila diambil metodé.iterasi seperti persamaan
(3.3) dengan menganbil matrik Gaiss Seidel M =& ; dan
vektor koloin C dari definisi 2,1.4.2 dan menuruf'teore;
ma 3.7 diperoleh harga limit dari metode iterasi yang
konvergen adalah

limit x(™) o (1 - m)~Lg
[l =-p OO

dengan matrik Gauss seidel &, = (D= E)™'F den vektor
kolom C = (D - E)'lB , maka :
tinit %) 2 (1 - (p - 5~ lm~l(p - B-ls
L= 1 -1 1
' = ({(D~-E)™((D= E) - F))™™(b- BB
=(D=-E-F)"YD - B)(D - 1)1
= (D~ E-F)IB
-
maka metode iterasi Gauss seidel akan konvergen ke penye

lesaian eksak untuk m -+ oo ,

3.1.3 Kekonvergenan metode iterasi Succegive Overrélaxa

tion (S0R) ke penyelesaian eksak .

Apabila diambil metode iterasi seperti persamaan
(3.3) dengan mengambil matrik Succesive Overrelaxation

(SOR) M =c£,wdéngan faktor relaxasi w dalam interval
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Vl<fW¢f2 dan vektor kolom C dari definisi 2,1.4.3 dan
menurut teorema 3.7 diperoleh harga limit dari metode
iterasi yang konvergen adalah :

limit x(m+l) _ (1 -m)~1¢
Il e OO

dengan matrik sOR £’w =(D - wE)'l(wF+ (1 -~ w)D) dan
C=(D -~ WE)—lWB , maks
limit x(B+l) _ ( I-{ D-wE)™ T (wr+ (1~-w) D))~ L (D-wE) Lus
m - o0 -1 -1 -1
((D-wE) ((D-WE)=wF~(1-w) D)) (D-wE)™wB
=((D—wE)"l(Dqu-wF~D+wD))"l(D—wE)"le

1]

=((D-wE) M (w(D-E-F)) )~ ( D)~ Lup
(D~8-F) "L Dew) (Dowr) Ly Ly

= (D- 1~ pm)Ly
= A~13
maka metode iterasi SOR gkan konvergen ke Penyelesaian
eksak untuk m - co |

Jadi semua metode iterasi yang diperkenalkan diatas
mempunyai harga limit untuk m =~ oo, mendekati harga pe
hyelesaian eksaknya yaitu X = a~1lp y Sehingga metode ite

rasi tersebut Konvergen ke benyelesaian eksak

3.2 Angka asimtotik konvergensi

Definisi 3.8
Jika A dan B dus matrik koapl ek ukuran nxn ’ uﬁtuk Su-

atu bilangan bﬁlat positip m , ”Am]l < 1 maka :

RUAT) = 1o ((la® J)y/m) - =20 lla%)

adalah angka rata-rata konvergensi untuk iterasi dari ma-
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trik A . Jika R(A®) < R(BY) maka B adalah matrik yang

lebih cepat iterasinya untuk m iterasi daripada matrik A.

Contoh 3.8
Migsal diambil dua matrik komplek ukuranfEXg;ygifﬁ:}

natrik X dan matrik ‘K, seperti dibawah ini :

1. 1 1.
1 “'é' b B I —2- 1
K = dan Kl =
“1i 1 % %
2 L2 ¥

dicari angka rata-rata konvergensi witiik m iterasi, dari
kedua matrik tersebut . Ambil m = 1 maka sesuai definisi

2.5.3 (Hilbert norm) didapat :

lg |l =V A , A = adalah jari-jari spectral p(K*K)

ambil :
1 L3 1 -1 4
K = dan K =
..;L“. 1l .
21 1l ';):l 1
didapat s
1.7 5 .
1 21 ' Z -
K*Q=:: -1 . maka K*K = . 5
P -1 T

maka nilai karskteristik dari matrik X*K:adalah

A2 2A 4 2~ =0 , aken didapat
A, = 9 _. 1 K 9
157  Np=7, naka p(K*R) =7

jadi Ik ll= v p (&%) ,_J%T -3 |
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secara sama, akan didapat Kl* sebagal berikut :

1 1 : 5 -1
3t . T 7!
K. ¥ = sehingga Kl Kl = )
1 =1, L |- R S R T
-2 4 4 16
meka didapat P (K,*K,) = %6
jadi
Tl - Mﬂgl*Kl)_ -/ & 2
sehingga ‘
R(K) = -1n X =-1n3 =-0,40546511
= - K. =-1ln < = 0.2l '
R(K, ) ln gl =-1la ¢ =0,28768207

jadi terlihat

L1

R(Ki) > R(X) , jadi apabila dalam metode iterasi mema-
kail matzmik Ky akan lebih cepat dari pada dengan matrik X.
Teorema 3,78

Jika matrik A sebuah matrik komplek ukuran nXn konver-

gen, untuk gemua m yamg cukup besar, Angka rata-rata konver

gensi untuk m iterasi R(4A™) memenuhi ;

limit R(A™) = - 1np(4) = Roo(A)
dimana Roo(4) adalah Angka asimtotik koanvergensi.
Bukti

Dari teorema 3,3 maka matrik komplek A dapat ditulis
sebagai berikut ; '

A = gty o ( m ) ASTI g min(n, ,m+i)
_ . j-1 - ) .
sehinggsa .
R(A") = - 1o fja®] = - 1n( T) oA medet
2 . = j-i g

m m-
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dimana )\k = P(A) sehingga :

m
R(A™) = = ( (j i\ + 1 D (4) g+l
. " e .
() -
= z1n \ei/ ={m - j + i) In P (4)
- m . - ..'A. m - - - - -
(1o0) 3
= = ln j"i ::__(_'_l__,-, + i)«m_-Pg‘a:)
0 N .
maka ( o ) ‘
limit R(A® ) = limit - ln j=i -limit (1~ 33_1_) 1n p (4)
M —=p O L =3y Co I = Co
= 0 -(1<0) 1n P (A)
= - ln P(A)
sehingga didapat Angka as:.mtotlk konverg:ensi adalah sebagai
berikut :
limit R(A™) = - 1n p(a) = Roo(a)
I ey OO :

L)

Dari persamaan (2.1) dan pemakaian teorema 2.5.2 akan
didapat :

If & 2> pla, sehlngga “ A0 > ( P(A)) untuk semua
m)1l , ekan didapat dari teorema 3.8 suca,tu Corolla_ry( akibat)
3.8 sebagai berikut

Corollary {akibat) 3.8
Jiksg A sebuah matrik komplek ukuran nXn konvergen, mgka

Roo(4) > R(A™)

dari sembé.rang biiénéan bulat positip m wuntuk llall <1 .

Angka asimtotik konvergensi dapat dipergunakan untuk
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membandingkan beberapa iterasi, jadi kekonvergenan sunatu
métode iterasi akan semakin cepat, jika Roo(A) semakin be-
sar. Uatukcmenaksir berapa banyek iterasi yang diperiukar
delam mendapatkan hasil yang dicari dengan kesalsghan terigg
tu, maka hal ini dapat diperlihatkan sesuai persamaan (3.6)

sebagal berikut

E(m) = u® 6(0)
dengan Eﬂ ? adalah vektor kesalahan yang didefinisikan juga
gsebagal :

E(m) = X;m) - X

dengan menggunakan teorema 2.5.1 maka persamaan (3.6) dapat
ditulis seperti ini ; |
Rl I P P M PO
sesuai teorema 2.5.2 didapat [lA[I P(A) sehingga
Nl (pan® |
maka akan didapat
e i o (p )™ e

(peay® o~ £

et
mln(p(m))u\:ml e(w) |
g0 ]
m o~ = 1n J—["T - 1n _lﬁ(m)”
—— , 49
= 1o (’“"” R oo (M)

Jadi persamgan diatas dapat dipakai untuk menaksir, banyak-

nya iterasi yang diperlukan uatuk mendapatkan hasil, dengan

kesalahan yang kita harapkan,
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3.3 Soal dan Penyelesgaian
Soal 3.3 |
Diketahui persamaan matrik dari persamaan (1,2) adalah

AX =B
dengan -
- o1 ‘ | _
1 =2 %, 6.641760
A= -1 X = B =

Ditanya

' Berapa harga pendekatan vektor XFm? dari iteérasi ke m
dan vektor kesalshan E(m), juga perbandingan metode iterasi
yang diperkenalkan yasitu metode iterasi Jacobi,Gauss Seidel
dan SOR, apabila diharapkan memperoleh ketelitian ( I (m)“J

e EQIE

adalah 10 »
Penyelesalian

Dicari dulu penyelesaian eksak, dengan metode langsung
(eliminasi Gauss), akan menghasilkan solusi eksak sebagai
berikut | |

= [12,423680 11,5638401T

kemudian persamaan(l,2)-diselesaikan dengan metode iterasi,

dengan rumus umumnya dara @erSamabn€3 3) sebagal berikut
x(m+l) M X(m) + C '
~dari matrik A dlatas diurgikan menjadi A =D -E -F, dengan

bentuk berikut :
. 1
0 0 =

g
"

0
\ R B R
S ol - Lo o
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1. Dengan mengambil metode iterasi Jacobi, maka matrik

: 1/2 0 1/2}
[ ] 1/2 0 ] ) {1/2 0
c=0"'8 6, 641760 6,641760]
[ ] [5 352000 ) {5,352000
sehingga metode iterasi ke-m adalah :

xlmtl) _ 1/2} =)y 6,641760}
1/2 0 5, 352000

Jacoblnya adalah :

u, = e+ F) =

dengan memberikan vektor awal X(O) = [O O]T maka akan di

dapat harga pendekatan vektor X ke-l sebagal berikut :

x(1) [o 1/2J [0]+ —6,641760} - 6,641760J
172 o] lo 5, 352000 5, 352000

dengan vektor Horm kesalahan Ke-m adalah :

“ﬁ(m)” = ”X(m) -~ 11 atau ”Zﬁm) “ = ”Mm 6(0)“
sehingga
leCO e 1@ x || = fo-12,423680)2 (0-11,563840)2
= 16,972632
didapat pula ,
Fe Il o 120 x| =/(6,641760-12,423680) 2+(5, 352-11, 56384]
= 8,486316

Apabila perhifungan diteruskan akan didapat harga yang

ditanyakan seperti pada tabel 3.1 iterasi Jacobi seperti di
bawah ini :

']L‘&bel 3.1 ....IGOCI. i
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dengan

(D~ wE)"* =[1 d]"l = N o]
-0,535893 1 - - 10,535898 1

sehingga
(D - wi)"L(wF + (L-w)D) = [1 0 [?0.071797 0;535898]
0,535898 1] | o ~0,071797

= [-0,071797 0,535898}
-0,038476 0, 215390

c=(p-w)™twa =1 0] [7,1186177] = [7,118617

L3’535898 l] [5,736256J [;,551112}

sehingga metode iterasi SOR ke-m adalah :

x®*1) < 1L0,0m1797 0,535898] x%) + [7,128617

[rq,038476 0,215390] [9,551112]

dengan wemberi vektor percobaan awal K(O) = [0 o]T, maks

didapat harga pendekatan vektor X ke-1 sebagai berikut
) C [-0,071797 0,5358987 [07 + 7,118617
[-0,038476 0,215390J [o} [9,551112}

7,118617}'
§,551112

sebab X(O? = [0 O]T, maka seperti pada iterasi Jacobi di

.

dapat vektor kesalshan

1£002 16, 972632
sedangkan;: :

e < |ix(2)
5, 674044

bila perhitungan diterusken akan didapat tabel 3.3 Iterasi SOR.

- 2l = V(7,118617-12,423680) %4 (9, 551112-11, 56 3840) 2
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Tabel 3.3 Iterasi SOR dengan w = 1,071797

Iterasi ke-m B o Y 2 5 4 .
Harga pendekatan
Xy 0 7,118617 11,72594 12,350837-12,416817 -
X, 0 9,551112 11,33443 11,541274 11,561782 -
Harga error ()

16,972632 5,674044 0,734477 0,076259 0,007165

ke-m 5 b 7
x 12,423070 12,423628 12,423676 -
X, 11,563661 11,563825 1%,563839 . -
gm) 0,000636 ©0,000054 0,0000045 -

Dengan mencari jari-jari spectral dari tiap matrik iterasi
=6

yang diperkenalkan, dengan ketelitian yangidiminta misal 107°,
maka akan didapat jumlah itérasi yang dibutuhkan dari metode
%_ iterasi yang dipérkenalkan Yaitu seperti dibawsh ini

1. Meﬁode‘iterasi Jacobi, dengan f’(Mj) = 0,5 maka minimal
jumlah iterasi yang diperlukan uatuk ketelifian‘lo'6 adalah 20
kali iterasi, dengan perhitungan sebagai bperikut :

me~ =18107% = 13.815511 = 19,931569 ~_ 20
-ln 0,5 0, 693147

2. Metode iterasi Gauss seidel deagan P (X)) =0,25 naka
winimal juulah iterasi yang diperlukan dengan ketelitian 1070,

adalah 10 kali iterasi dengan perhitunszan sebagai berikut :
mu~_-1n 1078 = 13815511 = 9,965784 “— 10

-

-la 0,25 1,386294
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3. Metode iterasi SOR dengan mengambil faktor relaxasi

w = 1,071797, maka didapat harga p (£'w) ='0,071797 dengan

jumlah minimal iferasi yang diperlukan untuk ketelitian 10"6

adalsh 5 kali iterasi, dengan perhitungan sebagai berikut :

m~_ -ln 10~° = 13,81551) = 5,245243 ~o 5

Terlihat pula dalam tabel ketiga metodeiterasi tersebut

manpun dalam perhitungan seperti diatas, bahwa ada metode i-

iferasi’ yaag-lekih:obpat dari metode yang diperkenalkan, yaitu

metode iterasl SOR dengan pemakaian faktor-relaxasi W yang
optimum, akan mempercepat kekonvergenan‘{memperbesar harga da

ri angka asimtotik konvergensi) yang dibahas pula pada bab 4.






