2.1

BAB II
MATERI PENUNJANG

Kongep Matrik Secara umud

2.1.1 Pengertian Matrik

Definigi 2.1.1

-~ Suebu matrik didefinisikan gebagail suatu  barisan
segi empat yang tersusun secara teratur, ateas elemen -

elemen menurut baris-baris dan kolom-kolom yang dibatasi
oleh kurung.

Contoh 2.1.1

Secara umum matrik ditulis sebagal berikut :
8117815 + ¢ 0 By

a2l a22 L] * L] azn

¢

;_aﬂll am2 .

Matrik semacam ini disebut matrik ukuran mXn karena mem

punyai m baris dan n kolom. Hatrik diatas kadang diberi
notasi A = (aij) dengan i=1,2,3 ...m j=1,2,3 ... n.
2.1.2 ﬁatrik Permutasi |

Definisgi 2.1.2

- Matrik permutasi adalsgh matrik Yamg dalam setiap

baris dan kolom memiliki dengan tunggal elemen satu di

dalamnya, sehingga berbentuk sebush matrik bujursangkar
Contoh 2.1.2

Sebuah matrik Permutasi ukurmn 4X4 sebagai berikut
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Definigi 2.1.3 Matrik Reducibel dan Irreducibel

Matrik komplek A . dengan n » 2 adalah Reducibel

in
jika ada wmatrik permﬁtasi' PnKn sehingga :
. 41 Ao
PAP™ = '

0 422

dengan PT matrik transpose dari P, All sub matrik uku-
ran (n-r)(n-r), 1 { r < n . Jika tidak ada matrik per-
mutaéi_P Sepefti itu, maka A Irreducibel atau apabila

anggota tunggalnya tidak nol, dan sebaliknya Redu&ibel

Contoh 2.1.3
Sebuah matrik komplek G7X7 seperti dibawah, akan
ditunjukkan bahwa matrik tersebut Reducibel

i -1 2 310 1 0]
2 4 6 T11-=1 0 )
9 S 7T 31 2-1 0
G = |2 -1 1 011 2-1
0 0 0 01!i-l 9
0 O 0 0o!'3 5 7T
0 0 0 0111 1]

dengan mempartisi matrik G dan mengambil matrik Perma -
tasi P7X7 = I7X7 ( matrik identitas) maka

G
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dimana matrik Gy dan G,, adalah matrik Irreducibel




2elely Metode jiterasi

Salah satu pemakaian metode pendekatam yaitu pada
persamaan differemsial parsial (PDP).Dalam metode ini ,
daerah definidi dari suatu PDP di bagi-bagli menjadi da-
erah-daerah bujursangkar-bujursangkar yang lebih kecil.
Nilai-nilai pendekatam pada batasmnya sesusi dengam sya-
rat batas yang diberikanm, sedangkan nilai pendekatan pa
da titik bujursangkar yang berada dalam daerah definigsi
tersebut, dengam metode finite difference akan membentuk
suatu sistem persamaam yang linier, yang diselesaikan
dengan metode iterasi, seperti yang diperkenalkam pada
aplikasi masalzh PDP di lampiran dengan pembaﬁasan urtuk
PDP dimensi dua.Persamaam linier yang didapat dari masa-

Tih PDP diatas adalah seperti pada persamaam (1.l) yaltu :

51%3 F 815X F eves B, X = b2
anx * BusX * oeees ¥ ayp¥s = bn
Dalm bentuk matrik seperti persamaan (l.2) yaitu :
AX = B
dengan
A matrik koefisiem ukuran mXm
X vektor pemyelesaian ukuram mXl
B vektor koefisien ukuran mXl
Agar persamaam (1.2) mempunyali penyelesaian yang

non trivial, maka matrik A harus matrik mon singular.
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'DEngan matrik A = (aij)ldinyatakaﬁ sebagai.:

A = D-E-F (1.3)
dengan matrix diagonal D = diag(all Bpp Bz oo ann)gﬁﬁ
(-B) adalah matrik segitiga bawah lengkap dari matrik 4
(~-F) adalah matrik segitiga atas lenékap dari matrik A

Maka dari sini”dapat diperoleh metode iterasi Jacobi
Gauss seidel maupun Succesive Overrelaxation (SOR) untuk
mendapatkan penyelesaian persamaan linier yang simultan
seperti persamaan (1.l).Dari persamaan (1.3) yang d;sub-
stitusikan ke dalam pefsamaan (L.2) sehingga didapat :

_(D - E-P) X=238B (1.4)

dari persamaan (1l.4) di atas diperoleh beberapa definisi

metode iterasi yaitu :

Definisi 2.1.4.1
Jika matrik diagonal D adalah non singular, dari per

samaan (1.4) maka akan didapat metode iterasi Jacobi yang

didefinisikan sebggai berikut

x(o+l) D E + F) x® 3

dengan Mjﬁ= D‘l(E + F) adalah matrik iterasi Jacobi, atau

apabila L = p-t 1% maka metode iterasi Jacobi

Edan U = D7
dapat didefinisikan juga sebagai berikut :

8+l C g4y g Lplp

dengan Mj = L + U adalah matrik iterasi JacoBi juga.
Definisi 2.1.4.2

Jdika matrik (D - E)“*adalah hon singular maka punya

invers, dari persamaan (1.4) akan didapat metode iterasi

e
{~
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Gauss seidel yang didefinisikan sebagai berikut :

2+ _p - m e ™y 0 - 5)le
dengan i“l = (D - P)' T adalaeh matrik iterasi Gauss seidel

lh dan U = DT

atan apabila I, = D~ F, maka metode iterasi Ga
uss seidel dapat didefinisikan juga sebagai berikut

X(m+l) = (I - L)"lU X(m) + (I - L)-%DTlB

dengan £, = (I - L)7'U adalsh matrik iterasi Gaus seidel.

Definisi 2.1.4.3

Metode iterasi Succesive Overrelaxation (SOR) adalah

perbaikan dari metode iterasi Gauss seidel, jika i(m+l)

adalah komponen ke-m+l dari iterasi Gauss seidel, maka -

teknik SOR didefinisikan dengan pengertian hubungan

*

L(ml) _ 2B y(x(md) | x(m),

xlo+l) _ (1-w) X(m) + w plo+l)

i(m+l) = (l—ijX(m)_+ w (D7 1g R(m+l) 1p x{m) g B)

(T-w~1E) x(™1) o (1o1x{® 4 w plp x( )+ w15
(I-wl) xto+L) _ ((1-w) + wu) (™) 4 wplp

sehingga metode iterasi SOR dengan w faktor relaxasi yang

terletak dalam interval 1<{w<2 adalah :

1) 2 (1) s (oD X 4 (Tt Lol

_ -1
dengem«ﬁ,W = (I-wL)™(wU + (l-w)I) adalah matrik iterasi
SOR. o

Untuk memperjelas dari ketiga definisi metode iter-
asi diatas, maka askan diberi contoh pemakaian geperti Pa

da lamplran dengan menggunakan komputer. dalam perhitungan
nya.
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2.2 Nilai karakteristik (eigenvalue)

Nilai karakteristik (eigenvalue) didefinisikan

sebagal mencari suatu nilai skalar A ,yang bersesma-sama

dengan vektor X # O memenuhi persamaan berikut :
AX = AX | - {2.1)

dimana matrik A ukuzan nXn , A dan X masing-masing di-
sebut nilai karakteristik dari matrik A dan vektor kar-
rakteristik yang berkaitan dengan A . Sebagai suatu

gambaran untuk meuperjelas persamaan (2.1) diambil ma-

trik A ukuran nXn maka :
A X = AX

A X~ AX=0

( A= ANI)X =20 (2.2)
menjadi
- N : | - . ) ar .
all-" 812‘ aljn:. v o w al.n Xl 0
azl a22-/\ a23 ves a2n x2 0
a}l sz, a33-/\ ‘e a3rl X5 | 0
Lanl an2 an3 coe ahn")L -Xn_ _Od

Apabila matrik (A - A I) non singular maka persamaan

(2.2) dapat dikalikan dengan invernya,maka satu-satunya
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penyelesaian adalah X = 0. Jadi akan ada penyelesaian di
mana X # 0, apabila (A - AI) adalah singular yaitu :

. aet(4 ~AI) =la-A1l =0 (2.3)
jelas hesil determinan dari (2.3) ini adalsh sebuah  poli-
nomial dalam A, tingkat tertinggi dalam A , berasal . :dari
hasilkali elemen diagonal. Jadi (—7\)n gc’lalah tingkat ter-
tinggi dari |A - AI| dan sebush polinomial derajat n adalsh

2(A) = 14 =ATl= (= M)Pb, (=AY hee 3Dy (= A) + By
- - Ceeee. (2.4)

dimana persamaan (2.3) dikatakan persamasn Karakteristik da
ri matrik A dan f( A) adalah polinomial karakteristik dari

matrik A. Dengan derajat n dari persamsan f( 2 ) maka me -

miliki n nilai karakteristik(Eigenvalue) yang dinyatakan

dengan )\i, i=1,2,3... n ,dikatakan juga sebagai nilai-
karakteristik( Figenvalue) dati matrik A, sedang vektor X# O
yang memenuhi (2.1) dikatakan sebagai vektor karakteristik
dari matrik A. Dari polinomial f£( A ) dapat ditulis dalam
bentuk faktor, dengan menggunakan akar-azkar dari £f(A) = 0
didapat : |
f()\)=(?\l-?\)()\2-7\) ...(hn-/’\), (2.5)
perbandingan dari (2.4) dan (2.5) serta hubungan yang  di-
ketahui dengan baik antara. gkar-aker karakteristik(Eigen -

value) dan koefisien dari sebuszh poiinomial sebag,ai&berikut:

n
bn—l=izzl)\i= 7\l +7\2+ . . ..+7\I'1
gl
b = )\)\ :‘—'2\-1)\ ‘e
[, ;iZ>i i7Yj 172 * +)\l?\n+)\2)\3+”“ *
NN AN ‘ AL
LEAPSAME SATAE I +?\3)\n+... + e +7\n_l7\n
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n
bpp =2 AgAjeees A
X3 .. 35
_ N
by = M A,

k

5 o0 Ny

Contoh 2.2.1 .

Diketahui matrik Héxz dan vektor X juga A skalar se-

perti"dibawah ini, dan‘memenuhi persamaan (2.1) dengan

1 2 ‘xl
H = ’ X =
: 3 2 Xy
didapat

(1 2 x x
1 1

= A
T X,

1-A 2 x| 0

3 2=AJ |z, 0

susunan persamaan diatas homogen, diinginkan jawab non tri-
vial X # O maka ;
1-A 2

= 0
3 2= A

diatas adalah persamasn kargkteristik, sedang polinomial po
linomial karakteristiknya adalah
TH(A) = (1=-A)(2=A) =6 =0
o 2 .
= A =37 <4
maka akagr-akar karakteristiknya adalah

sedang koefisien dari polinomialnya adalsh :

by = Ay + A, =4-1 = 3, bg = AN, = 4.1 = -4




12

2.3 Jari-jari Spectral

Definisi 2.3.1
Mmisal A = (a ) sebuah matrik kowplek ukuran nXn dengan
Eigenvalue (Nllal karakterlstlk) A i 1414 n maka :

F(A) Max l,\ |

1¢i<n
adalah jari-jari spectral dari matrik A. '

Contoh 2.3.1
Dari contoh 2.2.1 terdapat dua harga eigeanvalue ~yaitu

)\l = 4 dan .7\2 = -1, maka jari-jari spectralnya:

p(a) 11252')\ | =nax ( IA;{, ALl

=Hax ( |4],l-1] ) =4

2.4 Norm Euclidean pada Vektor

Misal Vn(¢) adalah ruang vektor dimensi n pada bilangen
komplek ¢ dari vektor kolom X, dengan transposenya XT dan

transpose conjugatenys X*, dan ditulis sebagail berikut :

P -

T - - -
= |*2 X =|:xl Xy v Xn] x* =[Xl Xo ees X2]

L -
Definisi 2.4.1
Misal X sebuah vektor kolom dari Vn(g) maka :

x|l = (x*0f = (z %12 )2
. . i =1

adaleh Norm Euclidean dari X (panjang dari X).

Teorema 2.4.1

*

Misal ¥ dan X vektor dari Va(¢) maka :
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a. I XIl > O, kecuali kalau X =

i
<

|z

b. Jika o< gkalar maka || o X ||
c. X+ YW £ x4+ {lyl

—

do X ¥w < DXL Yl

Bukti
Bukti dari teorema ini,diperoleh Yangsung dari defini-
si Norm EBEuclidean pada-wekéor

o N xll = (F0F = (215120 0

apabila X, # O maka lxilz deflnlt positip, terbuktl.

b. [ XH | =(£l]axi[ (E ‘m‘zllx‘
- ()3t El“xi“ ff = | ol x )
R R A N AR WAR

Chx + ¥l )2 fi (1Xl| + | yi[2-+ 2‘iﬂj yﬂ )

[x + YL lz_l(inl v £ Hx\ A el
d. “X-Y“ =(izi1_llxi°yi|2)%

2 a n n
S LR R R AP A LA AL A b
hx . ¥l < Ixh. 0yl

2.5 Horm Fuclidean pada Matrik

Misal Mnxn& ¢ ) ruang matrik dimensi nXan pada bilangan

komplek ¢ dari matrik A, dengan traspose;iya AT dan transpose

Vconjugatenya adalah A* dan dapat ditulis sebagai berikut :




Ca;q 81p ¢ f1n)

ap) @2 +-* “an

N

14

RN

Definisi 2.5.1 (Frobenius)

¥isal matrik komplek Aan maka

= = S a;: s 2 vk
14l = Fa) = (> Lagl®

adalah Norm Eucliidean dari matrik A.

Contoh 2.5.1

(81) 851-+°8n]]

a. a o..aﬁ
s ‘12 .22 ) 2

L8y, Bone

F(4) =Frobenius

Jebuah Matrik komplek N2X2 seperti dibawah ini

dicari Norm Euclideannya

N =
2L 3

maka

| N} = (9 + 4 + 4 + 9)* = (26)* =5.09302

Definisi diatas akan digunakan dalanm membuktikan Teore

ma 2.5.1 dibawah.

Teorema 2.5.1

da

C.

d.

Jika A dan B dua matrik komplek ukuran nin maka :

IAl>0, kecuali kalau A = O (matrik nol)

a4 + B[] £ Al +]| BY|
Il4,. Bi < IAl - 1B

Jika o¢ sebuah skalar maxa [loc Al

= locldlall

Untuk semua vektor X maka A XII é'HAH-“Xn

akan
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Bukti

a. | %ll = (551313\2?%

Jika a # 0 maka | a, 3\2 deflnlt positip, terbuktillall >0
K 2 1 \%
o Haesl l(‘_'IE:Ia j#0y 41 217 E%]-f' + 2ay by s + b))

n - , . a 2
( H A+B ” )2~< J.z,::jﬁll. alJiZ’*QlaiJllel** ‘bi_jlzf ) =i%j =§_l ainbijl )

la+ Bl< Al

c. lla.sBl = (ﬁjl'_aijbijl2)’lr
(|a.8 )2 K ’z=£|a P ]bijf ) = Il 12|12
la -8l ¢ N4l 5 |
d. lexall = (%l]c-xal:]' 2% %:l:fx[g 2;51%)
=Umﬁﬁt§3ﬂ%%leuH
e. 4 xl =&%;U%Vﬁ<‘ﬁhﬂ2 ékfﬁ

HAXH£§(Z%JW%(ZxRﬁ~MHHxH
1,J=

Dari tedrema diatas_akan diperoleh definisi Norm Spéc -

tral sebagai berikut
Definisgi 2.5.2
Jika matrik komplek AnXﬁ’ maka

lall = mex Jazlh
x£0 Hxl

adalah Norm Spectral dari matrik A,




16 |
Contoh 2.5.2 ' |
Misga} matrik komplek NZX2 dan vektor kolom X2Xl yang

mempunyai bentuk sebagai berikut :

3 -2i 1
N= .t X =
2i 3 : 1

dari teorema 2.5.2.e didapat hubungan

ozl < Ioll.lx]

maka harga Normnya adalbh

(9 + & ¥4+ 9)iﬂ§ (9 + 4 + 4+ 9)%. (1 + 1)%

5,03902 < ( 5,09902 ).(1,414214)
5,09902 < 5,09902
1,414214
3,605552 < 5,09902

sehingga ,
v x| < Inl aipenuni, maka Inll= uax v xll
I x £0 |xl

Hubungan antara Norm Spectral dan Jari-jari Spectral

pada definisi 2.3.1 dan definisi 2.5.2 akan didapat
Teorema 2.5.2

Untuk sembarang matrik komplek 4 nxn maka
Nall > pla)

Bukti

Jika A eigenvalue dari A y X vekbtor karakteristik
yang berhubungan dengan eigenvalue A y Waka

AX= AX “

hubungan dari teorema 2.4.1 dan teorema 2.5.1 didapat bahwa
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IAL Izl =lax]l = faxh & lall, lxd
dari definisi 2.5.2 wntuk X # O maka '
Ial Izl = Jaxll ¢lal . ol
T Xy $ ~ T
A= laxll g Nad
-

maka terbuk¥i’

AL Hall e pla)y ¢l

—

Definisi 2.5.3 ( Hilbert Horm )

Jika matrik komplek A . maka ftall =¥ A, dengan harga
A = p(A"‘A), apkbila matrik A hermitian atau real simetri

maka A = F(A’“A) =P(A2) = p 2(A), sehingga \\Al\:[J(A) dengan
A adalah jari-jari spectral. o

Contoh 2.5.3.a

Misal matrik komplek Nl 2% 2 gsebagai berikut :

sehingga
p 3 1] . [3 - 10 -31
-21 3 - 21 3 91 13

sehingga

P(NlNl) L (A=13)(A=10)-18 = 0 A2 _23A+ 112 =0
A1=20,6241 dan A, "= 2,37586 maka p(N§N1)= 20,6241 .
jadi

By ~VF(N1N1 =/20,6241 = 4,5414

sedang eigeavaluergari matrik Ni adalah
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il
o

PUINA(A=Z2=0 A~ A2 6+ T

Ay = 44142, A, = 1,5857 maka P(Nl) 4,4142

sehingga : \
A= o) < “N’lll LN 4,4142 £ 4,5414
Contoh 2.5.3.b

Misal N sebuah matrik Hermitian ukuran 2X2 berbentuk :

[3 - -21}
N =
21 3

2i 3 -2i 13 -12i]
NT= ’ Y §*= mbka N*§ =
~2i 3 2i 3 12i 13

sehingga
P (W) A (A-13)22144 = 0w~ A2 _o5 A +25 = 0
N =25, A, =1 maka p(n*ﬁ) =25, dam NIl =5
sehingga -. N )

A= p(f) = Inllen5 =5

2.6 Harga jari-jari spectral darirmatrik blok dan matrik

biasa.

Pengamatan pada matrik blok untuk harga dari jari-jari
spectral, adgléh berguna sekali dalam membahas metode itera-
si pada Bab IvV. Kérena harga jari-jari spectral dari mat:ik
blok akan lebih kecil dari matrik biasa, sehingga akan meme

percepat kekonvergenan metode iterasi tergebut.

L

Contoh 2.6.1

Jika matrik A ukuran 4X4 dengan pembagian A = D -E _F

déngan D matrik diagonal,E/? matrik segitiga bawah/atas lengkap




gseperti dibawhh ini

Eg=

L 0 .=l - =1
T 4
o 1 -1 -1
[ 3
-1 -1 1 0
i i
1 -1 0 1
T 7 "
o o of o
o 0 o1! o
o o o 0
11
7 7 ° 0]
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"y 0 -1 O
T
o 1 =11 0
Dpg = 7
) -1 =1 1 0
T 7 L
o 0o ot1l
§ 1
6 0 O 3
o 0 0 %
:Fﬂ=
. 0 0 0 0
lo o o0 0

+3u dicari harga jari-jari spectrsl dari matrik biasa dan

matrik bldk pada matrik Gauss Seidel sebagai berikut 3

Penyelesaian

1. Dengan cara biasa, dari matrik A dipartisi menjadi

4 = D-E~-F, dengan D matrik diagonal dari matrik A dan E, F

berturut-turut matrik segitiga bawah/atas lengkap dari ma -

trik A, maka akan didapat matrik Gaués 3eidel sebagai beri-

kut

9~l=(D-E)‘lF

|

P
O O O HF A

| ©

‘o
o

-

i ol &l sl O

o™t o
o] o
ol o
1] o
5
7
i
)
i
5
1
8]

O Bl B

-

O. Bl. sl




maka

AT~ -mlFl =0 A(A-}) =0, maka p (£)=}
sehingga Jjari-jari spectral dari matrik Gauss Seidel dengan
metode biasa adalah FJ(ébl) = % -
2. Dengan cara blok, dari pembagian matrik A=Dy-E;-Fy

dengan Dﬁ matrik blok diagonal dari partisi matrik'A,begitu_
Juga Bpdan Fy adalah berturut-turut matrik blok segitiga bg‘
weh/atas lengkap, seperti partisi matrik diatas, sehingga
apabila dihitung inversugeri matrik blok (Dy—E;) lakan di -
dapat sebagai berikut - ‘

™ - - o ¥ =

% a7 %00 o ol oo of3

jm} -1'1 “"l 15 -2’ -J= -2-
fop=(D-8) " m= |17 T2 5 |00 0 0 Il<|0 0 0|5
2 2 8 1

7 % 7 lof[o 0 0joffo o ofz

2 2 1.l L

L5 7 F41l110 0 olol o o o 7

sehingga

INI-(D -E )"lFl =0 LA - ,17 ) =0 maka p (A."\;l) =,37

Jadi perbandingan Jari-jari gpectral dari matrik bilassa dan

matrik blok adalsh sebagai berikut

L php e rotaiy sl v
dengan[?(JLl) adalah jari;jari spectrél'matrik biasa, sedang
P (J;ln).adalah jari-jari spectral dari matrik blok,

. Jadi jari-jari spectral dari matrik blok lebih kecil sg

hingga akan mempercepat kekonvergenan,dan ini merupakan per-

timbangan dalam pembahasan Bab 1V, yaitu dengan menggunakan

metode  iterasi blok,






