BAB II

KONSEP DASAR
2.1 PEMETAAN ( FUNGSI )

Definisi 1
Diketghuil X dan Y adalah himpunan-himpunasn dan A C X.
guatu pemetaan (fungsi) T dari A ke Y adalsh suatu aturan
yang pada setiap anggota dari A menentukan dengan tunggal
satu anggota dalam Y. Himpunan A dinamakan dserah sumber
atsu domain dise jikan dengan D(T) dan Y disebut daerah ka-
wan atau co domain. )
T : A +r——r—m—3 ¥
D(T) +— ¥
Apabila x € D(T), maka kawannya (tunggal) y € ¥ disajiken
dengan Tx atau ditulis y = Tx, dikatakan bahwa x dibawa ke
Tx
T : D(T) +—eed Y
x 3 Tx
Dan himpuan-anggota=anggota dari Y yang mempunyal kewan da
lam D(T)} disebut dserah hasil atau range disajikan dengan
R(T).

R(T) = {y&‘. Y /vy = Tx untuk setiap x € D(T)}

T
/"%\
x // \\\y=T'x
D(T) : R(T)
X Y

gb 1 : Penggambaran darl suatu pemetaan
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Definisi 2

Diketahui X dan Y sdelah himpunan~himpunsn dan A ¢ X.
Jika setiap y € Y mempunyal kawan didalam D(T) atau deng -
an Eata lain jika setdap y & Y berasal dari suatu x e D(T)
maka fungsi ini disebut dengan fungsi A onto Y dengan
A=D(T) sehingga berlaku Y=R(T) (daersh hasil (range) ber =

himpit dengsn. daersh kawan (co domain)).

Definigi 3
a., Pemetaan (fungsi) yang onto disebut juga pemetaan
surjektif,
T : D(T) ———3 R(T)
X ——— Tx

T
x ,/’”’d_%r“~“““\\Tx

D(T) Y=R{T)

Gb 2 : Pemetaan surjektif

b. Pada pemetaan dengan sifat bashwa y & Y banya mem -
punyai satu kawan saja dalam D(T) disebut fungsi injektif,.
Sehingga pada suatu fungsi injektif untuk setiap pasangan
Xy9X, € D(T) berlaku :

Tx1 = sz = X, = Xy s dengan kontraposisinya

X, o X, :::::? Tx1 4 sz




\sz
D{T) R{T)

Gb 3 : Pemetaan injektif
c. Pemetaan (fungsi) injektif dan sekaligus surjektif

disebut dengan pemetaan bi jektif.

/

X4 7 Tx

/

x2,/ T
D(T)
X Y

Gb 4 : Pemetaan bijektif
2.2 Ruang Metrik

Definisi 4
Jika X adalah suatu himpunan yang tidak koéong, diben-
tuk fungsi 4 = XxX b—3 R aéiéan sifat untuk sembarang
X,¥,2 X berlaku
1. &(x,¥) } 0
2. d(x,¥) » O untuk x ¥ ¥
3. d{x,y) = O untuk x-= ¥

4. dix,y) & alx,z) + d{z,y)




dengan d disebut fungai jarak atau metrik dari X. Maka pa-

sangan (X,d) disebut ruang metrik dan disingkat X.

Contoh 1
(R,3) dengan R adalah sistim bilangan riil dan metrik

d dinamakan metrik bissa yang didefinlisikan sebagai :

a(x,y) = [x -y t Vx,y €R
5.3 HIMPUNAN TERBUKA DAN HIMPUNAN TERTUTUP

Definisl §
Misalkan X = (X,d) adalah suatu ruang metrik.
Untuk sembarang x €& X dan setiap r ? 0, himpunan-himpunan
a. B(x,r) = {x € X / dal(x,x,) 2 r } disebut bola ter-
buka

r } digsebut bola ter-

i~

b. E(xo,r) = {x € X/ d(x,xo)u
tutup.

c. 8(x,,r) = {x e x / alx,x,) r} disebut bola atau

L

sphere.,
Dalam keadaan diatas Xq adalah pusat dan r sdalah jari~ja-

ri.

Contoh 2

Diketahui ruang metrik (R,d) dengan metrik _... -
‘Td(x,y) = lx - yl
'B(O,1) = {y eR/-1¢{ 3 <1 }adalah bola terbuka dengan

pusat 0 dan jari-jari 1.



Definisi 6
Misalkan X ruang metrik dsn Xo € X maka untuk semba -
rang €) 0 bola terbuka B(xo, € ) dengan jari-jari & disebut

persekitaran titik Xe

Definisi 7

. Misalkan M adalah himpunan bagian dari suatu ruang me
-;'-'trik X maka titik X, € X disebut titik limit dari M jikea
setiap persekitaran dari X, memuat suatu titik y € M yang
berleinan dengan X, atau titik x.€ X disebut titik limit

dari M jika untuk setiap r Y 0, B(xo,r)r1 M - {xo} # ¢

Contoh 3
| ¥={x&R/0Zx%3}, R adalan himpunan bilangan
riil. Maks :

Titik 0 adalah titik limit dari M dan 0 ¢ M

Titik 3 adalah titik 1imit dari M dan 5 € M

Definiasl 8

Misal M ¢ X, himpunan M disebut himpunan tertutup Ji-
ka M memuat semus titik limitnya.
Pan himpunan K ¢ X disebut himpunan terbuks jika K=M® deng

M himpunan tertutup.

Definisi 9

' Himpunen yang terdiri atas titik- titik dari M dan ti-
tik-titik limit dapi M disebut penutup M dengen notasi M .
Jadi M = M U M4 dengan Me - “lupunan semua titik 1imit da-
ri M




Definisi 10

Suatu himpunan bsgisn M dari suatu ruang metrik X di-
ketakan rapst (dense) dalam X jika M = X.
Sedangkan X dikatakan terpisah (separable) jika X mempu -
nyal himpunan bagiasn terbilang yang mana adalah rapat da -

lam X.
2.4 KEKONVERGENAN DARI RUANG METRIK

Definisi 11

Barisan (xn) dalam ruang metrik X diketakan konvergen
ke x € X ditulis X, — > x jika untuk setiap E) O,ter-
dapat bilangan asli N sedemikian sehingga untuk n) N
d(xn,xj { & atau lim X, = X.

B

Definisi 12

Diameter ¥ (M) dari himpunan bagian yang tidak kosong
¥ dalam ruang metrik X adaleh batas atas terkecil atau su-
premum dari d(x,y) untuk setiap x,y € X atau ditulis

(M) = sup  d(x,y)

X, ye€X
M dikatskan terbatas jika 3(M){ 1 (diameternya berhingga).

Definisi 13
Bariasan (xn) dalam rusng metrik X adalsh terbatas ji-
ka terdapat suatu bilangan positif c 7 0, sedemikian se -

hingga Ixn! 4 ¢ s&dengan n=1,2,3%,...




Teorema 1
Misalkan X adalah ruang metrik. Maka suatu barisan kon

vergen dalam X adalah terbatas dan mempunyal limit tunggal.

Bukti

Andaikata x ————> X maka untuk setiap &) 0 terda-
pat bilangan asli N sehingge d(x,,x) { & untuk n ) N (se -
suai definisi 9). ‘
Ambil = 1 sehingga d(xn,x) <1 ooz
Misal c = max {1, d(x1,x), d(xz,x), teseseaseany d(xn,x)}
maka jelas d(xn,x) < ¢ untuk n=1,2,e.0
jadi terbukti barisan (x ) terbatas.

Sekarang akan dibuktiken barisan konvergen mempunya i
limit tunggal. |

Misgl lim x_ = x dan lim x_ = X,
g B nﬁ“n 1

Maka menurut definisi 11, jika diberikan sembarang €0,
terdepatlah bilangan asli N1 dan N2 sedemikian sehingga un
tuk n ) N, maka d(x,x) _5?:.

dan untuk n ) N, maka d(xn,xj) ¢ R
2

Ambil N = max {N1,N2 } maka untuk n ) N diperoleh

d(x,x1) & d(x,xn) + d(xn,x1) (sesual definisi 4 bu-
¢ £ + & =« g tir 4)

2 2
Karena £) 0 diambil sembarang maka diperocleh d{x,x1}=0
dan menurut dgfinisi 4 butir 2 maka

d(x,x1) =0 jika dan hanya jika x=x,

Jadi terbukti 1limit susztu barisan konvergen adalah tunggal.




Definisi 14
Barisan i {(x_) di ruang metri¥ X disebut cauchy jika
untuk setiap & ) O terdapat bilangan asli K sedemikian se

hingga d(x_,x_){ & -untuk m,n Y ¥

Contoh 4
Barisan (xn) di ruang metrik (R,d) dengan d(xn,xn) =
[ |

dan X, s_l_ » D= 1,2, .... adalah barisan cauchy.
n

R

Bukti

Diberikan Ef}O terdapat bilangan asli N sehingga.j— < £
n

untuk m,n ) ¥ dan untuk n_) N berleku :

d(xm,xn) = X

_1_.11
n m
m

emp 4,1
i} mn_‘mt [{ ™ ( n <&

Definiai 1%
Ruang metrik ¥ disebut lengkap jika setiap barisan

cauchy diI X konvergen.

Teorems 2
M himpunan bagian dari ruang metrik X dan M adalah
penutup dari himpunsn M maka x ¢ M jika dan hanya Jjika

ada barisan (xn) di M sedemikian sehingga X, —— %

dengan n= 1.2,.0-.-
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Bukti :

a. (=—=)

x € ¥ maka menurut definisi 9, x& M. Jika x € M maka
jelas ada barisan (’xn) = (’xf,xz, +es.) di M yang konvergen
ke x. Jika x ¢ M berarti x adalah titik limit dari ¥ maka
setiap bola terbuka B(x,l) dengan n = 1,2,.... mengandung
X, € M . Sehingga jelas 1;;1 s 3 3 5ebab.%i0mtuk nyw
; b, (&) )

Jika barisan (x_ ) di M dan x;, ————} X maka menurut
definisi 7, x € M atau setiap persekitaraen dari x mengan -
‘dung X, ¥ x, jadi x adalah titik limit dari M.

Maka terbukti x ¢ M (sesuai definisi 9)
2.5 PEMETAAN EONTINU

Definisi 16

Suatu fungsi T : X b———3 Y (dengan X=(X,d) dan
Y= (Y,E) adalah ruang metrik) dikatakan kontinu di titik
x, € X, jika diberikan €7 0 terdapat suatu 570 gedemikian
sehingga E('Ex,'rxo) { £ untuk semua x memenuhi d(x,x )< ¥
Sedangkan fungsil T dikatakan kontinu di X jika kontinu di

titik x, & X

Gb 5 : Pertidaksamaan dalam definisi 16 , digambarkan
dalam hal pads hidang Emelid X=R2 dan YxRZ
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-Dalam kenyataan, untuk b= -%: terdapat suatu x

Tecrema 3

Suatu pemetaan T : X b——————3 Y dari suatu ruang me -
trik X=(X,d) ke dalam ruaing metrik Y=(Y,d) adalah kontinu
pada setiap titik X, € X jika dasn hanya jika

X —3 X, maks IX ——3 Txo

Buktl :

a, (==}

Misal T kontinu di x , menurut definisi 16, jika dibe
rikan £ 0 terdapat suatu 3 Y 0 sedemikian sehinggsa
d(x,x )< § maka d{Tx,Tx )< &
Misal X, e X maka menurut definisi 11 jika antuk .o
Y.5:).0 terdapat suatu K sedemikian sehingga untuk semua
n ) TR didapat
d(xn)xo) '< S
Dari sini untuk semua n ) H maka E_(Tx,'.[’xo)

Ini menunjukkan bahwa Tx —_— Txg

b. (&)

Diasumsikan bahwa xn-'-—-—*-—-—-—} X, maka Tx, ——) ‘fxo
dan akan dibuktikar bahwa T adalah kontinu di x .
Andaikata pernyataan ini salah maka terdapastlah suatu £)0

gsedemikian sehinggs untuk setiap b 70 terdapat suatu xy!xo

memenuhi
d(x,x ) < 7 tetapi E(Tx,’]‘.'xo) » &
n memenuhi
1 - _
d(x,,x,) ¢ o ‘tetapi d(Tx,,Tx,) ), &
jelas x ———7 x_ tetapi barisan (Txn) tidak konvergen

ke Tx . Terjadi kontradikai, sehingga Tx, -———) Tx
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2.6 KELENGKAPAN DARI RUANG METRIK

Definisi 17
Misalkan X=(X,d) dan E=(§,E) adalah suatu ruang metrik
. maka 3
a. Suatu pemetasn T : X +———") f dikatakan isometri
Jika untuk semua x,y € X, E(Tx,Ty) = d{x,¥y)
b. Ruang metrik X dikatakan isometri dengan ruang X ji
ka terdapat isometri bl jektif dari X onto X. Ruang

X dan X Xemudian dikatakan rﬁang isometri.

Definisi 18

‘Hisalkan X=(X,d) sembarang ruang metrik. Ruang metrik
lengkap i:(i,a) disebut kelengkapan untuk (X,d) jika dipenu
hi :

g, X=(¥,d) isometri dengan*ioz(io,a)‘z (3,3)

)

b. io rapat dalam X
2.7 TEOREMA BOLZANO WEIRSTRASS

Teorema 4

Setiap kumpulan terbatss yang memuat titik tak berhing
ga banyaknya mempunyai paling sedikit satu titik limit.

Bulkti :

7 Kumpulan terbatas, jadi dapat diletakkan di sustu se-
lang[%q,y1] - Bagilah selang tersebut menjadi 2 bagiasn yang

s3ama 11
T4

- . r

Xs

T2
13




Paling sedikit satu dari kedua bagian itu memuat titik tak

berhingga banyaknya. Sebutlah selang ini[iz,yz] . Selang
ini skan dibagi lagi menjadi 2 bagian yang sama dst.

Kita peroleh selang [i1,y1],[x2,y2], seaoe ,[xn.yn], .ew
Selang [xn,yn] terletak didalam selang [xn_1,yn_1] dan me-

muat tak berhingge banyak titik. Karena panjang selang

Exn,yn] sama dengan(x1'31 ) maka panjang selang ini menuja
' -
o1

ke nol. Jelas ada satu titik z yang terletak di semus ... .
selang [xn.yn] dengam n= 1,2,...

Digsekitar titik z kita mengambid selang(fp,q) dan didalam
(p>q )ada selang [in,yn] , yang didalamnya terletsk titik
tak berhingga banyaknye. Jadi z merupakan titik limit.

jadi teorema terbukti.
2.8 KEKOMPAKAN DARI RUANG METRIK

Definisi 19

Suatu rueng metrik X=(X,d) dikatakan kompsk jika setiw)
ap barisan dalam X mempuyai barisen bagian yang konvergen.
Suatu himpunan bagiam M dari X dikatakan kompak jika M adg
lah kompak dipandang sebagal suatu ruang bagian dari X, ;
yaitu jika setiap barisan dalam M mempunyai suatu barisan
bagian konvergen yang mana limitnya adalah suatu elemen da

ri M,

‘Teorema 5
Suatu himpunan bagian kompak M darl suatu ruang mets.

rik adalah tertutup dan terbatas.
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Bukti

Untuk setiap x € M terdapat suatu barisen (xn) didalam
M sedemikian sehingga X, ———————0 x menurut teorema 2. Ka-
rena M adaleh kompak maks x ¢ M. Oleh karena itu M adalah
tertutup karena x € M diambil sembarang.

Akan dibuktikan bahwa M adalah terbatas.
Jika M tidak terbatas, M ini akan memuat sustu barisan tidak
| terbatas\(yn) sedemikian sehingga d(yn,b) 7 n, dimans b ada-
lah sembarang elemen tertentu. Barisan ini tidak dapat mem -
punyai suatu barisan bagian yang konvergen. Karena sustu ba-

risan bagian konvergen haruslah terbatas menurut teorems 1.
2.9 MATRIKS

Definisi 20

Matriks adalsh himpunan skalars#{bilangan riil /komplex)
yang disusun secara empat persegi panjang (menurut baris-ba-
ris dan kolom-kolom).

Skalar-skalar itu disebut elemen matriks.

Contoh §
2 3% 1 1 —— haris 1
4 0 0O -3 —L———}Baris 2
T 2 8 1
KA A

Kelom 1 2 3 4

Definisi 21
Suatu matriks diberi notasi dengan huruf besar A,B,dan

lain~lain , gsecara lengkap ditulis matriks A = (of ; ) arti~
iJ
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nya suatu matiks A yang elemen-elemennyao(ij dimana indeks
i menyatakan baris ke-i dan indeks j menyatakan kolom ke=j

dari elemen tersebut.

Definisi 22
Operasi-operasi pada matriks adalah sebsgal berikut:
a. Penjumlahan metriks (berlaku untuk mstriks-matriles
berukuran sama)
Jika Az(o{ij) dan B=( ﬁij) maka A + B adalah.snatu matriks.
C=( B’ij) dimana a'ij" dij + 31;} untuk semua i1 dan j.
b. Perkalian skalar dan matriks
Kalau Asuatu skalar dan A-:(o(ij) maka matrika AA=( mqij)
dengan perkataan lain, matriks A diperoleh dengan mengali
kan semua elemen A dengan
¢. Ferkslian Matriks
Kalau A:(c(ij) berukuran {pxq) dan B=({ ﬁij) berukuran (gxr)

maka perkalian AB adalah suaiu matriks C=(}fij) berukuran
(pxr) dimansa J’ij"*i1 ﬁ€3+ o120 p2j+ e *'diq Bqj
untuk i= 1’2’¢oco’p

j= 1’2’ esayl

Contoh 6

A= (321] B=[37 a8 =[321][3] =(3.3+2.141.0]

(1x3) 1 1| = [11]
0 0

(3x1)

2.10 RUANG VEKTOR
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Definisi 23 ' _
Suatu ruang vektor X lewst lapangan K adalah himpunan
X yang tidak kosong yang terdiri atas vektor-vektor XpYses
danr memenuhi 2 operasi al jabar yaitu operasi penjumlahan
vektor dan 6perasi pergandaan vektor dengan skalar. Yang
mempunyai sifat-gsifat sbbh :
1. Terhsdap penjumlahan
8. X+ = y+x
be x+(y+2) = (x+y)+z
c. x+0 = x
d. x+(-x) = 0
2. Terhadap pergandaan vektor dan skalar
a. o {(Bx) = (A48 )x
b. 1.x =x
c. d(x+y) = dx+ o ¥
d. (A+@)x =dd x+ gx

Definiai 24

‘Himpunan m buah vektor {x1,x2, ...,xm} disebut bergan-
tung linier bila terdapat skalar-skalar'd1, dz, ....,.{m
Yang tidak semua nol sedemikian sehingga

d1x1 +a(2X2+ qoo-o ""dmxm:o

Definisi 25
Himpunan m buah Vektornfx1, Xos sene , xm} disebut be-
bas linier gpabila o« 1%4 +,‘2z2 + dmxm = 0 hanya terpe. ~

nuhi Olehd1= d2’ ‘400w =dm= O

Contch 7

1



Himpunan 2 Buah vektor {[?,3] ,[j,B]} adalah bebas 11

nier karena 0(1(2,3] +a(J_1,3]= [0,0] dengan o 4= dy= O

Definisi 26
Suatu vektor x dikatakan kombinasi linier dari vektor
vektor'{y1,yz,....,yn} bila terdapat skalar-skalar%ﬂ*,..,

dn}aedemikian sehingga X = A Ty + aove +of

Definisi 27
Suatu himpunan vektor—vektor{x1.xa, . ..,xn} disebut

sisgtim pembentuk dari ruang vektor X, ditulis X= L{x1,..,xn}

bila setiap vektor x € X dapat ditulis sebagai kombinasi 13

nier dari {x1,12,...,xn}

Definisi 28

.Suatu ruang vektor X dikatakan berdimensi hinggs atamn
dim n bila dapat diketemukan suatu himpungn n vektor~vektor
€ X yang bebas linier, scdangkan gsetiap himpunan (n+1) vek
tor selalu bergantung linier, dengan perkataan lain, banyak
nya maksimum vektor-vektor € X yang bebas linier adalah n.
Sedangkan jika X bukanﬂﬁerdimensi hingge maka X dikatakan

berdimensi tak hingga.

Definisi 29

Setiap sistim pembentuk yang bebas linier disebut bas-
ig dari ruang vektor tersebut atau setiap himpunan n vektor
vektor yang bebas linier {x11x2, ...,xn}-dari ruang vektor

berdimensi n disebut basis dari ruang vektor.
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Teorema 6
Apabila {x1,x2, --+sX } basis dari ruang vektor X
berdimensi n, maka setiap vektor y € X dspat dinyatakan se

cars tunggsl sebagal kombinasi linier dari {x1 ,x2....,:rhly

Bukti

| Karema{:a:1 ,xz,...,xﬁ} basis makas menurut definisi 29

{ x1,x2,...,_xn} merupakan sistim pembentuk yang bebes lini
er sehingga y adalah kombinasi linier dari { x, .xz,....xn}
gsesusi definisi 27. Tinggel ditunjukkan ketunggalannya.

'M'isalkan V= d qXq+ doXot cee + o Xy dan juga 3‘5 ﬁ1x1+ B oXo+
23 3::.5+...+ pnxn. Sehingga y= ol 4 X% AoXpt eoo +c(n%_

Y= BqXqt poXp* o-- + 8 nXn

O=(d 4= By )X+ (= po )Xot e e ot (el = )Xy
Dan karena'{x,',xz,...,xn} bebas linier meska o(1- (:'»1= 0(2- ;&2

= c[3— @32 vee = dn'— ﬁnﬂo, berarﬁi d1= 51’ O(z: ﬁz”""’(ngﬁn
2.11 RUANG KORM

Definisi 30
v Norm pada ruang vektor lewat lapangan K adalah suatu
fungsi £ : X b————‘y R dimana setiap x € X menentukan deng
an tunggal |x| € R, dan memenuhi aksioma-aksioma :

1. x|y o

2. ”xﬂ = 0 jika dan hanye jika x =0

3, [« x| =|ak] x|

s fxey] € Ix ]+ 09y
dimana x,y adalah sembsarang vektor di X dand adalah semba-

rang skalar (€ K).
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Definisi 31

Rueng norm adalash suatu ruang vektor dengan suatu norm

yang didefinisikan padanya.

Definisi 32
Ruang norm X merupakan ruang metrik dengan metrik pada

X didefinisikan sbb

d(x,y) =[x -y] ¥Yx,3eX

Definisi 33

Rueng banach adalah ruang norm yang lengkap.

Definisi 34

Suatu barisan (xn) dalam ruang norm X adalah konvergen
jika X memuat suatu x sedemikian sehingga

lim [x - x| = 0 atau ditulis x, —=——) x atau x li-

n-Yw
mit dari (xn).

Definisi 35

Suatu barisan (xn) dalam ruang norm X adalah cauchy ji
ke setiep £)0 terdapat sustu N sedemikian sehingga

”xm - xnﬂ< ¢ untuk ¥ m,n } N

Definisi 36
Migalken X adalah ruang norm. Suatm himpunan vektor -

vektoru{x1,x2,...,xn} adalah bebaslinier jike terdapat sua-

tu bilangan ¢ ) 0 sedemikian sehingga untuk setiap skalar
0{1,942, ‘ces "’(n didapat

o 4%4 tdpXy ¥ eee ‘“"{zrﬁ“n"§ o ([oy] Hko] +oeee #ldp] )
20



Tecrema 7
Misalkan X adalah ruang norm dsn dim X = n. jika sem-

barang himpunan bagian M adalsh tertutup dan terbatas maks

M adalah kompak.

Bukti :

Diketahui dim X = n dan {e1,e2....,en} adalsh basis
"dari X. Pandang sembarang barisan (x ) dalam M maka menurut
teorema 6, setiap X, dapat dinyataksn dengan
(m) (m) (m)

X, = 61 €y + ... 4 6n, e .» dengan 5

" =skalar ke-j

J = 1 2’-..’n
Karens M adalah terbatas maka (x ) juga terbatas, kataksan

“xmﬂ k untuk semua m. Menurut definisi 36 meka

“x “a(m) e, + éém)ez + vee + Eéé)en”
2. (m)
47
X }E‘[ (m) dimana.. ¢ ) 0

Oleh karena itu barisan bilangan ( 5§m)) untuk j tertentu
adalah terbatas. Dan menurut teorema 4 maka barisan bilang-
“an ( agm)) mempunyai titik 1limit &j ; disini 1éjén. Sehing-
ga dapat disimpulkan (x ) adalah mempunyai barisan bagisn
(z_) yang mana konvergen ke z = Xéej. Karena M adalsh ter -
tutup maka z € M. Kareng barisan (x ) adalab sembarang beri
san dalam M yang mempunysi buarisan bagian yang masna adalsh
konvergen dalam M, oleh karena itu menurut definisi 19 maka

M adalah kompak.

2.12 RUANG EUCLIDEAN B® piX RUANG BARISAN HILBERT 12



Definisi 37

Ruang euélidean RY atau disingkat R™ adslah ruang
yang dipercleh dari himpunan n tupel berurutan bilangan
riil, ditulis x=(§1, -eee 8 ) dst
Yyang membentuk ruang vektor dan dilengkapi dengan norma
yang didefinisikan dengan _“x” = (giglajIZ) 3
Definisi 38
| Ruang barissn Hilbert 12 atau disingkat 22 adalsh sua
tu rusng dimena setiap elemen délam ruang ini adsleh sustu
barisan bilangsn x = (ﬁj) = (51,625 °"".14) sedemikian
sehingga lﬁ1[2+152[2+ ... konvergen. Jadi z::lﬂjlz {

J=1
dan normanya didefinisikan dengan

=1 = (5, J&l?)

2.13 OPERATOR LINIER

Definisi 39
Operator adalsh suatu pemetaan didalam ruang vektor ..
sedangkanIOperator yang onto adalsh suatu pemetaan Yang !

onto didalam ruang vektor.

Definisi 40
Misalkan D(T) C X dan R(T) C Y dimana X dan Y adalahb

ruang vektor atas lapangan K. Suatu operator T:D(T) 3 R(T)

disebut operator linier bila memenuhi :
1. Domain D(T) deri T adalah suatu ruang vektor astas

lapangan K dan ¥snge R(T) Jjuga berada dalsm ruang

22



vektor atas lapangan K

2.V x,y € D(T) dan skalar « berlaku
T(x+y) = Tx + Ty
T(A x) =& Tx

contch 8

Suatue matriks a=( d jk) dengan r baris dan n kolom,di-
definisikan suatu operator T : R® ———y RT dengan y= Ax
dimana x=( ¢ j}‘ mempunyai n komponen dan y:t‘lj) mempunyai
r komponen dan kedua vektor ditulis sebagai vektor kolom.

Buktikan bahwa T adalah linier.

Bukti

1. Kerena T ; R® +———— R', sedangksn R® dan R me-
rupakan ruang vektor ata: lapangan K jadi D(T) dan R(T) me
rupaksn ruang vektor atas lapsngan K.

2. ¥ x,z € D{T) dan skalar > dimana

X

H

( & j) mempunyai n komponen

¥4

(@ j) mempunyai n komponen
maka berlaku

T(x+z) (djk) ( E.j+ Bj)

0

oy dyp eeeeeth ) [E, + 8,
Hoy Pap ceenobon €y +85
\dr‘l dr2 dm €n *fn
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T(x+z) = rd\.H
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-
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T{rx) = 2“1 }é1+d12 1&2+...+-d
o

1n l&n

%&1+ of DEot eew # oAop 2ép

21 22

L J

&
AE1+ O(I!Z 9»&2+ cos + )&n

r rn

-~
= 0(11 61"‘ 0<12 Ec2+ - re . +o{1n En)

ok £
%54 &1+o<22 Eot eveee +72nCn

L1+ o o £2+ Ceese w o g_nJ

r 5 r‘ 3
= o 0(12""’0(111 ‘51

0(22 -.-—v-dzn 82

-

o

1 “rZ ""'drn E'n

- \ 7

L
T{>x) = 2Tx

Dari (1) dan (2) terbukti T adalah linier menurut definisi
40.

-

Teorema 8

Misalkan T : D(T) ————> R(T) adalah suatu operator
linier maka :

a. Range R(T) adalah ruang vektor

b. Jika dim D(T)=r (w1 maka dim R(T) é/;

Bukti :

a. Ambil sembarang ¥,,v, € R(T) dan akan ditunjukkan
25



A ¥4+ ﬁyz € R(T) untuk suatu skalar o«,8

Karena Yq0Yp € R(T) , didapat y1=TxT; ;éxsz untuk x1,x253D(T)

dan karena D(T) suatu ruang vekior makae(x1+ B xx & D(T). T ada
lah operator linier sehingga :

T(dx, + P x,) =oXTx, +pIx,

=43y + P
] Dengan demikian dy1 + Pyz € R(T), karena Y9275 € R(T) adalah
- sembarang dan juga skalar o, .
Jadi terbukti R(T) adalah ruang vektor.,
b. Pilih n+1 elemen~elemen Yqs¥pseeees¥y,,q Sembarang dari

R(T) maka didapat y1=Tx1 R 32=Tx2 s eoe & yn+1”Txn++ untuk

4

XysKopeoasX 4 & D(T). Karena dim D(T) = n , himpunan N

-, A,

{ XqsXpseoo ,xn+1} harus bergantung linier . Dengan demikian

¢i1x1+;{2;2+ ceos +6 = 0 untuk skalar-skalar d1, dz,

n+1xn+1

0(3,...,d e tidak semuanya sama dengan nol. Karena T adalah

operator linier dan TO = O didapat
T( 0(111 +o{2x2+ s +o{n+1xn+1) Bd"y“ + d2y2+'.*¢i&+1yn_':1
=20

Ini menun jukkan bahwa {y1,y2,.... . } adalah suatu himpunan

n+1
yang bérgantung linier sebub tidak semuac{i = 0 .Mengingat him
punan bagian dari R(T) ini diambil sembarang, dapat disimpul -
kan bahwa R(T) tidak mempunyai himpunan bagisn yang bebas lini

er yang terdiri dari n+1 atau lebih elemen-elemen. Dengan defi

2

nisi 28 verarti dim R(T)} & n

~2.14 OPERATOR LINIER KONTINU DAN OPERATOR LINIER TERBATAS

Definisi 41
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Misalkan X dan Y adalah ruang norm dan D(T) ¢ X
T : D(T) ——— Y adalah operator linjer. Operator T dika-

takan terbatas jika terdapat bilangan riil ¢ sedemikisn se~="1 .,

hingga untuk semua x € D(T), [ T=| ¢ ¢ I=f »

Rumusan ini menunjukkan bahwa suatu operator linier terbg -

tas memetakan himpunan~himpunan terbatas dslam D(T) onto

himpunan terbatas dalam Y. Perlu dicatat bahwa dengan c=]T]"
- aidapat, [T € JriIx|

Teorema 9
Jika suatu ruang norm X berdimensi hingga maka setiap

operator linier pada X adalsh terbstas.

Bukti :
Misalkan dim X = n 8en {ef, ...‘,en} adalah basis untuk
n
X. Ambil sembarang x = ) ﬁjej s dengan ﬁj= skalar ke-j un-
J=1

tuk j=1,2,...,n dan sembarang operator linier T pada X.

Karena T adalsh linier maks menurut definiei 40

Iz | =]T

3-:):1. ajej{z

i,”“';i“j”z ’B—_I gl 175

f—lo

’ o max ”Tekﬂ J—};; 5]

Sedangkan menurut definisi 36 berlaku

J};—[ej] L1 U; E.ej” = 2-Jx| sehingga,

"TxH L mﬁx UTek”-%~”x” atau [Px| é,YWxﬂ
dimana Y = —mlaix ” Tekﬂ

Menurut definisi 41 maka operator linjer T adalah terbatas
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Definisi 42

Suatu operator T : D(T} F~———3 Y, dimans D(T)c x
dan X,Y adalah Tuang norm. Maka operator T adalah kontinu
pada suatu x5 € D(T) jika untuk setiap £)0 terdapat sua-
tu ¥)0 sedemikian sehinggsa UTx - Tx0"< ¢ untuk semua
x € D(T) memenuhi ux - on( 5

Definiai 43 '
Operator T adalsh kontinu jika T kontinu pada gsetiap’

x € D(T).

Teorema 10

Misalkan T : D(T) F—-—— Y adalah operator linier,di
mana D(T) C X dan X,Y adalah ruang norm, Jika operator 1i-
nier T adalash terbatas maka operator linier 7 adalahb konti

nu.

Bukti ;.

Pandang sembarang X, é:D(T) dan ambil sembarang &yo
Kerena operator linjer T adalah terbatas maka untuk setiap
x € D(T) sedemikian sehingga lx - Xou(s.dim5n38='§L
didapat [Tx - Tx | = [T(x-x)] <Imy [x-x, |

CLIE -
Karena x, diambil sembarang maks menurut definigi 42, 7T

adalsh kontinw,

Teorems 11

Misalkan T : D(T) F————) B(T) acalah suaty operator

linier terbatas s Mmaka
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x - X = Tx, ——%Tx untuk x.»%x € D(T).

Bukti : .
Karena T adalah operator linier terbatas maks menurut

teorema 10, T adalah operator linier kontinu. Karena T ope

rator linier kontinu maka menurut teorems 3 jika X, 0 x

maka Txn — Tx , untuk in,x e D(T).

Definisi 44

Misal T : D(T) =———— Y dan M DD(T), suatu operator
¥ : M ¥—— Y merupaken perlussan operator T untuk himpu
nan M apabila memenuhi

Tx = Tx untuk semua x € D(T).

Teorema 12

Misalkan T : D(T) t———— Y adalsh operator linier
terbatas, dimana D(T) terletak dalam ruang norm X dan Y _
adalah ruang banach. Maka T mempunyai suatu perluasan

T 3 5?53 b} ¥ @imana T adalah operator linier terba-
tas dengan H¥ll= HT”

Bukti
Pandang sembarang x e.ﬁ?%}. Menurut teorema 2, terda=-
pat suatu bsarisan (xn) delam D(T) sedemikian gehinggs
X «=——> x. Karena T operator linier terbatas, didapat
[xp-rx, | = [2ery=x) [ € 2] [xp-x,
Ini memperlihatkan bahwa (Tx_ ) adalah cauchy karena (xn)

konvergen. Dari yang diketahui Y adslsh lengkap, sehingga
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(Txn) konvergen, katakan, Txn‘————ﬁ ¥y &€ Y. Kita definiasikan
¥ dengan Ex:y. Akan diperlihgatlkan bahwa definisi ini tidak
tergantung pada pemilihan partikel suatu bsrisan dalam D(T)
yang konvergen ke x, Andsikata XN ——— x dan Zp 7 Xy
maka ¥ —_— x, dimana {vm) adalah barisaﬁ (x1,z1,12,z2,..)
Oleh karena itu (Tvm) konvergen menurut teorema 11, dan ba-
risan bagian (Tzn) dan (Tx_) dari (Tv_ ) mempunyai limit yang
sama. Terbukti T didefinisikan secara tunggyl pada setisp

x € D(T).T adalah linier dan Tx=Tx untuk setiap x € D(T), se
hingga T adalah perlusssn dari T. Sekarang kita gunakan
!ITxnﬂ { uTI[ﬂan dengan n—y\ . Jadi Tx, ———*4}y=¥x. Karena
x ————~7“xﬂ merupakan pemetasn kontinu, jadli dihasilkan
[[%x[]é “TH Hx[]. Oleh karena itu T adalah terbates dan

[I? H 4 HTH . Tentu za ja ﬂ% H § HT“ karens norm didefinisi-
kan dengan supremum tidak dapat menurun daslam suafn perluas-

an. Jadi dicepat [T [=Jz[ .
2.15 RUANG DUAL DAN OPERATOR ADJOINT

Definisi 45
Suatu fungsional linier f adalah suatu operator linier:.-
dengan domain dalam ruang vektor X dan range dalam lapangan

K dari X. Maksa

£ : D(E) —— &

Definisi 46
Suatu fungsional linier terbatas f adalah sustu operas..-
tor linier terbatas dengan domain dalam ruang norm X dan
range dalam lapangsen K dari X. Jadi terdagpat auatu
30



bilangan riil ¢ sedemikian sehingga untuk semua x € D(r)

Jecar | £ e x|

Definisi 47
Misalkan X adalah ruang norm, maka himpunan semus fung
sional linier terbatas pada X memuat suatu ruang norm deng=-

an norm didefinisikan oleh

R e e
x50 Hxﬂ=1

dimemakan ruang dual dari X dan dinotasikan dengan XS

Definisl 48
" .
Ruang dual X dari suatu ruang norm X adalah suatu ru-

‘ ang banach,

Definisi 49
Miszlkan T: X b——-—3 Y adalah suatu operstor linier
terbatas, dimzna X dan Y adalah ruang norm. Maka operstor
adjoint T : yr Fm————=} X' dari T didefinisiksn dengsn
£(x) = (T*g)(x) = g(Tx) dengan g ¢ Y'
dimana X' adalah ruang dual dari X
Y' adalsh ruang dual dari Y

Definisi 50

Misalken B(X,Y) adalah ruang dari semusa operator-ope-
retor linier terbatas deri X ke Y, dimana X dan Y adalah
ruang norm. Suatu barisan operator (Tn) € B(X,Y) dikat;kan

operator konvergen seragam jika barisan (Tn) konver-
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gen dalam B(X,Y). Atau terdapat suatu operator T:X————>Y
sedemikian sehinggsa ”Tn - TWI%——“—ré_O atae T limit dari-
(T,) -

Teorema 13

Jika 81, 62, cv e ,&n dan "21' sz sew 3 "zn bilang"
an-bilangan riil maka ketidaksemaasn schwarz
n 2 ( n 2 2
ST A )
3= 3= =1
Bukti :
n 2 n 2 n .
JikaE-Eaﬁ‘ ,H.::):ﬂzj danﬂaZﬁj"zj

j"1 j=1 j:a"
Jdika K = 0 maka 7j = 0 untuk semua j, sehingga kedua ru
as ketidaksamaan menjadi nol dan teoreme diatas benar.

Jika § # 0 jadi §¥ )} O , maka
" 2
= = E

5= =1 3
u2 [%f “Zg

=1

= EN? - 2.mM° + MON

= EN® - nM?

=N(EN-—M2)

Karena gg% (N Ej - X "G)Z adalah non negatif dan §¥ ) O
2

maka EN - M harus non negauif atau H2 £ EN

fadi (J}:_;E. % ¢ J.=1 Z)(E 2)
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