BAB 111
KONGRUENSI POLINOMIAL BERDERAJAD SATU

3.1 PENGANTAR

Definisi 3.1

Jika terdapat bilangan bulat m yang tidak kosong,
membagl suatu selang a-b, maka a adalah kongruen terhadap
b modulec m dan ditulis a = blmod md. Jika a-b tidak dapat
dibagi dengan m, maka dikatakan a tidak kongruen terhadap
b modulo m dan ditulis a = bUmod md, a-b dapat dibagi oleh

m, Jjika dapat dibagi olsh —m.

Teorema 3.1
Ambil a,b,c,d,x,y sebagai bilangan bulat maka:

1> a = bCmod M, b = almod M), dan a-b = Olmod m) adalah
merupakan pernyataan yang equivalent.

(2> jika a = bCmod m> dan b = c{mod m> maka a = clmod md.

€3> jika a = bCmod mD dan c = dimod md maka:

ax+cy = bxtdyCmod md.

€4) jika a = bCmod m> dan ¢ = dimod md maka ac = bdimod md

(5> jika a = bCmod md dan d|m, d>0, maka a = blmod <.

il

(B> jika a = bCmod md maka ac = bclmod med untuk <>0.

=ae)
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Bukti :
a2 = bCmod md> =3 a-b=km dengan k=0,1,*2,...
+ mja-b = m[-Ca-bd> = m|b-a maka b=a Cmod md.
szalmod md) = b-az=a-almod m> = kb—a=0Cmod m> karena
m|a-b = m|b-a maka a-b=OCmod md
a-b=0Cmod m>) = a-b+b=0+blmod md = az=bCmod md
asbCmod m> = m|a-b
=cCmod md = m|b-c
sehingga m]{Ca-bd>+C(b-cd> =» m|a~c maka az=cCmod md
asblmed m> = m|a-b = m|xCa-bd
c=dCmod m> = mjc-d 3 m]yCc-dd
makalm|xCa—b)+yCc—d) = mlCax+cy3—Cbx+dyD yvang artinya
ax+cy=bx+dyCmod md
as=bCmod m> = m|a-b
cz=dCmod md = m|c-d maka
m|Ca—b)Cc—d) dengan Ca-bld{c-dd=Cac-bdd{(bld-cd+d{b-add
sehingga m|Cac—bd) Jjadi ac=bdCmod md
a=pbCmod md> = m|a—b dengan m=kd, d>0 maka
kd|a-b = d|a-b = asbCmed m> untuk d>O.
asbCmod m> = m|a-b = mc{Ca-bdc untuk c>0 jadi

ac=bcimod mcd

Teorema 3.2

Ambil £ yang dinyatakan sebagai polinomial dengan

kcefisien bilangan bulat. Jika az=blmod m> maka berlaku :

fCad=fCbli(mod md.
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Bukti :
biandaikan foD=c0x"+c1xh—1+...+c dengan <, adal ah
tal
bilangan bulat.Dari a = b{mod m> dengan menerapkan teorema

2.1 bagian 4 secara berulang-ulang sehingga didapatkan:

az = bZCmod m>, a3 = b3Cmod mD....,ah = b 'Cmod m> dan

xemudian c .a" *} = cjbn_JCmod m> dan akhirnya didapatkan

™ n-1 ksl n—1 . A
coa +c1a +,.,..4Cc = cob +C1b +...+c (mod md> didapat dari
fal kal

teorema 3.1 bagian 3. Sehingga terukti bahwa jika:

a = blmod m3 maka fCad = f{b2Cmod md.

Tecorema 3.3

€13 ax = aylmod m> jika dan hanya jika x = y(mod m ].

(a,m}

(23 jika ax = aylmod md> dan (a,md=1 maka x = yCimod mD.

(32 x = yCmod "k) untuk i=1,2,...,r jika dan hanya jika
x = yimod [mi.mz....,mr]).
Bukti 2
€13 Jjika ax = aylmod m maka ax—ay=mz untuk beberapa

bilangan bulat =z, sedemikian hingga diperoleh

e 3 m a

Cy—-x0= ” z dan kemudian Cy—x3
{a,m) {a,m? (a,m? (a,m
Tetapi ¢ ,.m =1 dan oleh karena itu maka

(a,m} (a,m

{ i }le—x) dan pernyataan ini menyatakan bahwa
{a,m

x

(

[ am]) dengan menggunakan teorema 3.1 bagian 8.

(a,mr

]

y(mod [(af;ﬂ]].Akibatnya Jika = = y[mod

m

]]digandakan dengan a diperoleh ax = ay[@od

{a,m
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Tetapi Ca,m> adalah pembagi dari a dan dapat ditulis
ax = ayCmod m3 dari teorema 3.1 bagian 5.

Untuk contoh

18x = 18yimod 10D adalah eguivalent dengan x=ylmod 2>.

(22 ini adalah merupakan kasus khusus pada bagian 1.

(3> jika x = ylmoed m> wuntuk i=1,2,....r maka m,LICy-xD
1.
untuk i=t,2,...,r y—x adalah pergandaan biasa dari
m ,m_,...,m_dan karena itu Im_,m_,....,m_ 1|Cy-x> ini
1772 r 1’2 r
menyatakan bahwa x = ylmod [mi,mz.....mr]).
Jika x = yCmod {mi,mz,...,m 12 maka x = y(mod m 3 dari
r T
teorema 3.1 bagian 5 dengan nkltmi.mz.--..mrl.

Dalam hubungannya dengan bilangan bulat modulo m pada
dasarnya dilakukan operasi biasa dari arithmatika tetapi
Ltanpa memperdulikan pergandaan dari m. Dalam pengertian
ini tidak dibedakan antara a dan a+mx, dengan x adalah
bilangan bulat. Diberikan bilangan bulat a, ambil g dan r
sebagai hasil ganda dan sisa pembagian dengan m, Jjadi
a=gm+r. Sekarang a = rlmod md dan dari r yang memenuhi
pertidaksamaan O=r=<m, diperoleh bahwa setiap bilangan
bulat kongruenlmodulo m adalah salah satu dari harga-harga

011’8\. P ,m_i.

Definisi 3.2

Jika x = yCmod m> maka y disebut residu dari x modulo
m. Hi mpunan xi,xz,...,xm disebut sistem residu lengkap
modulo m jika untuk setiap bilangan bulat y terdapat satu

dan hanya satu xj sedemikian hingga y = ijmod md .




33

Jelas terdapat tak berhingga sistem residu lengkap
module m  himpunan 1,2,3,...,m-1,m adalah =salah satu
contoh. Himpunan dari m bilangan bulat adalah berbentuk
sistem residu lengkap moduleo m jika tidak terdapat dua

bilangan bulat dalam himpunan kongruen modulo m.

Teorema 3.4

Jika x = yCmod mD maka C(x,md>=Cy,md.

Bukti :

Dari bentuk x = ylmod m> diperoleh persamaan bahwa
y—x=mz untuk beberapa bilangan bulat z. Dari {x,m>|x dan
Cx,md {m didapatkan bahwa C(x,¥2 |y dan karena itu maka
Cx,m)[Cy.m). Kemudian dari persamaan y—x=mz dan dari
bentuk x = yCmod md> diketahui bahwa (y.mdly dan Cy,m|m
sehingga didapatkan bahwa Cx.y)lx dan karena itu maka
Cy,md |[Cx¢,m> dan karena (x,md{Cy,m> dan Cy,md |Cx,m> maka
kemudian diperoleh (x,md=Cy,m> dengan keduanya berharga

positif.

Definisi 3.3

Reduksi sistem residu modulo m adalah himpunan dari
bilangan-bilangan bulat r. sedemikian hingga Crvm3=1.
r. = rfnmd m> jika i=#ji, sedemikian hingga setiap x prime

ke m adalah kongruen medulo m dengan beberapa anggota dari

himpunan r.-



Definisi 3.4
Bilangan ¢(m)} adalah banvaknya bilangan Dbulat
positif yang 1lebih kecil satauw sama dengan m yang

merupsakan relatif prime terhadap m.

Teorema 3.8

Ambil (a,m)=1 misal r ,r_,...,r ~ adalah komplit
atau bagian dari sistem residu lengkap modulo m. Maka
ar,,8ar,,...,ar berturut-turut adalah merupsakan komplit
atau bagian dari sistem residu lengkap modulo m.

Bukti :

Diandaikan bahwa (a,m)=c dengan c#l berarti a dan
m tidek saling relatif prime. Apabila r_,r_,...,r
adalah sistem residu lengkap modulo m, kemudian
dilakukan operasil pergandasn antara bilangan a dengan

sistem residu lengkap modulo m. Karena a dan m tidak

saling relatif oprime, maka akan terdapat hasil

pergandaan ar, dengan i=1,2,3,...,n vang berada dalam
klas yang ssma. sehingdsa ada ri,rz,}..,rn vangz tidsak
mempunysai kawan dengan salah satn dari ar ,ar,,...,ar_

karena ada lebih dari satu ar, Yyang berkorespondensi
pads r. yang sama. Sehingga agdar LS PERERS tepat
berkorespondensl satu-satu dengan BY ,8F,,...,8r maka

(a,m)=1 atau a dan m saling relatif prime.

Teorema 3.6 (Teorema Euler)

Jiks {(a,m)=1 maksa a¢m”5 I{mod m)

34



Bukti :

Ambil ri,rz,...,r¢mﬁ sebagsi reduksi sisten
residu modulo m, Kemudian dari Teorema 3.5
ari,arz,...,ar¢mﬂ adalah Juga reduksi sistem residu

modulo m. Dari sini dihubungkan dengan tiap-tiap r.
terdapat satu dan hanys satu ar, sedemikian hingga
rkaa;#mod m). Selanjutnya untuk r. vang berbeda akan
dihubungkan dengan agjyang berbeda juga. Ini berarti
bahws bilangan~bilangan AY AT, .. s BT hanya
merupakan residu modulo m dari PR R ETE VN tetapi
tidak harus dalam orde yang sama. Dengan operasi

pergandaan dan dengan menggunakan Teoremsa 3.1 bagian 4

Pim? e
didapatkan (aggzn r.(mod m), dan selanjutnya
i=1 i=1
Pim Pem
a@m’n r.=ff r.(mod m),
. i J
j=1 ji=1

Karena (rym)zl maka digunakan Teorema 3.3 bagian 2,

dengan menghapus r. didapatkan bahwa 2% = 1¢mod m).

Teorema 3.7 (Teorema Fermat)
Ambil p yang merupakan prime. Jika pta maka
aP=1(mod p). Untuk setiap bilanzan bulat a,

a= a(mod p)

Akibat (Bukti dari Teorema 3.7)
Jika pta maka (a,p)=l dan a¥®’= 1(mod p). Untuk
mendaspatkan ¢(p), digunakan definisi 3.4, Semus

bilangan-bilangan bulat 1,2,3,...,p-1,p dengan
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pengecualian pada p adalah relatif prime dari p. Jadi
diperoleh ¢(p)=p-1. Dari Teorema 3.8 didapatkan
p-1

persamaan a¢m)5 1{mod p) dan @(p)=p-1, maka &a =

1{mod p).

Teorema 3.8
Jika (a,m)=1 maka ax=b (mod m) mempunvsi solusi
X=X . Setiap solusi diberikan dengan persamasan x=x1+jm

dengan j=0,*1,%2,...

Bukti :

Diketahui bahwa (a,m)=1 atan saling relatif prinme.
Dimisalkan solusinya ada 2, vaitu X, dan X, . Rarens X,
dan x, solusi maka didapatkan bahwa
ax =b (mod m) dan
ax,=b (mod m)

Darl persamaan diatas menyatakan bahwa ax, dan ax,
berada dalam klss yang sams yaitu b. Serta dengann
menggunakan Teorema 3.5, berartil (a,m)=®]1 atan a dan m
tidak saling relatif prime. Rontradiksi dengan vyang
diketahui berarti yang benar hanya ada solusi tunggal.
Misal solusi tersebut adalah x=x_dari (a,m)=1 dan 1=m
didapatkan bahwa ¢#(m)Z1. Maka didapatkan bentuk
x1:a¢deb. Jika x adalah solusi maka ax-ax =b-b=0
(mod m) dan selanjutnya a(x-xl)EO {mod m). Dengan
menggunakan teorema 3.3 bagian 2 didapatkan x-x =0

{mod m), yang menyatakan bahwa xzxdjm denzan Jj adalah

bilangan bulat.

38
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Teorema 3.9 (Teorema Wilson2

Jika p adalah prime, maka C(p-i3t=-1 (mod pd

Bukti :

Diberikan bilangnn bulat j yang memenuhi i=<j<p-1, maka
Cj,.pd>=1 dan didapatkan dari teorema 3.8 bahwa terdapat
bilangan bulat 1 sedemikian hingga ji=t (mod pd dan 0<i=<p-i
i=0 adalah tidak mungkin, maka didapatkan 1=i<p-1. Dengan
tiap-tiap j ini akan dihubungkan dengan bilangan bulat i.
Dari ijsiji=t C(mod p> didapat bahwa J adalah bilangan bulat
sekawan dengan i. Bilangan bulat 1 adalah sekawan dengan
dirinya sendiri. Dengan mengabalkan harga-harga tersebut,
diperoleh 2%£j=p-2. Sehingga didapatkan {(j-1,pd=Cj+i,p2=1
dan karenanvya j2—1=Cj+1)Cj—1)zO Cmod pd. Tiap-tiap j ini

akan disekawankan dengan i=j, 2ZLisp-2 dan sekawan dari i

adalah j§ sendiri. Jadi bilangan-bilangan bulat 2,3,...,p-2
dapat berpasang-pasangan dan ji =l (med pd. Pergandaan dari
semuanya menghasilkan 2.3....(p-2=l {(mod pd dan teorema
¥ilson menyatakan 1....0p-13=-1 (mod pd.

Teorema 3.10
Ambil p prime. Maka sz—l Cmod pd> mempunyai solusi

Jika dan hanya jika p=2 atau p=i Cmod 453.

Bukti :

Jika p=2 didapatkan solusi x=1. Untuk beberapa prime
yang lain pada harga p dapat dituliskan sebagai teorema
¥ilson yang berbentuk

P—l][P+1‘__Cp—j)...(p—l)JE—i Cmod pd
2 2

El.B...j....




hasil pada bagian kiri

masing—masing dengan
faktor—-faktornya.
dengan p-—j pada bagian
kongruensi yang berbentuk

(p—-1:

2
N J¢p—jo=-1 (mod po
i=1

tetapi jCp-jd=-3j% Cmod p> jika p=t Cmod 43,

persamaan
{(p—-1} (p—1 {(p—-11}
2 2 2 2
n J<p-id= n -j"=C-1>
i=1 ji=1
(p—-1)
= - Cmod pd
1
i=a

dan ini berarti mempunyai solusi

Jika p=2 dan p2i (mod 43 maka

dibagi

bilangan

kedua
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dal am 2 bagian,

sama dari

yang

Pasangan—pasangan J dalam bagian pertama

dapat ditulis dalam
akan didapat
(p—1)
2
T 43
=4

(p-47?

j, dari x°=-1 Cmod pd

s I,

p=3 (mod 42. Dalam kasus

ini, jika untuk beberapa bilangan bulat x, x2=-1 Cmod P2,

{p~1)

2
maka diperoleh «P T =0

{p—1>%

=-1>

(p-1°}

2

=1 C(mod pd> dengan

=1 (mod 23. tetapi jelas pitx, didapat xp—lsﬂ Cmod p2

2




dari Teorema 3.6. Kontradiksi ini menunjukkan bahwa x =-1

Umod p2 tidak mempunyai solusi dalam kasus ini.

3.2 S0LUST DARI KONGRUENSI
Sclusi masalah kongruensi adalah analeg dengan solusi

pada persamaan al jabar, Dalam bab ini akan didefinisikan
f{x> sebagai polinomial dengan koefisien bilangan bulat
dan ditulis dalam bentuk foD=aoxn+aixn_1+...+an. Jika u

adalah bilangan bulat sedemikian hingga fCud=0 Cmod md
maka dikatakan u adalah seolusi dari ;=0 Cmod md,
bilangan bulat atau bukan bilangan bulat adalah merupakan
solusi dari kongruensi pada medulus m  maupun pada
polinomial fCx0. Jika bilangan bulat u adalah solusi dari
fCx0=0 Cmod md, dan jika =u (méd m), teocrema 3.2
menun jukkan bahwa v adalah juga merupakan solusi. Karena
disebutkan bahwa x=u (mod m> adalah solusi dari f{x)=0

Cmod mD, yang berarti bahwa setiap bilangan bulat

kongruen ke u module m memenuhi f{:x0=0 Cmod m.

3.3 ALGORITHMA UNTUK KONGRUENSI  LINEAR DAN TEOREMA
CHINESE REMAINDER
Diberikan bilangan bulat a,b dan m>i, dikatakan bahwa
ax=b (mod md adalah kongruensi dari derajad satu atau
kongruensi linear, Pokok pembicaraan adal ah apakah
kongruensi mempunyai banyak solusi untuk x dan jika
demikian bagaimana harganya dapat diperoleh. Yang pertama

dibahas adalah pertanyaan tentang keberadaan suatu solusi
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dari kongruensi. Dan Jjika diberikan algorithma untuk
menentukan sclusi dalam kasus numerik.

Dalam teorema 3.8 diketahui bahwa jika Ca,md=1, maka
ax=b (mod md) dapat diselesaikan dengan tepat satu solusi,
dikatakan X=X, Umod md. Selanjutnya diandaikan bahwa glb.
Maka kongruensi axs=b (mod m> dapat-diselesaikan Jjika dan
hanya Jjika terdapat bilangan bulat x sedemikian hingga
mlCax+b). Dengan g adalah pembagi dari m,a2 dan b ini
adalah equivalen dengan pertanyaan apakah terdapat
bilangan bulat x sedemikian hingga m|g adalah pembagi

pada Cax+bd |g.

Teorema 3.11

Kongruensi ax=b (mod m> mempunyal tepat satu solusi
Jika Ca,mO=1.Lebih umum, jika g dinotasikan sebagai faktor
persekutuan terbesar Ca,md. Kengruensi ini dapat
diselesaikan jika dan hanya Jjika gl|b. Jika gl|b maka
kongruensi ini mempunyai tepat g solusi xzxo+tCm/gDCmod m>
untuk t£=0,1,2,...,g9-1 dengan X, adalah merupakan solusi

dari Ca godx=Cbhb- g2 (mod m- gl.

Bukti :

Karena mzi, maka terlihat bahwa ¢md=l, dengan ¢
adalah fungsi yang didefinisikan oleh Euler sebagai
Hmd=L{0{z<m, Cz, m>=1>, Dari teorema Fermat diperoleh, jika
Flmd=1 maka a¢mmaﬂ {mod m3. Dari hasil ini dapat'

t;b(m)—:lb

dikeonstruksikan T2 » Yang merupakan penyelesaian
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dari ax=b (mod m> dan bentuk yang demikian adalah tunggal.
Andaikan g bukan merupakan pembagi dari b ( dinotasikan
g4b D, maka gi{Cax~b> sehingga berlaku pula mfCax-bd,
akibatnya axsb (mod m3 tidak mempunyai penyelesaian.

Jika glb maka ax=b (mod m> mempunyai penyelesaian
Jika ditemukan X, sedemikian hingga mICaxo—-bD. Karena gim,
glb dan gla, maka dapat pula dikatakan axsb (mod m
mempunyal penvyelesaian jika Cm-gd ICCaxo—bD/g).

Karena (Ca-rgl,(m g33=1, maka C(Cax-b3-gd=0 {(mod m- gl
Juga mempunyal penyelesaian tunggal yaitu X, Yang Ltentu
Juga merupakan penyelesaian dari axsb (mod md.

Untuk mencari penyelesaian lengkap dari ax=b Cmod m
dapat dikonstruksikan sebagai berikut:

x1=x0+Cm/g)
X, =X + 2msg2
xg=xo+Cg—1)Cm/g)

Bila harga-harga a,b dan m relatif besar, pemilihan
harga awal dengan cara coba—coba dari penyelesaian pada
ax=b Cmod md cukup sulit, Sehingga bentuk asli perlu
direduk=si menjadi bentuk yang leblih sederhana, sehingga
memudahkan pemilihan harga dari penyelesaian awal.

Algorithma untuk menyederhanakan dan mencari
penyelesaian dari ax=b (mod m> adalah sebagai berikut:

Cf> Bentuk ax=b (mod md) Jdireduksi menjadi my=-b (mod ad
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tujuannya adalah membentuk kongruensi baru dengan
harga modulus yaﬁg lebih kecil.

(22 Dengan menggunakan sifat-sifat kongruensi dilaokukan
proses penvederhonaan bentuk dan dicoba untuk mencori
penyelesaian awal secara coba-coba. Bila pencarian
penyelesaion acwal sulit Jdilakukan karena harga-harga
a,b dan m masih cukup besar, maka kembalil ke langkah
awal, sampal dipercleh bentuk kongruensi vang mudah
dicari penyelesaian acwalnyea.

<33 Jika Y merupaken penyelesaion my=—b (mod ad naka
myo+b merupakan kelipatan dari a, dikatakan myo+b=axo
dan x°=Cmyo+b)/a merupakan penyelesalan darti

ax=b (mod m.

Contoh 1 :
Akan dicari penyelesajian dari 6x=9 (mod 213.

Bentuk 5x=9 (mod 212> dapat disederhanakan-dengan membagi
bentuk tersebut dengan 3 sehingga menjadi 2x=3 (mod 72
yang berarti a=2 b=3, dan m=7. Terlihat bahwa
Ca,mx=C2,72=1 sehingga mempunyal penyelesaian tunggal, dan
dengan coba-coba diperoleh x°=5. Penyelesaian lengkap
dari Bx=8 (mod 213 ada 3 penyelesaian karena Ca,md=(656,281D
ada 3. Adapun penyelesajan lengkapnya adalah sebagail
berikut
x0=5

x1=5+C21/3D ya=12

x2=5+2C81/3) x§=19
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Contoh 2 :

Mencari bentuk penyelesaian dari 8B3x=880 (mod 21513,
Bentuk S863x=880 (mod 21511 direduksi menjadi bentuk baru
dengan harga modulus yang lebih kecil 21351 y=-880{mod B8535,
selanjutnya disederhanakan menjadi 428y=-880Cmod 8633, hal
ini memungkinkan karena 2181i=1726+428. Bentuk terakhir
di sederhanakan lagi men jadi 425y=—1"7Cmod 8630 dan
direduksi menjadi 863z=17Cmod 425>, disederhanakan menjadi
13z=17Cmod 4255, direduksi menjadi 428w=—17Cmod 13D
disederhanakan menjadi Bw=—4Cmod 13D atau Yw=almeod 13D,
sehingga w=l (mod 133, sehingga w=l merupakan penyelesaian
awal secara iterasi langkah demi langkah dikembalikan ke
kongruensi yang direduksi sehingga

42%. 1+17
-

z s =54
o 13

863. 34-417
= =59
o]
425

21i51. oo+880
X, = ~ =173

B G3

xo=173 merupakan peyelesaian tunggal karena (855,21510=1.
Langkah-langkah iterasi senanltiasa menggunakan
bentuk~-bentuk yang direduksli secara langsung pada tahap
reduksi berikutnya atau dengan kata lain menggunakan

bentuk paling sederhana pada tiap tingkat reduksi. Sebagai
contoh, pada tahap mencari Z, digunakan bentuk dari 13z=

17 Cmod 425> bukan bentuk B83z=17 (mod 4235.
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Contoh 3 :

Mencari penyelesaian dari Bx=4 (mod O
Terlihat bahwa a=8, b=4 dan m=9. Karena (5,93=3 dan bukan
merupakan pembagi dari 4, maka bentuk Bx=4 (mod 83 tidak
nmempunyal penyelesaian.

Teorema 3.12 (Teorema Chinnese Remainder)

Ambil mo,m ,...,m yang menyatakan r buah bilangan
bulat yang saling relatif prime. Maka kongruensi dari
xzaic mod m2, i=1,2,...,r mempunyal penyslesaian umum.
Terdapat 2 sclusi kongruen modulo M aM oy M.

Dengan lain perkataan :

Jika moduli M s, .M bukan pasangan yang relatif

prime, maka tidak mungkin ada solusi wvang kongruen.

Bukti :

Di nyatakan m=Em .m_.. ... m maka terlihat bahwa m |mj
adalah bilangan bulat dan bahwa ( m/m‘i »m2=1. Sedemikian
hinngga dari teorema 3.8, terdapat bilangan bulat bj
sedemikian hingga C m/mjD bj.=_1 Cmod mD. Sehingga jelas

3
bahwa ( m/mj) bj.——,O Cmod mi) Jika imj. Sekarang Jika

didefinisikan xo sebagai

r

™ ba
"fz m_,.. 1 €s.12
_ ]
i=1

maka akan diperoleh
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ﬂ
-
li

r
by m
z “ ba. ba a C(mod m2>
x = — ji=s— = i i
o m ™m
- i
J_

;3

Sedemikian hingga *s adal ah solusi umum dari

kongruensi asal. Jika X dan x, keduanya adalah solusi
umumm xzashmmd m>, i=1,2,....,r, maka didapatkan x =X,
Cmod n%) untuk i=1,2,3,....r dan karena itu X =X Cmod md

diperoleh dari teorema 3.3 bagian 3.

Contoh 4 :

Mencari penyelesaian kongruensi 19x= 1(mod 140D
ini sama dengan mencari solusi simultan dari
18x= 1Cmod 43 189x= 1Cmod 53 19x= 1{mod 72
solusi-solusi dari kongruensi ini adalah :
x= 3Cmod 43 x= 4Cmod 5D = 3Cmod 72
sekarang digunakan tecrema diatas dengan
m1=4 m2=5 m3=7 dan a1=3 a2=4 a3=3
dengan bilangan-bilangan bulat bi’bz’ba didapat dengan
menggunakan kongruensi Cm/mftﬁzl Cmed m?, maka
35b1§ 1Cmod 43 ESbZE iCmoed 5D EObaE 1Cmod 72
yvang kemudian didapatkan b1=_1 b2=8 b_=-1

3

dengan menggunakan persamaan €3.13 maka didapatkan bahwa

s =140 5+ 140 coscay + 149 cisem -i3s
© s 4 7

sehingga diperoleh kongruensi x=138Cmod 1403

harga—-harga dari bg.bz,b9 bukan merupakan satu-satunya
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jawab. Kemungkinan jawab yang lain adalah b1i3 b2=8

b3=—1 dan darisini dengan menggunakan persamaan (3.12 akan

diperolen hasil

140 o yem o+ 140 covcsy + 140 coisem = 472

5 4 7

tetapl x=472 (meod 1403 hanya merupakan alternatif jawab yang

lain.

Contoh 5 3

Mencari bilangan bulat terkecil yang diberikan
dengan sisa 1,2.3,4 dan B yang dibagi dengan 3,5,7.,9 dan
i1 secara berulang-ulang.
Dalam hubungan dengan ini pemecahan masalahnya adalah
x= 2Cmod 5D x= 3Cmed 7O x= 4Cmod 8D x= SCmod 11D
yvang merupakan bentuk yang simul tan.
Dengan x= 1(mod 32 diabaikan karena telah dinyatakan
dengan x= 4(mod 8. Dari persamaan diatas didapat
m1=5 m2=7 m3=9 m4=11 dan a1=8 a2=3 aa=4 a4=5
selanjutnya diperlihatkan bahwa b:’bz‘ba’b4 yvang memenuhi
adalah 693b1§ 1lmod 5D 495b25 ilmeod 72 385b35 1Cmod 93
315b4§ 1C(mod 112 yanng kemudian didapatkan bahwa :
b1=*3 b2=3 b3=4 b4=—3 dengan dua darinya dipilih
negatif untuk mendapatkan Xy dalam bentuk yang sederhana.
Dengan menggunakan persamaan (3.12 diperoleh
xo=C693)C—8)(8)+C4953(3)(3)+C3853C4)C4)+C315)C—3)C5)=1738
ini adalah bilangan bulat terkecil yang memenuhi keadaan

vang diberikan. Semua solusi yang lain dari kongruensi ini
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pdiperoleh dengan cara menambah atau mengurangi 3465 secara

berulang-ulang terhadap 1732.






