BAB II
KONSEP DASAR

2.1 PRIME

Definisi 2.1

Bilangan bulat p>l disebut bilsngan prime atau prime
1slam suatu kasus Jika tidsk ada pembagi d dari E
sedemikian hungga 1< d <p: Jika bilangan bulat a>l bukan
prime disebut bilangan komposit.

Jadi sebagai contoh 2,3,5,7 dan 11 adalah prinme

sedangkan 4,6,8,9 dan 10 adalah bilangan komposit.

Teorema 2.1
Setiap bilangan bulat n > 1 dapat dinyatakan sebagai

hasil kali dari prime.

Bukti :

Jika bilangan bulat n adalah prime, maks bilangan
bulat tersebut berdiri sebagai hasil kali dengan faktor
tunggal. Sebaliknya, bila n dapat difaktorkan ke dalam vang
disebut n n,. dengan 1<n_<n -dan 1<n_<n. Jika n, adalsah
prime maka n_ adalah berdiri sendiri. Sebsaliknya bila dapat
difaktorkan ke dalam bentuk n_n, dengan 1<n <n, dan

1<n4<n1,dengan cara vang sama dilakukan Juga untuk n,.

Proses ini dilakukan berulang - wulang terhadap bilangan
vang dibangun sebagai hasilkali dari faktor - faktor.
Sampai dengan yang terakhir karena faktor - faktor ini




lebih kecil daripada gabungan bilangannya dan tiap - tiap
faktor masih merupakan bilangan bulat yang lebih besar
daripads satu. Jadi n dapat dituliskan sebagal hasilkali
dari prime dan fasktor prime tidak perlu berbeda, sebagai

akibatnysa dapat dituliskan dalam bentuk

_ o oz or
n_pi pz ..... pr
dengan P, sPys .- B, adalah bilangZan prime yang berbed=a dan
L positif.

Teorema 2.2
Jiks plab, dengan p adalah prime, maka pla atau plb.

Lebih bersifat umum jika plaia cee8 maka p membagi pada

2
sedikit - dikitnya satu faktor atdari hasil kall =,
i=1,2,...,n.

Bukti :

Jika pts, maka (a,b) =1 dan karena plab. Ini adalah
langkah awal pada pembuktiasn dari pernyataan umum dengan
induksi matematik. Kemudian diasumsikan bahwa dalil
tersebut berlaku pada p vang membagi hasil kali a dengan n
faktor. Jiksa plaiaz...an sehingda plaic denga ¢ B & .. - B
maka pla  atau plc dengan menerapkan hipotesa induksi
disimpulkan bahwa pt% untuk beberapa selang i dari 2
sampai n.

Definisi 2.2 (Daerah Faktorisasi Tunggal)

Daerah integral komutatif R dengan elemen satuan

disebut daerah faktorisasi tunggal jika memenuhi syarat -

syarat berikut



(1). setiap non unit dari R adsalsah hasil kali finite dari
faktor irreducible.

(2). jika elemen irreducible p dalam R membagi ab, beR maka
p membagi a atau p membagi b

contoh dari daerah faktorisasi tunggal sadalah ring dari

bilangan bulat.

Teorema 2.3 (teorema fundamental pada aritmatik ).
Faktor dari sembarang bilangan bulat n >1 kedalam
ptime adalah terpisah kedalam order pada faktor - faktor

prime.

Bukti :

Bukti pertama
Diandaikan bahwa terdapat bilangan bulat n dengan 2 faktor
vang berbeda_dan membaginya atas 2 representasi prime
biasa, sehingga didapatksn persamaan dalam bentuk

q

pipz =4 qz"' s

1

dengan faktdr ~ faktor Fﬁ dan q; adalah prime péda kedusa
sisi. Hal ini adalah tidak mungkin Karena plh%qz...qs dari
tecrema 2.2, p, adalah membagi pada sedikit - dikitnya satu
dari qj. Sehingza P, harus sama dengan sedikit - dikitnysa
satu elemen dari padsa ;-
Bukti kedua

Diandaikan bahwa teorema ini salah dan sambil n sebagai
bilangan bulat positif terkecil yang mempunyai lebih dari

satu representasi sebagai hasil kali dari prime.



n o= pP,...P, T QG,.-.9,
dsri sini jelas bahwa r dan s adalsh lebih bessar dari pada
"gatu. Prime PysPos ...pstidak mempunysal anggota yvang
bersamaan dengan q;,qz,...qs, karena sebagai contoh , iika
P, bilsngan prime maka dapat membagi kedus sisi  pads
persamaan (2.2) menjadi 2 faktor vyang berbeda dari n/p .
Tetapi ini akan kontradiksi dengan asumsi bahwa semua
bilangan bulat yang 1lebih kecil dari pada n dapat
difaktorkan secars tunggal. Selanjutnya, tanpsa
menghilangkan anggapan bahwa P, <q, dan didefinisikan

bilangan bulat positip n sebagai berikut:

= p,(p,p .. B - Q,49,...9)

1

N =1(a, - P, 9,9,---9,
hal ini jelas bahwa N <n , sehingga N =adalah faktor
tunzggel; dalam prime. Tetapi p (q, - ¢ ),maka (2.3)
memberikan 2 faktor pada N, satu vang mnenyangkut P, dan
vang lainnya tidak menyangkut p, Jadl kontradiksi.

Dalam pengguanaan pada teorema fundamental kadang
ditulis beberapa bilangan bulat a > 1 dalam bentuk
8 = ﬁﬁpaz...p?ﬁdengan prime p = vang berbeda dengan
exponent & positif. Meskipun kadang -kadang dilakukan
perjanjian untuk menggunakan sedikit wvariasi pada bentuk
kanonik dan memperbolehkan beberapsa exponentnvsa sama
dengan 0. Untuk contoh, jika ingin mengdambarkan pembagi
terbesar g pada a dan b pada hubungannya dengan faktor
prime pada a dan b dapﬁt dituliskan

(&3 R >3 (= 1 F4
- B fr P

a:plpz..‘pr o 1 -2 'pr

dengan CKZG dan fﬁZCL maka pembagi persekutuan terbesarnya



adalah

g = (a,b) = pm'm(eu,ﬁz) pzmin(az,ﬁz) ______ prmin(ar,ﬁr)

1
dengan min(a,f?) menyatakan minimum dari o dan 3. Dalam
kasus a = 108 dan b = 225 skan diperoleh
a = 2°3°5° b = 2°3%F° g = 2°3%5° = ¢
dengan cara sama kelipatan persekutuan terkecil dari a dan

b adalsh sebagai berikut

max (ot ,51) _max(o2,f32) max (e, {Fr )
1. - B, JEILR N

[a,bl =p
dengan max(a,3) menyvatakan maximum dari o dan (3. Jiks
tidak ads o, yang lebih bessr daripsds 1 maka dikatakan

bahws adalah hasil perkalisn bebas.

Teorema 2. 4
Bilangan-bilangan prime adalzh infinite. sehingga
tidak ada akhir dari barisan bilangan -~ bilangan prime.

2, 3, 58, 7, 11, 13,

Bukti :

Diandaikan bahwa bilangan prime hanva finite p,p,. P,
Mgka bentuk dari bilangan tersebut adalah n = 1+ PP, --P,
dengsan catatan bahwa n tidak dapat dibagi dengan Py atau P,
...atau < Dari sini terdapat beberapa pembagi p dari n
acdalah prime vang berbeds dari 1= PR <Hp Dengan n adalah

salah satu prime vyvang membsagi faktor prime p, ini

menyatakan bahwa bilangan prime adalahinfinite.




Teorema 2.5
Terdapat suatu selang dalsm barisan prime.
Selanjutnyva, ditetapkan, diberikan bilangan bulat positif

k, terdapat k bilangan bulat yang berurutan.

Bukti :
Dinyatakan bilangan -bilangan bulat:
(h+1)1+2, (k+13143, ...,C(k+1)!1+k, (k+1)!+k+1.
setisp unsurnysa sdalah hkombinasi karena J membagi (k+1)1+)

Jika Z2=j=k+1.

Teorema 2.6
Hasil kali dari k bilangan bulat berurutan dsaspat

dibagi dengan k!.

Bukti :
Diasumsikan bahwa koefisien dari xkyn_k dalam expansi
pada (x+y)" sadalah bilangan bulat dengan bentuk
ni
kidn -k)!
dengan n dan k adalah bilangan bulat positif dan k=n.
Sehingga dapat dituliskan dalam bentuk sebagsai berikut:

n{n-1)(n-2)...(n-k+1)
k!

dengan wmenghilangkan (n-k)! dengan beberapa faktor vyang

terdapat dalam n!. Hal ini membuktikan untuk bilangan bulat




10

positif yang berurutan. Tetapi teorema ini mengatakan lebih
dari itu, karena disini tidak dibatasi untuk bilangan bulat
positif. Mengenai kasus pada bilangan bulat negatifnya
dépat dibuktikan sebagazi berikut

pertama - tama terdapat % bilangan bulat negatif vyang
berurutsn , sebagisn tanda sama dendan hasil ksli dari
bilangasn bulat vyang tidak semuanya positif dan tidak
semuanya negatif harus memuat nol diantara hasil kalinya.
balam kasus ini, hasilnya dipercleh dari definisi pada

pemnbagian.

2.2 RELATIF PRIME.
Periu dicatat bahwa (a,b) adalah himpunan dari setisp
2 elemen vang assosiate. Jika ditulis (&,b) = ¢ artinya

bahwa (a,b) termuat dalam semuza unit pergandaan dari c

Definisi 2.3(Relatif prime)
Dalam faktorisasi tunggal domain, 2 elemen a,b diéebut

relatif prime jika dipenuhi kondisi bahwa (a,b)y = 1.

Definisi 2.4 (Pembagisn persekutuan terbesar)

Elemen d dari faktorisasi tunggal domain R disebut
pembagian persekutuan terbesar dari elemen - elemen &,b
jika

(1). d]a dan dlb

(2). jiks cla dan c|b maka cfd

§ifgt - sifat dari bilangan bulat relatif prime untuk
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setiap bilangsan .bulat a,b,c,d,r dan s adalah

sebagai berikut

(1), Jika terdapat bilangan buliat r dan s sedemikian
hingga ra + sb = 1, mska a dan b sgsaling relatif
prime.

(2. Jika (a,b) = 1 dan clab maka clb

(3). Jika ajd dan cjd dan (a,c) = 1 maka zcld

(4). Jika dlab dan dlecb dengan (a,c)=1 maka dlb

(5). Jika (s,b) = d dengan a=dr dan b=ds maks (r,s) = 1

{8). Jika (a,c) = 1 dan {(b,e¢) = 1 maka (ab,c) = 1
Selanjutnya gifat - sifat dari pembagi persekutuan

terbesar daﬁ bilangan bulaf relatif prime untuk semua

bilsngsan .bulat a,b,c,d,r dan s adalah sebagdai

berikut

(1). Andaikan alb dan e¢lb dan (a,c) = d maka aclbd

(2). Jika aclb dan adlb dan (c¢,d) = 1 maka acd|b

(3). Andaikan (a,b) = d maka untuk beberapa bilangan bulat
x , dix jika x adzlah kombinaéi linier dari a dan b

(4). Andzikan untuk setiap bilangan bulat x,xla dan x|b
Jika xle¢ maka (a,b)=c

{(5). Untuk semua n > 0 , jika (a,b) = 1 m;ka (a,bn) = 1

(8). Andsaikan (a,b} = 1 dan ¢lab maka terdapat bilangan
bulat r dan s sedemikian hingga ¢ = rs , rla, slb dan

{r,s) = 1

2.3 POLINOMIAL

Polinomial vang terdiri dari bilangan - bilangan
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rasional pada koefisien - koefisiennva disebut polinomial
atas ¢, dengan ,¢ menyatasksn field d=asri bilsngan -~
bilangan rasional. Kumpulan dari pelinomisl - poelinomial
dengan variabel x ini dinotasikan sebagal ad {x].

Jadi p[x] didefinisikan sebszgsai

-1

— - tal
plx] = {f(x)] f(x)=g,x+ &ax + ... + & s By

sBis e a8 € P, @ = himpunan bilangan rasional }.

Demikian pula polinomisl dengan koefisien bilangan bulat

dinotasikan sebagai Z{x], dengan Z2[x] didefinisikan

sebagal

Z{x] = {f(x)| f(x}:aoxn+ aixWﬂ+ coe ot oE s &y
2By a8 € Z, Z = himpunan bilanzan bulat rasional }.
Didalam polinomial berikut f(x)zaoxh+ aido+ coe + B

»a, # 0. Bilangan bulat non negatif n disebut derajad
dari polinomial itu dan &, disebut kgefisien utama.
Polinomial f(x) disebut dapat dibagi dengan g(x) vang
tidsk nol, jika terdapat polinomial g(x) sedemikian hinggsa
f{x) = g(x) dan dituliskan sebagai g(x)If{x). Sehinggsa

g(x) disebut sebagal pembagi atau faktor dari f({(x).

Teorema 2.7

Terdapsat polinomial f{x)} dan g(x) atas ¢ dengan g(x)
2 0, sehingga terdapat korespondensi polinomisal g(x) dan
r(x) sedemikian hingga f(x) = g(x)q(x) + r(x} dengan r(x)

= 0 atau r{x) berderajad lebih rendah dari pada g(x).




13

Bukti :

dalaﬁ kasus F(x) = O atau f£f(x) berderajad lebih rendah
dari pada g{(x), didefinisikan g(x) = 0 dan r(x) =
f(x).Sebaliknya bila dilakukan penbagian dengan g{x)
terhadap F(x) menghasilkan quotient q(x) dengan sisa r{x).
Jelss bahwa g{(x) dan r(x) polinomial atas ¢, dan r(x) = @O
atau derajad r(x) lebih kecil daripada derajad dari g(x)
jiks sifat pembsagian berlzaku. Jika terdapat pasangan qi(x}
dan ri(x) nzka skan berlaku
£(x) = g(xyq(x) + r (%)
r(x) - r(x)= g(x) {q,(x) - a(x)}
Jadi g(x) akan merupakan pembagi dari polinomial r(x) -
ri(x) kecuali kalau sama dengan nol, mempunyai derajad yang
lebih rendah dari pada g(x). Dari sini r(x) - r(x) = 0 aan

berakibat q(x) = qi(x).

Teorema 2.8

Terdapat polinomial £(x) dan g(x), vyang keduanya
tidsk sama dengsn nol yvang mempunyai pembagi h(x) vynag
merupakan kombinasi linear dari f(x) dan 2(x). Jdadi
terdapat hubungan h(x}|. F(x), h(x)lg(x) dan h(x) =

£(xIF(x) + g(x)G(x) (2.5)

Bukti :
Deri semua polinomial persamaan (2.5) vang tidak nol
dipilih satu vyang derajadnya terkecil dan menandainysa

dengan h(x). Jika bukan pembagi dari f(x), menurut teorema
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2.7 akan memberilkan persamaan f(xz)zh()a(x)+r{x) dengan
r(x) tidak sama dengan nol dan r(x) mempunyai derajad yang
lebih rendah daripada h(x). Tetapi r(z)=f(x)-hCa(z)=f(x)
{1-F(x)a(x)}-g(x){G(x)a(x)}. Yang dari persamaan 2.5 akan
kontradiksi pada pilihan h(x), Jadi h(z)|£f(x) dan dengan

cara yang sama h(z)|g(x).

Definisi 2.5

Apabila diketahui dua polinomial yaitu £(xz) dan g(x),
maka apabila f(x) dan g(x) dapat difaktorkan atas
faktor-faktor dengan koefisien bilangan bulat maka faktor
yvang merupakan pembagi persekutuan terbesar tersebut
disebut polinomial monic dJd¢x). Dan ditulis sebagail

CEf(x=),g(x)>=d(x}).

Contoh @
F(x)=w +Bx-T=(x+7)(x~1)
g(x):x3+7x?—x—7=(x2~l)(x+7)

d(x)=+7

Teorema 2.9

Terdapat polinomial f(x) dan g(x), keduanya tidak nol
maka terdapat korespondensi dengan polinomial monic d(x)
vang mempunyai sifat-sifat
(1) d(x){f(x), d(=)fa(=).
(2) d(x) adalah kombinasi linear dari f(x) dan (%)

seperti dalam persamaan (2.5).
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(3) Setiap pembagi persekutuan dari f£(x) dan g(x) adalah
pembagi dari d(x), jadi tidak ada pembagi persekutuan
lain yvang mempunyai derajad yang lebih tinggi daripada

d(x=).

Bukti :

Didefinisikan d(x)=c 'h(x), dengan c adalah koefisien
utama dari h(x), sehingga d(x}) adalah monic. Sifat-sifat
(1) dan (2) diturunkan dari h(z) dan d{(x). Persamaan (2.5)
menyatakan bahwa d(x)=e 'f(x)F(x)+c Tg(x)G(x) dan
persamaan ini menunjukkan bahwa jika m(z) adalah pembagi
pada f(x) dan z(x} maka m(x)ld(x}. Akhirnya terbukti bahwa
d(x) adalah tunggal, diandaikan bahwa d(x) dan d ()
keduanya mempunyai sifat~-sifat (1),(2) dan (3). Maka
terdapat d(x)|d (%) dan d (x)|d(x), Jadi d (zx)=q(x)d(x)
dan terdapat d(x)=q1(x)d1(x) untuk polinomial-polinomial
q(x) dan ql(z). Ini menyatakan q(x)qi(x)zl, dari yvang
diketahui bahwa q(x)qi(x) berderajad nol. Sehingsa
di{x) dan di(x) adalalh monic, maka didapatkan a(x)=1,
d (x)=d(x).

Contaoh :
£(x) =K +6:2+6= (x+1) (245)
g(x)=x2+4z+3:(x+1)(x+3)
d(x)=x+1

3 vy — .
X+l—T f(x) > g{x).
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Definisi 2.6

Polinomial f(x) tidask sams dengan nol adalah
irreducible atau prime atas ¢, Jjika tidak terdapat
faktor-faktor g(x) dan h(x) dari f(x) vang berderajad
positis atas ¢.

Contoh :

x*-2 adalah irreducible atas p. Polinomial tersebut
mempunyai faktor-faktor (x-72),(x+¥2) atas bilangan real,

tetapi tidak mempunyai faktor atas ¢.

Teorema 2.10

Jika polinomial irreducible p(x) membagi hasil kali
f(x) dan g(x), maka p(x) membagi psada sedikit-dikitnya
satu dari polinomial f(x) dan g(x) stau

p(xE(x)2(X) = p(x)|E(x) atau p(x)|g(x)

Bukti :

Diandaikan p(x)=f(x)g(x) dengan p(xXE(x) dan
p{(x)4g(x>. Maksa ini berarti Cp(x)y,E{x)>=1 dan
Cp(x),g(x)>=1. Apsbila dilskukan operasi pergandaan antara
f(x) dengan g(x) maka seharusnya C(p(x),f{x)g(x)>=1 tetapi
ini tidak mungkin karena f(x)g(x)=p(x) sehingga
Cp(x), £(x)g(x)>=Cp(x),p(x)I)=p(x) maka vyang benar sadalah

p(x)|f(x) atau p(x)|g(x).
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Teocrema 2.11
Polinomial atas © berderajad positif dapat
difasktorkan atas hasil kali f(x):epi(x)pz(x)ps(x)...pk(x)

dengan g#x) irreducible polinomial monic atas . Dengan

faktor-faktornya adalsh tunggsl atas p.

Bukti :

f(x) dapat difaktorkan secara berulang-ulang sampai
menjadi hasil kali dari polinomial irreducible dan ¢
konstan dapat disesuaikan untuk membuat semua faktor
monic. Sekarang harus dibuktikan kétunggalamnya.
Dinyatakan faktor-faktor yahg lain,
f(x):cqi(x)qz(x)qa(x)...qj(x} dalam irreducible polinomial
monic. Menurut teorema 2.10, p,(x) membagi beberapsa q, (x)
dan dapat membagi g(x) yang membuat pi(x)lqi(x). Dengan
pi(x) dan qi(x) adalsh irreducible dan monic, diperoleh
bahwa p,(x)=q (x). Dengan pengulangan yang sama maka
didapatkan hasil pz(x)zqz(x),pa(x)=q3(x),...,k=j. Jadi

terbukti bahwa faktor-faktornya adalah tunggal atas .

Definisi 2.7

. . i - .
Pelinomial f(x):aox"+a1xn +...+an dengan koefisien

bilangan bulat aj dizsebut primitif = Jjiksa pembagi
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persekutuan dari setiap koefisiennva sama dengan satu.

Teorema 2.1
Hasil kali dari dus polinomial primitif adalah

primitif.

Bukti :

n n-1 bl n—-4
Pandang a x +a x +...+8 dan b x +b x +...+b
o] 1 2l o 1 m

adalah polinomial primitif dan dinyatakan bahwa hasil kali
polinomial ini adalah tidak primitif. Maka terdapat prime

p vang membagi setisp koefisien C, dengan k=0,1,2,...,mn+n.

Dengan aoxh+a1xn 1+...+an adalah primitif,
sedikit-dikitnya satu koefisien tidak dapat dibagi dengan
p. Sehingga terdapat hubungan bahwa p=prime p|ck spta,,
p{bj akibatnysa ckEO {mod p), aizo {mod p), thzﬁ (mod D),
k=0,1,2,...,m+tn, 0=i=n, 0=j=m. Tetapi ini tidsk mungkin,
karena hasil perkalian antara a, dengan bj termaat dalam

e, misal cbﬁ. Sehinggs

p-l'a.L = atzﬂ {mod )
p‘i’bj = bjs!O (mod p)

a. b.=c.
]

I & L EC
i+

i k
aibjzci+jzo {mod p) berarti adsa ckzD (mod p) satau p*ck.

. m+n m+nrn—4 . . . - -
Jadi C X +e x +...+cmm adalah polinomial primitif.




18

Teorema 2.13

Jika polinomial monic f(x) dapat difaktorkan menjadi
dua polinomial monic dengan koefisien rasional, dinyatskan
T(x)=g(x)h(x) maka g(x)h(x) mempunyai koefisien bilangan

bulat.

Bukti :

Diambil ¢ sebagai bilangan bulat positif terkecil
sedemikian hingga c¢g(x) mempunyai koefisien bilangan
bulat. Jika g(x) mempunyai koefisien bilangan bulat maks
c=1. Jadi cg(x) adalah polinomial primitif, karena jika »p
adalah pembagi koefisien, maka plc dan (c/p)g(x) mempunyai
koefisien bilangan bulat. Hal ini berlawanan dengan sifst
minimal dari c.

Dengan cara yang ssma diambil ¢, sebagai bilangan
bulat positif terkecil sedemikisn hingga cih(x} mempunyai
koefisien bilandan bulat, dari sini ¢ h(x) adalah Jjuga
primitif. Maka dengan menggunaksn teorema 2.11 hasilkali
dari {cq(x}}{cih(x)]=ccif(x) adalah Jjugsa primitif. Tetapi
dengan f(x) mempunyai koefisien bilangan bulsat, sehinggs

g(x) dan h(x}) jugs mempunyai koefisien bilangan bulat.
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2.4 TEORI BILANGAN DILIHAT DARI SUDUT PANDANG SECARA

ALJABAR

Definisi 2.8

Sebauh grup G =adalah himpuonan yang terdiri atas
elemen-elemen vang tidak . didefinisikan {undefined
elements) beserta svatu hukum komposisi, yang dapat
disajikan dengan tanda penjumlahan (+) yang memenuhi
aksioma-aksioma berikut
(1) tertutup pada G, yaitn (Va,beG) atbeG,

(2) memenuhi hukum assosiatif (Va,b,ceG) berlsku
at+(b+ec)=(atb)+ec —
(3) himpunan ini mempunyail elemen identitas

(JesG) (YaeG) et+a=ate=a

(4) tiap elemen dalam G mempunyai invers juga dalam G,
(VaeG) (J(-a)eG) a+(-a)=(-a)+(a)=e.

Contoh lain yang termasuk grup mengingat kongruensi
nodulo m. Misal dslam kasus m=6 diberikan contoh nyats
dengan kongruensi sederhans berikut

3+4=1 (mod B) adalah tertutup.

(2+5)+4=2+(5+4)=5 (mod B) adalah assosiatif.

3+0=0+3=3 (mod 6) elemen iden£itasnya adalah O(mod B)

44+(-4)=(~4)+4=0 (mod B) sehingga elemen invers dari

a(mod m) adalah -a(mod m).
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dengan sistem residu lengkapnya 0,1,2,3,4,5.

Jalan lain untuk memikirkan dari penjumlahan grup
modulo 6 dalam hubungannya dengan klas residu. Diambil dua
bilangan bulat a dan b dalam klss residu vang sama modulo
6 jika a=b (mod 8), dan hasil pemisahan semus bilangan

bulat dimasukksn kedalam B klas residu

Cyt--.»,-18,-12,-6,0,6,12,18, ...
C,+v..»-17,-11,-5,1,7,13,19, ...
C,+...,-16,-10,-4,2,8,14,20, ...
C,+...,-15,-9,-8,3,8,15,21, ...
C,:...,-14,-8,-2,4,10,18,22, ...
Cgtv..,~13,-7,-1,5,11,17,23, .

jika elemen-elemen dalam klas c dijumlah dengan

2

elemen-elemen dalam klas C3 Jumlahnya adalah elemen dsalan
klas Cs, mzka dapat ditulis C2+Ca=05. Sehingga untuk vyang

lsin CS+C4201, Ca+CS:C2 dan seterusnya.

Teorema 2.14

Bentuk sistem residu 1lengksp modulo m dari grup
penjumlahan 2 sistem residu lengkap moduloc m menvatakan
grup isomorphis terhadap penjumlahsn dan disebut grup

penjumlahan modulo m
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Bukti :

Diambil sistem residu lengkap 0,1,2,3,...,m-1 modulo
n, sistem tertutup terhadap penjumlahan modulo m dan sifat
assosiatif pada penjumlahsan diturunkan dari sifat
korespondensi untuk semua bilangsan bulat, bahwa s + {b+ec) =
(a+b)+c yang menyatakan a+(b+c)=(a+b)+ec(mod m). Elemen
identitasnya adalah nol. Akhirnya invers pada penjumlahan
dari 0 adalah O(mod m) dan invers penjumlahan dari elemen

a adalsh m-a.
2.5 GRUP CYCLIC

Definizi 2.9

Apabila suatu sistem itu terdiri atas satu elemen
saja, maka elemen yang dihasilkan olehnyas disebut drup
éyclie dendan notasi [a]. Ada 2 macam grup cyclic yaitn
berhingga dan tak berhinggs.
Contoh

Grup cyclic [e].

Teorema 2.158

Grup cyelic (a] yang dihasilkan oleh a sadalsah tak

berhingga jika dan hanya jika a’=a% = p=q vaitu Jjika dan

P q

hanya jika a sams dengan &  hanya jiksa P sama dengan g
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Bukti :

q

Bukti pertama s=a% = p=q =+ [8] tak berhingga.

P

Memang jika diketshui bahwa a°=a% berlaku hanya jika p=zq,

ini bersarti bahwa semua anggota dari
.8 2,57 %,a71,8%,a",2%,5", .. .adalah berlainan. Sehingga
£a} tak berhingga.
Bukti kedua [a] tak berhingga » a’=a% s p=q
Dibuktikan kontrsposisinys. Diandaikan bahwa aF=z°% dengan

p#q. Lalu dibuktikan [a] berhinggsa.

Apabila af=3% dengan pemisalan p>q, maka dari satu pihak
af.a %=a%. 8 9=5%z¢.
Pada lain pihak af.& %=8%"% sehingga &% %e. MHisal =&

adalah bilangan bulat positif terkecil, dengan sifat bahwa

n Ti—4

a =e. Pandsang ao,ai,az,aa,...,a
Pertama-tama akan diperlihatkan bahwa n elemen diatas
semuanya berlainan. Sebab andaikan a =& dengan Q0ZLr<s<n.
Maks karené a"=a' dengan menggandakan dengan a akan
didapatkan bahwa

a” "=a" "za®ze sehingga s-r<n. Ini bertentangan dengan
pengandaiasn bahwa n adalah bilangan bulat positif terkecil
sedemikian hingga a'=e. Selanjutnya setiap bilangan bulat
m dapat ditulis dalam bentuk m=kn+1 dengan 0<l<n. Maksa

m_ knel_ kn 1

ki L 1 . .
a8 =8 .8 :(an) .a =e.a =a sehinggda setiap exponen

dapat direduksi menjadi satu diantara 0,1,...,n-1. Dengan
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demikian terbukti bahwa [al adalah berhingga dan terdiri

atas n elemen. Untuk grup cyclie atas n elemen, berlaku

n__2n .

e=a =a dan seterusnya. Semua grup cyclic adalah abelian
sebab :

m m+nm n+rn T ™

a . =a =a = a

2.6 PERGANDAAN GRUP, RING DAN FIELD

Teorema 2.16

Diambil m>1 sebagai bilangan bulat positif. Reduksi
sistem residu modulo m adalah grup pergandaan module m.
Grup ini berorde ¢(md. Kedua grup disebut isomorphis dan

disebut grup module m.

Bukti :

Dinyatakan reduksi sistem residu ri.rz,rs,...,rn
dengan n=¢{(md>. Himpunan tertutup terhadap pergandaan
module m. Sifat assosiatif pergandaan diturunkan dari
sifat korespondensi pada bilangan bul at, karena
aCbed=Cabdc menyatakan bahwa aCbcdz=CabdcCmod md. Reduksi
sistem residu memuat satu elemen, disebut rj. sedemikian
hingga I}EﬂCmod md dan ini jeias merupakan elemen
identitas yang khas dari grup. Akhirnya untuk tiap ro
kongruensi >¢A5ﬁfmod m}) mempunyal solusi dan solusi ini
khas dalam reduksi sistem residu T ol sl eeeaur . Dua

n

reduksi sistem residu modulo m yangberbeda adalah kongruen
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elemen demi elemen modulo m dan didapatkan kedua grup

adalah isomorphis.

Definisi 2.10

Diambil grup G finite atau infinite dan a elemen dari
G. Jika a"=e wuntuk bilangan bulat positif s, maka a
disebut berorde finite. Jika a berorde finite, orde dari a
adalah bilangan bulat positif terkecil r sedemikian hingsga
a=e. Jika tiada bilangan bulat positif s sehingga a"=e,
maka a disebut berorde infinite. Grup G disebut cyeclic
jika memuat elemen a sedemikian hingga pangkat dari a,
.--,apa,a_z,ani,ao,a1,az,a3,-..
terdiri dari keseluruhan elemen sehingga elemen a disebut
penghasil grup dan disebut sebagai generator.

Jika grup cyclic adalah berhingga dan mempunyai
r—1

. . . . « 2 3
generator a, maka grup inl terdiri dari e,a,a& ;&8 ,.-..,2

dengan r adalah orde dari elemen a. .

Definisi 2.11

Ring adalah himpunan dengan sedikit-dikitnya dua
operasi (+) dan () sedemikian hingga merupakan grup
" komutatif terhadap (+), tertutup terhadap pergandaan dan
sedemikian hingga assosiatif terhadap (%) dan distributif
terhadap operas% (+). Jika semua elemen dari ring selain

zero maka ini adalah bentuk grup komutatif
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terhadap (x> dan ini yang disebut field.

Teorema 2.17 i

Hi mpunan Zm yYang elemen-elemennya 0,1,2,....,m-1
dengan didefinisikan penjumlahan dan pergandaan modulo m,
adalah ring untuk bilangan bulat m>i sehingga ring ini

adalah field jika dan hanya jika m adalah prime,

Bukti :

Telah di jelaskan bahwa sistem residu lengkap modulo m
adalah grup penjumlahan modulo m. CGrup ini adal ah
komutatif, assosiatif dan bersifat distributif terhadap
pergandaan modulc m yang diturnkan dari sifat-sifat pada
pergandaan biasa. Oleh karenanya Zm adalah ring.
Selanjutnya juga telah diketahui bahwa reduksi sistem
residu module m adalah grup terhadap pergandaan modulo m.
Jika m adalah prime, reduksi sistem residu dari Zp adalah
1.,2,...,p~1 maka semua elemen dari Zp selain daripada nol.
Karena 0 adalah =zero dari ring, Zp adalah field. Pada
bagian lain Jjika m adalah bukan prime maka m adalah
berbentuk ab dengan 0<a=b<{m. Kemudian elemen-elemen dari
Zm selain O bukan merupakan grup pergandaan modulo m
karena tidak ada invers untuk elemen a, tidak ada solusj

darl ax=b (mod md. Jadi Zm bukan merupakan field.
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2.7 PERGANDAAN GRUP MODULO M

Dalam teocrema 2.17 telah ditetapkan bahwa untuk
bilangan bulat m>1, himpunan bilangan bulat positif yang
lebih kecil daripada m dan m prime adalah membentuk grup

pergandaan modulo m.

Teorema 2.18
Jika m dan n adalah bilangan bulat relatif prime
positif, maka G{mnd) adalah isomorphis terhadap perkalian

langsung GmO=xE&nd. &Cnd adalah grup dengan n el emen.

Bukti

Jika r adalah beberapa elemen dalam GCmd dan jika s
adalah beberapa elemen dalam &Cnd maka terdapat bilangan
bulat x modulo mn yang memenuhi kongruensi
*=ri{mod m> x==sCmod nJ . c2.10D
dari (r,md=1 dan Cs,nd=t dapat dinyatakan bahwa Cx,mnd=t,
sehingga x adalah elemen dari Glmnl, terdapat elemen
satuan r dalam G(m> dan = dalam Gnd yang memenuhi
kongruensi (2.10). Selanjutnya terdapat korespondensi 1-1
antara elemen x dalam & mnd dan pasangan (r,s)> dengan r
dalam G(md dan s dalam G(nD.

Bukti secara lengkap harus membuktikan sifat dasar

pada perkalian langsung grup bahwa jika x, dalam GOmd




z8

berkorespondensi dengan pasangan Cri,si) dan x, dengan
pasangan Crz,sz) maka x1x2 berkorespondensi dengan Crir'z,
siszb sehingga dapat diperoleh bahwa

X =r Cmod md X_=r {mod md

17 4 27 2

X =s (mod nd X == (mod nd

174 27 2

sehingga dapat dibuktikan bahwa :

XX =r r Cmod md

1727 1 2

XX = s Cmod nd
12 4 2z





