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2.1. Vektor
Definisi 2.1.1:
Vektor adalah suatu kuantitas (besaran) yang mempunyai besar
dan arah.
Contoh: kecepatan, percepatan, gaya, berat, pergeseran fitik.
Definisi 2.1.2:
Penjumiahan dua vektor a = [ay, &, ..., @] dan b = [b,, b;, eeey Pl
adalah vektor, berlaku:
a+b= [a & ..., a5] +[b1, b, ..., ba]
| =[ay + by, @2+ by, ...,a,,fb,.]
Definisi 2.1.3:
Perkalian vektor a = [as, as, ..., &) dengan skalar k adalah vektor.
ka = k[ay, 2, ..., aj |

= [kas, kay, ..., kap]

2.2. Matriks
Definisi 2.2.1:
Matriks adalah kumpulan bilangan yang disusun secara empat

persegi panjang (menurut baris dan kolom).




Bilangan tersebut disebut elemen-elemen matriks. Secara umum sebuah
matriks A=(a), i=1,2 ..,mdanj=1,2, .., n Berari banyaknya
baris m dan banyakriya kol}c__:m n.

Contoh:

1 3]

A=[2 4]

Definisi 2.2.2
| Pandang A = (a;) dan B = (by) adalah matriks yang berukuran

sama. Jumlah dari matriks A dan B adalah matriks C = {cy) yang
perukuran sama, dengan ¢; = & + b; untuk setiap i dan j, atau
A + B=(g;+ by).

Definisi 2.2.3:
A = (a;) adalah suatu matriks dan k adalah suatu skalar, hasil
suatu kA adalah suatu matriks yang diperoleh dengan mengalikan
semua elemen matriks A dengan k.

Contoh :

A_[l 3] ) 2A_2[1 3]_{2 6}
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Definisi 2.2.4:
Pandang A = (&;) berukuran p x q dan B = (by) berukuran g x 1 .
Perkalian matriks AB adalah suatu matriks C = (c;) berukuran p x
rdengan ci;= ai4bq) ¥ @2bzj + . . . + @igbg;, untuk setiapi=1,2,.

.,pdanj=1,2,...,r




Syérat perkalian matriks adalah banyaknya kolom matriks pertama sama
dengan banyaknya baris matriks ke dua.
Contoh :

!

A=[321hmn8=[1
0

Karena banyaknya kolom matriks A = 3 dan baris matriks B = 3

maka A x B ada dan berukuran 1 x 1.

[3]

AxB=[321W}J
0

=[3.3+21+1.0]
=[11]
Definisi 2.2.5:

Pandang A = (a;) berukuran m x n . Tranpose dari A adalah

A" = (g ) berukuran n x m, untuk i =1, 2, ..., mdan
ji=1,2,...,n
Definisi 2.2.6 :

A adalah matriks yang mempunyai jumlah baris dan kolom sama
maka A disebut matriks bujursangkar.

Definsi 2.2.7 :
A matriks bujursangkar yang mempunyai ukuran n x'n, dikatakan
simetri jika A = A”, dengan & = g, untuki=1,2,..., ndan

i=1,2,....,n




2.3. Determinan

2.3.1. Permutasi

Definisi 2.3.1.1 :
Barisan bitangan-bilangan ( ji, j2, . . - , Ja ) dengan ji # jc , untuk i
k(idank=1, 2, ...n)danj salah satu dari bilangan asli
(1,2,...,n)disebut suatu permutasi.

Definisi 2.3.1.2:
Yang dimaksud sebuah inversi pada suatu permutasi (1, j2, - - - »
jn) adalah adanya jx yang rﬁéndahutui ji padahal j < ji, ( i dan
k=1,2,...,n).

Contoh :
(2,1, 4, 3 ) maka terdapat dua inversi :
1. 2 mendahtiui 1
2. 4 mendahului 3

Definisi 2.3.1.3 :
Misalkan ( ji, j , - - . , In } suatu permutasi maka tanda dari

| pgrmutasi tersebut ditulis dengan b( ji, j2, - - -, Jn ) = (+1) jika

genap dan (-1) jika ganjil.

Catatan :

dalam pemakaiannya (+1) sering ditulis dengan (+) dan (-1) ditulis (-)




Definsi 2.3.1.4 :

Determinan dari matriks bujursangkar A yang berukuran n x n

adalah jumlah dari semua n! hasil kali bertanda dari elemen-

elemen matriks A itu .

Det (A) = |Al= S&(j1,iz.-rin) 21j,22); ---Bni, -

Terdapat suatu sifat determinan yang penting yaitu misalkan A

adalah matriks bujursangkar berukuran n x n dan Kk adalah sembarang

skalar, maka:

det(kA) = K" det(A).

dengan menggunakan definisi-definisi dari 2.3.1 dapat dijelaskan sifat

determinan tersebut.

rall a2y 21
431 a2 - 8n

l_anl any *°° am

Misal A=

S —————

|Al = 2b(j1,i2,-----Jn) 31j,82j, - nj,

_dan misalkan |B| adalah |kAj maka

B} =Zb(31,j2,.--.,in ) kayj Kagj, ... kap
=K Xb(j1,i2,---+2in/ 215,82j; -+ - 2mj,

=K' |A|




2.4. Distribusi Gaussian.
Fungsi densitas distribusi Gaussian multivariat dibentuk dari

Gaussian univariat dengan dimensi p=2. Distribusi Gaussian univariat

2

dengan rataan p dan variansi ¢© mempunyai fungsi densitas:

L 08 (zs—_u)z
f(x)=———F=<e G , -0 <X LW 2.4.1)
(x) no?)0 (

plot dari fungsi densitas ini berupa kurva dengan bentuk bel yang

mempunyai luasan satu.

Fungsi densitas Gaussian dengan rataan p dan variansi o®

sering ditulis dengan N(g,cz). Jadi N(10,4) menunjukkan fungsi densitas
Gaussian dengan rataan 10 dan ¢ = 2. Notasi ini kemudian akan
diperluas untuk kasus multivariat.

Bentuk persamaan di bawah ini:

N2
["G”] = (x- k)(G7)(x- 1) (242)

merupakan bagian dalam eksponensial dari Gaussian univariat.
. l;’ersamaan (2.5.2) dapat dibenfuk untuk vektor x yang mempunyai
dimensi p x 1

(% - ) =7 (x - ) ‘ (2.4.3)
vektor p (p x 1) menunjukkan nilai harapan vektor acak x dan matriks

T (p x p) menunjukkan kovariansi matriks, dan diasumsikan bahwa %

adalah definit posistif. Densitas Gaussian multivariat dihasilkan dengan
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mengganti persamaan (2.4.2) dengan (2.4.3) dan memasukkannya ke
dalam fungsi (2.4.1). Jika penggantian ini telah dibuat, maka konstanta
normal univariat (2‘11:)_0’5(0‘2)-'6’5 harus di ubah ke dalam bentuk yang
lebih umum, dengan membuat volume di bawah luasan

Ty—1
o 0S(x-p) Z(xp)

P11
maka diperiukan konstanta (2m)2 |Zz. Dengan demikian densitas

Gaussian multivariat dengan p variat mempunyai bentuk

1 1y
f(x) = -————p———ekp(—0,5(x - IJ-)T(E IXX - ll))
2m)2[z/%
o<x<o, i=1,2,....p.

Yang dinyatakan dengan Ny(u, ) dengan

xl"l-"l-l ‘ 611 S - Sp
X3 ~H2 | i . 012 022 * O2
(x -w=l 2. 2| dankovariansimatriks £={ ; : .+

Xp “”pJ Cip O2p " Spp

2.5. Taksiran Maksimum Likelihood

Prosedur taksiran maksimum}ikelihood, menguji apakah taksiran
parameter yang tak diketahui dari fungsi likelihood suatu sampel nilainya
sudah memaksimumkan fungsi itu.
Definisi 2.5.1:

Asumsikan X; Xz, ..., X, adalah sampel acak independen dari

peubah acak X yang mempunyai probabilitas P(x) atau fungsi
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Qensitas f(x) dan tergantung pada parameter yang tak diketahui,

misalnya 8, Maka fungsi likelihoodnya adalah

LO[X) = Py(x1) Pu{X2) . . .P(Xn) , jilka X diskrit

=f (X1} f(x2) . . (%) , jika X kontinu.
Dengan PJx) dan f(x) secara berturut-turut menyatakan fungsi
probabititas dan fungsi densitas.

Pandang X adalah peubah acak diskrit, dan X4, X, ...,Xs adalah
sampel acak dari  X; x4, X2, . . ., Xn adalah nilai-nilai pengamatan pada
sampel. Maka probabilitas nilai pengématan yang terjadi dalam sampel
adalah:

P(X1=X1, Xa= X2, . . ., Xn= Xn) = P(X4=X%1), P(X2 = %) , . . ., P(Xe= Xn)
PXi= x4, X2 = X2, - - -, K= Xa) = PulX1).Px{X2} . . . Pu{n)
= L(O|X) -

Fungsi likelihood yaitu L{0}X) menyatakan probabilitas nilai pengamatan
vang dihasilkan sebagai fungsi 6. Jika X peubah acak kontinu dan
sampel acaknya memuat nilai-nailai yang terietak dalam intervat:
X; € Xj SX+AX, X9 SXp X9 +8x,...,xp S X <x4+A
maka probabilitas nilai pengamatan yang terjadi dalam sampel adalah:
P(x) < X <x;+4Ax,x9 £X5 £X5 +AX,...,X, <X, <% +4x)

= (%) Axfi(x2)Ax. . fu(%n) Ax

=f 1) £0) . . KXo} Ax)"

= L(BIX).{ Ax)”
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ide dasar dari taksiran maksimum likelihood adalah memaksimumkan
fungsi likelihood L(8|X). Jika fungsi likelihood L(8|X) terdeferensialkan ke
0 maka untuk memaksimumkan fungsi likelihood L(0[X) ad_qlah dengan
menurunkan pertama terhadap 6 dan nilainya dipandané séma dengan

nol.

dLEX) _

0.
do

Jika terdapat beberapa parameter dalam distribusi, misalnya
(8,,0,, . . . ,8,) maka fungsi likelihoodnya adalah:

8L(®;,...,0,)
9;

=0, i=12,...,n

Karena L(0]X) adalah probabilitas nilai pengamatan sampel, maka
nilainya akan selalu non negatif, untuk semua kemungkinan nitai-nilai 0.
Diperbolehkan menguiji likelihood denga}l menggunakan ogaritma natural
dari fungsi likelihood, yaitu : |

K(0|X) = in L(8]X).

Karena logaritma natural fungsinya adalah monoton naik untuk nilai 0,
sehingga memaksimumkan nilai K(0|X) identik dengan memaksimumkan
niiai L(6}X). Memaksimumkan nilai K(8X) ini lebih sering digunakan
karena lebih sederhana dalam perhitungannya.

Contoh:

Pandang kasus taksiran untuk parameter A yang mempunyai probabilitas

eksponensial, jika diberikan sampel acak nilai pengamatan dengan
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ukuran n dari suatu populasi. Misalkan nilai-nilai yang terambil, n = 5
adalah 304; 7.,8; 1,4; 13,1; 67,3. Maka fungsi likelhood untuk sampel

adalah:
L(AX) = (J\e‘”""‘). .. (he‘67’3"‘) )

= Kse-izox unfuk 4> 0
Logaritma natural dari L(A|X) adalah
K(A[X) = In (3367120

=5InA-120 A

Untuk mencari nilai maksimum, maka:

A
A =0.042 Karena

2K 5 A
___(lI_X) = _— <0, A adalah nilai maksimum untuk K(A/X).
d2a = A
A
Secara umum untuk nilai pengamatan x4, Xz, . . ., X, fungsi likelihoodnya:

L(AX) = I (e ™)
i=1 .

- ln e—lei

K(AX) =In L (AX) =nInk - AZx;
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—_Tx;
da A
n
XZEX:
A
A n 1
K= ==
in X

2.6. Taksiran Kuadrat Rata-rata.
2.6.1 Prinsip Ortogonalitas.

Definisi 2.6.1.1:

Dua vektor x dan y dikatakan ortogonal jika nilai harapan dari

perkalian kedua vektor tersebut sama dengan nol.

E{xy]l=0
Jika diberikan n data pengamatan y(1}, y(2), . . . , y{n) dan akan
ditentukan n konstanta a;, @2, . . ., én sedemikian hingga jika ditaksir

A

x(n+1Y,) sebagai kombinasi linier dari data.
FAN

x(n+ 1Y) = ay(1) + a:y(2) + . . . + ay(n).

. A :
dengan x(n+1|Y.) disebut taksiran kuadrat rata-rata proses x(n+1) jika

diberikan data pengamatan y(1), y(2), . . . , y(n). Harga momen ke dua

perkiraan galat prosesnya adalah :

P = {( x(n+1) - §(n+1|.'9n) )}
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perkiraan galat proses yang dihasilkan

& (n+1,n) = x(n+1) - x(a+ 1Y)

adalah minimum.

Untuk menunjukkan bahwa perkiraan galat proses yang dihasiikan adalah.

minimum dengan menunjukkan momen ke dua perkiraan galat proses

adalah minimum, yaitu dengan menggunakan teorema proyeksi.

Teorema proyeksi
Momen ke dua perkiraan galat proseé P adalah minimum jika terdapat
konstanta a, sembarang, (k = 1, 2, 3,. . . , n) , sedemikian hingga

perkiraan galat prosesnya ortogonal dengan vektor data pengamatannya.

B x(n+1) - x(a+ 1Y) y®)  k=1,2,...n (2.6.1.1)
Bukii:

Pembuktian dibagi dua bagian, pertama jika P minimum maka perkiraan
galat prosesnya ortogonal dengan vektor data. Ke dua akan ditunjukkan
jika ax memenuhi persamaan (2.6.1.1), maka momen ke dua perkiraan
galat proses, P , akan minimum. -

1. Bukti pertama.

Karena momen ke dua perkiraan galat proses merupakan fungsi dari
konstanta a,, maka

oP

T = E{20x(m+1) - 3+ 1) (9K )
k




_aﬁl'; = 2 E{ (x(n+1) - x(n+ 1) YK }
ag

0=E { (x(n+1) - x(a+1Y0) ¥(K) }

o*p
o 2 E {-y(k)y(k) }

=2 (y(k))*

>0.

Terbukti bahwa jika P adalah minimum maka perkiraan galat prosesnya'

ortogonal dengan data.

E { (x(n+1) - x(n+192) y(K) } = O
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2. Akan ditunjukkan bahwa jika ax memenuhi persamaan (2.6.1.1) maka

momen ke dua perkiraan galat proses P adalah minimum.

persamaan (2.6.1.1)

E{(x(n+1) - §(n+ 1Y)} y(K) (Ciy(1) + coy(2) + .. . +Cy(n))} =0
Untuk sembarang c. Jika ;k himpunan konstanta sembarang, maka
E{(x(n+1) - (a1y(1) *+ 22¥(2). - . +any())?)

= E{((x(n+1) - (any(1)+ . . . +ay(@)+{(@r-a1)y(1) +. . . +(awan)y(n)?}

=E{((x(n+1) - (@y(1) + . . . + ay(M))’} + 2 E{((x(n+1) - (aiy(1) + . . .

Dari

(2.6.1.2)

+

2y(M)) ((@-a1)y(1) +. . . +(@ran)y@N} + Ef(@ra)y(1) +. . . + (30-

an)y(n)?.
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Sesuai dengan prinsip ortogonalitas, yaitu pada persamaan (2.6.1.2)

maka nilai harapan yang ke dua sama dengan nol.

2 E{((x(n+1) - (ay(1)+ . . . +aqy(n))) (8r-a1)y(1) +. .. +ana n)y(M)} = 0
Sehingga persamaannya menjadi

E{(x(n+1) - (21y(1) + 22¥(2). .. +an¥(M))

= E(((x(n+ )@y (1) . .. +ay() HE{@ran)y() +. . + (@ 2a)y(n)’}
nitainya akan minimum jika ax = :k. O

Bukti selesai.

Dari persamaan (2.6.1.2) mengakibatkan
Fal .
(x(n+1) - x(n+ 1Y) L {Ciy(1) + c2¥(2) + . . . + cry(n)) untuk sembarang

6 Sehingga (x(n+1) - x(n+13n) L x(a+1Y%).

Taksiran kuadrat rata-rata yaﬁg digunakan dalam teori tapis
kalman adalah takéiran kuadrat rata-rata dengan menggunakan proses
inovasi. Pada bagian ini diberikan hubungan antara data pengamatan
dan proses inovasi.

| Terdapat ekivalensi secara linier antara proses inovasi a(k)
déngan data pengamatan Y., artinya setiap a(k) adalah fungsi linier dari.
elemen-elemen data Y, . Untuk membuktikan sifat ini digunakan metode
Gram-Schmidt. Metode ini mengasumsikan bahwa a(k) hanya

tergantung pada k (k= 1, 2, . . ., n) data pertama, y(1), y(2), . . ., y(n).
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1) = y(1) kemudian

a(2) = y(2) + ar1y(1)

koefisien a4 ini dipilin sedemikian hingga inovasi a(l) ortogonal pada
a(2)

Ela(2)'(1)]=0

El(y(2) + ay(1)) @'(1)] =0

Ely(2) o1)] + a1.1 E[y(1) a'(1)]=0

_E[y@a’ @]
Efy(2)” (1)]

—

__ Eyayto]
Ey(2)y )]

kemudian

a(3)= ¥(3) + 221¥(2) + 222¥(1)

dengan koefisien a4 dan a,» dipilih sedemikian hingga inovasi «(3)
ortogonal dengan a(l) dan «(2) dan seterusnya. Secara umum
hubungan antara a(l), «(2), : . . , a(n) dengan data pengamatan y(1),
¥(2), . . ., y(n) dapat ditulis :

fam] [ 1 o Olf50]
e@| | a1 0[O

| [ : : . J] Do
I_a(n)_l ap-1n-1 ap-1p-2 ILY(H)J

sebagai catatan bahwa a.,= 1, untuk semua k.
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dari ekivalensi linier antara proses-proses inovasi a(n) dan pengamatan
y(n), maka taksiran kuadrat rata-rata proses x(n+1) jika diberikan data
y(1), y@). . .., y(n) dapat dinyatakan sebagai taksiran kuadrat rata-rata

proses x(n+1) jika diberikan inovasi-inovasi a(1),a(2), . . . ,a(n).

XY, ) = bia(l) + by (2)+ . . . + bya(n)

koefisien by (k=1, 2, . . ., n) ini dipilih sedemikian sehingga

(x(n)-;\;(n|yn Lam , 1<k<n.






