oAB IT PENUNJANG

.

Dalam bab penunjang ini, dibahas mengenai himpunan,

matrik, persamszan garis dan game serta teorema Taylor.

Mamin dalam pembahasannya tidak secara keseluruban -tetapi

hanva sebagian kecil saja vang ada kaitannva dengan ook
¥ Vg

babasan,; vaitu metode penawaran dan Bimabtrix Same.

*

2.1. Himpunan

=i 1 )

e

Defin

Himpunan zadalah sekelompok obisk vang berada

dalam satu kesatuan yang memenuhl syarat dan

sifat keanngotaan sebagai berikut :

~ tiap objsk di dalam kelompok = itu dapat
dibadakan vang satu dari yang lain.

— Harus dapat dibedakan antara Inbjek Yang
merupakan anggota dari suaty - himpunan  dengan

obiek yvang bukan anggota himpunan tersebut.

- Harus ada huburgan vang nyata antara sesama

anggota dari scatu himpunan.

Contoh 1

Himpunan & merupakan himpunan bulzt positif

yang
lzbih kecil dari B.
maka A = {1,2,3,4.5,.868.7%
s
Definisi 2
Himpuman A dikatakan himpunan bagian {sub

s



| =
P}
bimpunan} dari himpunan B dengan notasi & © B

jika setiap uwnsur ({(elemesn) himpunan & juga

merupakan elemen himpunan B.

Definisi 3
Himpunan S dissbut himpunan konvel jika hasil
kombinasi konvek dari 2 titik sembarang anggots
8§ berada di dalam 8, sedemikian sehingoga 3dika
t =« ti+-ﬁ ’c.z gengan d.3 = 0, o + 7 = 1 dam
‘i:i,,t2 58 maka te 5

— . 4

fontoh 2

2} Hidang segi smpat

merupakan himpunan konvek.

b) Bidang berikut -

(i
q

Bukan himpunan konvek, sebab to = t1 + m tz

tidak berada di dalam bidang tersebut.



2.2, Matrik

Definisi 4
Matrik adalah bimpunan skalar (bilangan viil
atau kamplék5} yang disusunsdisejajarkan sSecara
empat persegi panjang (menurut  baris—baris dan
kolom—kolom}. |

Skalar—skalar itu  dissbut elemen matrik. Untuk

Contoh =

—— baris
-— hbaris
—3% haris

O e
J |::| =

[l
‘-,| {_"—I
A e R )

fd BB

Pt ] g )
~
t:.

rolom

r.

Dalam hal ini notasi untuk matrik adalah (. B, C
dan lain—lain (huruf besar). Secara lengkap ditulis matrik
A= {atj} vang artinya suatu matrik A dengan slemen—elamen

& . . yang mana indeks i menyatakan baris ke v dan indeks |
Ll

menyatakan kolom ke j .

Definisi 5
Suatu matrik dikatakan berukuran {(m 2 n} atau
ordo m ® n, jika jumlah baris matrik tersebut

sama dengan m dan jumlah kolomnya. sama dengan n.

Contoh 4
Matrik pada contoh 3 berukuran 3 x 4 atauw matrik

aordo 3 x 4.



Definisi &

Contoh S

Jika & = Tatj) dan B = (bij)’ matrik berukuran

sama, maka A — B adalah matrik C = (Cij) dengan

c,, =a ., b, untuk setiap it dan j.

t] 1] 1]

atau '
A~ B = {a - b}

Jjika diketahui =

?
a=1[3% 1 dan B=1{°¢ 2
| & 2 i 3

maka A — B = [ 3-0 .1—2:} - [ 3 -1 ]

Pefinisi 7

Contoh &

Jika XA skalar dan A = CHN maka matriks
AAS= (kaij), dengan‘ perkataan lain matriks A A
diperoleh dengan mengalikan semua elemen matriks

A dengan X .

Jika diketahui :

Nl'l-h LR
——

>
It
TSy
& .
o] |
t
= ~
e
2
o
=
bl
M=
>
H
f e !
wiw 1
o N|w

Definisi 8

Jika A = (atj) berukuran {(p x q} dan B = {bjk)

berukuran (g % r), maka perkalian A BE édalah

suatu matriks C = (Cik) berukuran (p % rJ),
dengan ¢, =& b, *a, b, ¥ .-+ a3 b,



untuk setiap i = 1;2,...,p dan k = 1,2,...,r
Contoh 7
Biketahui i =
3 -1
A= [ T 2 1 ] dan B = 1 2
o ==
maka
AR = [3.3+2.1+1.0 3.(*1)+2.2+1.(—3)]
= [ i1 —2:]
Lemma 1
Operasi matriks memenuhi hukum asosiatif
terhadap perkalian sedemikian sehingga jika :
A = (atj) matriks berukuran (p % g), B = tbjk)
matriks berukuran (g ¥« r} dan C = tqcl) matriks
berukuran (r ¥ s} maka,
A(BC) = (AB)C

Bukti

Menurut definisi 8 maka »

~

BC = (bjk) (€, = gdjl)

dengan =

= + + . . .t .aa
djl hji .. _bjz C.. bjrcrm {1)

Untuk setiap i = 1,2, ...,gdan L = 1,2,....,5

dan.

dengan :

=« +t a b .

L i1 bak iz bzk iq qk 7" (2}



Untuk setiap i = 1,2, ...,p dan k = 1.,2,...,1
~sehingga s

A{BCY = (a, .Y {d.,)y = (f ) suce-.. ¢
L] il tt

dengan :

= + & T
L a;, 9, 2, 95y a

quql
Untuk setiap i = 1,2, ...,pdan L = 1,2,...,3
Karena {1)-maka

t = a. (b

+- + .t +
i 1a (B G FB, Bay B ot
b +- R +
ithﬂﬂt B2 %2 B e Sy
+ b ¢ + h C + ...+ b
dtq( g1 il qz zl qr CrL)
= {a b + a, b + L.t a B YT +
11 414 12 24 iq ad il
(a. b +a b _ + ...4a b YC. +
i1 12 i2 2z tg g2 21
+ (a. b + a, b + ...+ a b )Y C
i1 4r 12 2r iq aqr ri
sehingga -
f = (a b + a b + ...t a
il ( i1 4k 12 zZXK ig bqk) Ckl

déngan k=1 2, « & - 1
dan karena (2) maka

L LW
-dengan demikian {(3) menjadi

A(BC) = (f. ) = (e, ) (e )

il tk k1l
= (ABR)C
Jadi terbukti A(BC)Y = (AB)JC dan Lemma 1

terbukti.
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detinisi 9

Jika suatu matriks O {a. ) berukuran {(m 2 n}d
. vl

maka transpose dari A ad=slah matriks ﬁ?

berukuran {n % m) yvang didapatkan dari & dengan
menuliskan baris ke i dari A, 1 = 1, 2 . . x Ny
sghagail kolom ke 1 dari ﬁT.'Denganlkata Taim v
T

A = {a,  }
1L
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4

conitoh ¢

Misalkan : A = [1 3 5] maka & =

LR G B

2.3. Pefsamaan Garis
definisi 10

Fercamaan garis yang melalui 2 fitik (U ., Y )

. 1° 1
dan (4 , ¥V ) adalah : “
2 2
v~y goo— oy :
Dy _ .z 1 e _ 2 1 _
(Vv »1) T -1 (U U4} dengdn-ﬁu~:—ﬂ— =)
2 1 2 1

fie’ adalah.gradien,(koefigien arah} garis lurus

contoch 106

Fersamaan garis melalui titik (1,-3) dan (0,5)

adaiah @ , . g

P e 3 .
V- -3 = 53— (U —'13
V+ 3 =-8 (U-1)
V = - 8U + 5

definisi 11
Fersamaan garis ﬁelalui titik (Ui, Vi) dengan
gradien p adalah :

(U—-Ui) =‘p (U—Ui‘)

ﬁéntoh ii

Petsamaan garis melaiui (1,4) dengan gradisn 2

adalah =

V-4=2 (- 1)

Trn

i



deftinisi 12

3

Titik potong antara 2 garis ialah titik Yarig

terletak  pada kadua garis itu, sehingga
koordinatnya memenuhi  kedua pEersamaan garis
tersebut.

contoh 12
Tentukan titik pﬁtong garis ¥ = 20 + 2 dan

V = 34 + 5.

Fenyelﬁsaian H

Menurut definisi 12 maka.kmnrdiﬂﬁt titik potong
kedua garis tersebut memenuhi ¥ = 20 + 2 dan

Y = 54 + 5.

20+ 2 =50+ 5
- 3d = =
U= -1
sehingga ¥V = 2. -1 + 2

dadi titik potongnya adalah (U,V) = {—1.0)

2.4. Sistem Persamaan Linier

detinisi 13
Sistem persamaan disebut sistem persamaan linisr
" iika pangkat ter{inggi dari wvariabel-variahel
nya adalah satu.

getinisi 14

Sistem persamaan linier dengan 2 variabel U dan



-

V., berbentulk :
all + BY + ¢ = 0

dengan a, b, dan = adalah konstanta.

Sistem persamaan linior dengan % variabel U, V.
can W. berbentuk-i
all + bV + W + d = 0
d=trgan &, b, a,'dan d adalahtkonstanta.
Untuk menentukan- nilai U, V dan [ dapat
diselaesaikan dengan cara subsfituEi stau
Elimiﬁasi.
definisi 1&
Sﬁbstitgsi adalah mengganti Suatu rariabel
dengan hargs atauw nilai dari vafiabel tersebut.
definisi 17
Eliminasi adalah meEnghilangkan salah satu
variabel dari 2 Ersamaan dengan islan
menjumlabkan atau mengurangkan dEﬂganr terlebih

dahulu menvamakan koefisien variabel yang

dimaksud.
Conteoh 13

Diketahui 2 p=rsamaan dengan 2 variabel sbbh :
2U + 5V = &
4U + Y = 10

Tentukan harga U dan V vang memenuhi 2 parsamaan

tersebut.



“

2.5,

Fenyelesaian

Bih dahulu

persamaan pertama dikalikan

44 + 10V = 12
au + 9V = 10
V= 2
harga V ini disubstitusikan ke
persamaan diatas, seshingga menurut
' didapat

20 + 5V = &
20 4 5.2 = 4
20 = 6 - 10
2U = ~4 jadi U =

Dengan demikian didapat solusi U

Frogram Linier

persamaan kedua tetap, sehingga didapat

14

dengan cara eliminasi menurut definisi 17 terlae—

2 daﬁ
salah’ satu
definisi Ié&
dan ¥V = 2

FProgram linier merupakan salah satu alat vang

digunakan untuk menyelesaikan masalah riset

operasi  vyang
mengandalkan pada model matematika dan penyelssaiannya.

definisi 18

Contoh 14

Model matematika ialah salah satun cara sedasrhana

untuk memandang suatu masalah dengan menggunakan

persamaan atau pertidaksamaan matematika.

Untuk membuat barang 1 diperlukan & satuan bahan

A dan 4 satuan bahan B,

sedangkan Jjenis

barang
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Il diperlukan 2 satuan bahan A& dan 3 satuan
bahan B. Bahan A tersedia 100 satuan -dan E
tersedia 1530 satuan. Jika barang I diproduksi U
.satuan.dan barang II V satuan, maka tentukan
model matematikanya.
'Pényelesaian H
Model matematika dari pérmasélahan pada contoh
14 adalah sebagai berikut :
&U+2V £ 100
4 U+3V = 150

4 = O dan M = 0O

definisi 19
Dasrah feasible suatu model  matematika ialah

dagrah dimana koordinat setiap titiknya memenuhi

model matematika,.tehégpgy7

Definisi 20
Jika salah satu titik {(sebarang) memenuhi suatu
" pertidaksamaan, maka daerah feasible un tuk
pertidaksamaan tersebut adalah daerah setengah
bidang terbuka yang memuat titik tersebut vang

dibatasi oleh persamaan garisnya.



isé

contch 15
Téﬁtukan daerah feasible dari 2 peftidaksamaan
{model matematika) 2U + 3V < & dan 2U - V2 2,
Penvelesaian : .
. Menurut definisi 19 maka kedua pertidakﬁﬁmaan
tersebut masing-masing ﬁempunyai daerah feasible
saperti tampak dalam grafik dibawah ini yaitu

daerah terarsir.

N U -V =2

Sehingga dasrahb feésible dari 2 pertidaksamaan

7

pada contoh 13 adalah daerah vyang terkena 2
arsiran.

2.6. Bame

Dalam pembghasan mengenal gamse ada beberapa Iﬁturan
yvang harus diperhatikan dan diketahui oleh pihak pemain.
Adapun aturan—aturan tersebut meliputi :

~a. Langkah yvang dapat diambil (dipilih) oleﬁ

setiap pemain. L
b. Informasi yang digunakan tiap-tiap pemain yang

memilih langkah—langkah térsebut.

c. Pembayaran yang harus diggnuhi oleh . tiap—tiap



17

pemain setelah dilakukan permainan.

definisi 21
Langkah adalah cara untuk memilih antara 2
pilihan atau lebih.

definisi 22
Strategi total pErmainan adalah rangkaian
langkah—langkah dari kedua pihak yang merupakan

metode yang digunakan pemain dalam suatu

permainan (game) dari awal hingga akhir.
definisi 23
Strategi murni adalah strategi dimana hanya ada

tepat satu langkah vyang dipilih {terbaik),

yaitu 2 X = (xi, Koz o = =y xm), dengan xk=t= i
dan»&#t= (8]

Contoh 146
Strategi X = (xi, X, Hs) = (0,1,0) adalah

‘strategi murni, sebab hanya ada satu langkah

vang terbaik (dipilih) vyaituw R seﬂang vang

lain bernilai © artinya sama sekali tidak

dipilih.

definisi 24
Strategi campuran adalah strategi dimana ada
lebih dari satu langkah yang terbaik {dipilih)

yvaitu :
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dengan . adalah nilai kemungkinan (peluangj)
i ?

terpilihnya langkah ke i.

Contaoh 17

Strategi X = (x , x_ )Y = {3/4, 1/4) adalah

1 2

strategi campuran, artinya langkah ke 1 (ni}

mempunyai nilai peluang 3/4 dan nilai peluang

terpilihinya langkah ke 2 (xz) adalah 1/4.

definisi 25
Matrilk pembayaran adalah ﬁabel yvang menyatakan
ﬁembayaran vang Dbersesuaian dengan strategi
setiap pemain.
Dalam pemgahasan ini notasi matrik pembayaran

adalah A, B, C (huruf kapital) atauw ditulis {c. )} waitu

L]
pembayaran dengan elemen pembayaran c ., 1 = 1,2, - « - i,
. (] .
i = 1,2, - . .5 n, atau juga ditulis dengan :
r '
C fad PO
i 14 12 Codr
i .
c c P
21 22 2n
. c c A = a T -
mi mz wmn

definisi 26é

Titik pelanan {(titik sadel) adzlah suatu nilail
dalam suatu matrik pembayaran vyang mervupakan
maksimum dari harga minimum baris—barisnya dan

sekaligus merupakan minimum dari- harga maksimum



Contoh 18

12

kolom—~kolomnya, yang merupakan nilai permainan

untuk gamenvya.

Diketahui matrik pembayaran dari suatu game

sebagai berikut :

. 4 2 3 3
’ e € 1 -1
5 1 o 1
maka =
Max [ Min baris i 1 = Max [2, -1, 0] =2

i L L
Min  Max kolem j ‘1 = Min [5, 2, 3, 31 = 2
i i o

karena Max [Min baris 11 = Min [Max kolom j] = 2
i i J J

maka 2 merupakan titik sadel dan nilai permainan

untuk gamenya = 2.

definisi 27

Contoh 19

Jika matriks pembayaran suatu game mempunyai
sadel maka strategi yvang digunakan adalah‘ stra—
tegi murni dan jika tidak mempunyai titik sadel
maka strategi vyang digunakan adalah strategi

Campuran .«

Dari contoh 18, karena matrik pembayaran dari

‘game tersebut mempunyai titik éadel yaitu 2 dan

angka {elemen dari matrik pembayaran) terletak
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pada baris 1 dan kolom 2, maka strategi untuk
pemain I adalah X = (xi, L xa) = {1,0,0) vang
yaﬁg merupakan strategi murni dan strategi murni

untuk pemain II adalah

Y=y, s v s vy )= (0,1,0,0).

definisi 28‘

Fungsi pembayaran P {(X,¥)} = X C ¥ adalah suatu
fungsi yvang menentukan _tntal pembayaran suatu
game yvang bersesuaian dengaﬁ strategi yang dipi-—-
1ih Dengan X, Y masing—-masing adalah strategi

urntuk pemain I dan pemain II.

Dengan X = (xi,xz,...xﬂg, ¥ = (yi,yz,...yn) sgr-
ta C = {c. |} adalah matrik pembayaran.

i
i=1,2,...,m dan j = 1,2,...,0 .

Lemma 2
T m n
XCY =% % (CY) =5 (XC) v,
i.=1L L-j=!. )3
dengan X = (xi,>%,...,§£) adalah strategi pe-—
main I, Y = (yi,y};...,y%), adalah strategi pe-
main II, dan C = {c ) adalah matrik pemhayaran.
. i
Bukti :
Y,
.. T : = Y2
Menurut definisi 2 ¥ = [yi,y&,...,y;] = .
Y,



- Sehingga &
- r b
) T ( S1 G125 Yy
" P n
A CY = [ ;% ge-ay x 1
i P4 : - .
c c R ¥
21 22 Zn 2
L C C _ aamC < L
md ma mnr 4]

karena perkalian dari matrik mementiii hukum

assosiatif (Lemma 1) dan berdasarkan definisi 8

maka 1z
§ . C = P = b
[ . . i1 i2 in i
ray r - - - Y
1* 727 ) -
c © Y o W
21 z2Z 2n z
L C C R L
mi ) mz mrr . n

r__ . ~ -
-
c € ea~nl Y
‘ = [x o % ] 14 12 in 1
r Kyaom m ms X ‘
c C ww=xC ¥
24 22 Zn z
S = C aa 4oL .
L mi mz mon yﬁ J
[ {c + Foa..t C §
i1 y;l 12 yz in yh )
= [x M I | {c I Y I P Y )
17 T2 m 21 74 22 7 2n n
cC + +...+ C
mi yi i ma YZ mn y )

= x {C + + .. Yy + x {cC + sy
gt -.l.:l.y:l. 123’2 1nyn 2 21Y1 zzyz

- -« « *C ) I R I U O = + c + .. F
Zn yn ’ m mi yi mz yz



® M -
[1! 2! ]
= M u . . .
[1’ 2"
.
=f(x €© + 3 C
. 1 11 F )

[ C
i L td 12

m m2
y:l.
c 3}y 1 Y
i -
Y
n

r T 9
y!.
Y
= = =« C, 7 .2
in ‘-
BRC

B T T ]
c C _=waC Yy
44 iz 4T 4
¥ 7
m .
(nd c “nel Y .
24 22 2n 2
- c wnal 4 - yJ
mi m2 mn n
p— -‘ - -
[ C  auwal Y
i4 i2 in E
® ]
m
c c R y
24 22 2 n 2
: : - I
L ¢ [ S L oy
mi mz mnr p n
mea FH o} (x c +x c +
m  m1 1 12 z 22
« (% © + x c + ... o+
1 1im 2 2n
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12
= % x + ... M
_z (‘}-1 E:i.j 2 Czj W ij yj
j=4
r C .
ij
N c
='E [ ) My e ® | 2] yJ
=4 -
LJ Emj §
n
=X (X C Y. v -
. J
1=4
T n T n
Jadi terbukii bahwa X C Y =2 = (C Y ) =% (X Cy v,
. - ' Lomd t t j=d ! 4 J
Lemma 3 p
- ) m L4 m ™
ACY =%Z ¥ u vy, c . dan = T ox v, =1
. . L J ) . L ]
i=2 =4 it=a4 j=4d
dengan :
X = (= H . . . % ) adalah strategi pemain 1
n L
Y = (yi_ Yo = - - yn) adalah strategi pemsin I1
C = (CL, j adalah matriks pembayaran.
L) B
Hukti =

m
Menurut Lemma 2 X C Y =X ® (C YT)l sehingga :

2]




: 1 ) Ld 2 iz v o
L=d
" ‘
= X * e, oM,y C, * ...t H C
. - L ‘yi Ld 1 ‘{2 L2 t yn th
L=1
m s}
= X = H, c
. ) " YJ L
rt=d4d =4 .
- m 1] ’
terbukti = XCcy =% A "V =
' . . r J Ll
r=d 3=1

Cselanjutnya @

M 3

Karena definisi 24 mzaka

detfinisi 29

3
{ X*, Y*, W ) adalah suatu splusi optimal game

G = (X , ¥ 5 F) maka untuk X = ¥ dan Y e X
i 2 i -4



¥
un

berlaku pertidaksamaan.

. dengan =

ng (xf, x:, - = x:) strategl optimal pesain I

v = (yf, y:, . . A yf)'ﬁtrategi optimal pemain II
1 - .

C ='(;tj), matrikgrpemhaﬁaran deﬁgan elemen Etj

Xi= himpunan strategi pemain I

X2= himpurian strafegi pemain 11

W = total pembayaran
Lemma 4
¥ Lk . .
{X Y . W) adzalah suatu solusi optimal game

G = (X , Xz, F)} dengan matrik pembavaran € bila

dan hanva bila

dengan =

Kﬁ= (xf, x:, - e . H:) strategi Dpfimal pemain I
T .
Y= (yf, yj, - . . yf) strategi mptihal pemain II
W = total pembayaran
C= (c, ¥ydengan i =1, 2, ... my J = 1,2 ... n

b

Bukti
Menwut definisi 2? karena (X* ?i W) adalah solusi

optimal game maka berlaku pertidaksamaan



1“‘ n m T *
= Z y., © . = W=z = zou v, -
1=d j=id ! v i=1 j=1 v . .
ataun
Fo vz wx x o v
untuk setiap X e Xi dan Y < Xz
sehingga menurut Lemma 2 didapat :
- m n .
Koy =2 eV = xX*oyy zu .
) L L . J J
=1 =1
dan
m . Hn
x ¥ =% w (CYT) =L (X0) vy SW
=4 ’ v j=1 J

. m

dengan memperhatikan definisi 24 bahwa £ » = 1,
. L
i=1

%, > O yang berakibat juga bahwa

i
n R
T oy, =1, y. = 0 maka dapat dizimpulkan bahwa
j=1 k| J
T . .
(% L)j = W s d =1, 25 .- M
o BT - L
{(C Y ") =W , 1 =1, 2, ... m

Jadi Lemma 4 terbukti .
Sehalgknya dibuktikan jika (}-i:ii C)j E’W (C YﬁTJLE 4
maka (X*, Y*, W3y merupakan ISDluEi game tersebut.
fambil X = Xi strategi campuran pemain I, maka
menurut Lemma 2

. m 7
Xey =X u (CY )i,

kavrena { C ‘1”“)_L = W maka
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2 ¢ S XT - -
XCY =% x (CY ) =% xW=WZ *x
=4 v v =4 b =1
m
menurut definisi 24 bahwa = xt = 1 maka
=4
xcyMsw o . (&

Sekarang diambil Y = Xz strategi campuran pemain II
maka  menurut Lemma 2

m

ey =3z of o v
. i
L=1
karena (X*E )j > W maka :
4] N n
¥ev =z x*e) y25 Wy =w s vy
j=1 i 7 i=1 i j=1 3
m
menurut definisi 24 batwa & vy, = 1 maka :
i=4
x vy 2w ... (5

Dari (4) dan (5) diperoleh pértidaksamaan H
ey zuz xcv¥

untuk setiap X & X1 dan Y & xz’l sehingga menurut

definisi 29 disimpulkan bahwa (X¥, ¥ W) adalah

solusi optimal untuk game G = (Xi, xz, P}, dengan

matrik pembayaran C.

Dengan demikian maka Lemma 4 terbukti.

Lemmad

(X", ¥, W) adalah suatu splusi optimal game

G = (Xi, Xz, P) dengan matrik pembayaran L bila



Bukti

fanya bila

X$= ( xT,,xj, - .-gi } strategi optimal pemain I
Y%= { yf, yj, . e e yf ) Etrategi optimal pemain II
C = tctj)’ dengaﬁ i= 1, 2y wae om, 5 = 1,2 ... n
W = total pembayaran
X$ = Xi, Y = X2 dengan )(_L = himp. strategi pemain i

% i . .
{X, Yf ‘W)  adalah solusi  optimal maka menurut

definisi 292 untuk setiap X < X15 dan ¥ = X2 barlaku

M 3

x o
o
4
W
=
I 7
¢
y
=<

Pertidaksamaan tersebut diuraikan menjadi

A CY = W untuk setiap Y = X2

dan

X C Y™ £ W, untuk setiap X e X

1 . 3

X .
Oleh karena XX C VY = W berlaku untuk V Y = X, dan
karena ¥ < Xz maka diperoleh pertidaksamaan baru

yaitu =

afp
x¥ov™ o2y

Tetapi karena X C Y$T Z W berlaku untuk v X = X1

sxmxeanaa i65)

-dan karena X~ e Xijmaka didapat pertidaksamaan :

x¥ o v¥ <y e D)



Dari (6} dan (7) disimpulkan :

o v sy
T ; _ . . . T
Sekarang dibuktikan bahwa jika X" C Y = W mzka
(X", ¥', W) adalah solusi optimal.
Diandaikan (Xhﬂ'Y$, W) bukan solusi optimal maka
akibat dari definisi 29 didapat pertidaksamaan :
" C.¥' < W, untuk setiap Y = X,
dan
. 0 -
¥ CY¥ > W, untuk setiap X = Xi
Oleh karena X @ & X~ dan v' o= :xé maka kedua
pertidaksamaan tersebut menghasilkan :
e v (wex¥ oyt
L . . o Ky . .
Eontrakdiksi dengan X C ¥ = ¥ sehingga terbukti

iX*, yi, W) adalah solusi optimal.

Dengan demikian Lemma S terbukti.

kesimpulan 1

~

Lemma 4 dan lemma 5 secara ringkas .digambarhan
. sebagai borikut =
L Pemain 11
. ¥ % 3
strategi Y, hA A
xx C A T o = W
d 14 iz in
o x* c c R = = W
Femain I| . "z Z4 22 2n
‘ xg_ c ] S = W
1] md ma2 mn
v v . - . IV W= ...
(i} W [t
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: Dengan :
Koo X X X ) .
= (xi, ¥ 3 mmmy ﬁn) adalah strategi optimal
pemain I, dengan % z 0, = ® = 1

Y* = (yf, y:, “any -y:) adalah strategi optimal

™
pemain II, dengan yj =z 0, = yf = 1

=4
ch= Elemen = dari matrik pemﬁayaran dengan
A =1, 2, seayg My 3 = 1,2, c..yn.
W = Total Pembavaran.

definisi 30

Fermasalahan dari suatu game G = (Xi, Xz, P) dengan

matrik pembayaran C = (Cij)’ i = 1, 2, ... 0,

i=1, 24...,n adalah sebagai berikut :

a) Pemain 1

¥ *)

Mencari strategi optimal X* = (xf, R 3 cema X

dengan 2

Yang memaksimalkan W sehingga
(X* E)i zZ W, 3 =1, 2, cc.a N

W= Total pembayaran.

b) Pemain II ;
Mencari strategi optimal Y* = tyf, V:: XN V*
. ) n
. dengan :

)



e vFy W i=1, 2, 2u., m
RN | |

r By

] Tntal_pembayaran;

definisi 31
! ' .
Jika masalah pemain 1 dianggap masalah primal maka
masalah pemain II disebut masalah dual (dualnya
masalah pemain I) dan sebaliknya maka dikatakan

-

permasalahannya adalah saling dual -

Theorema 1

(Xx, ¥g! Wy merupakan solusi optimal bila dan hanya
bila ‘
xf > 0 maka (C YgT)t = W. ceeeee ()
dan
¥ kS, -
y. » Omaka (X" C )y = W .. -~ £9)
J J
dengan : Xm = (xj s xj, R H:) strategi optimal
alr m -
. . *
pemain [ , ® 2 O danXx x = i
L C=a i
Yﬁ = {yf . yj, “mex y:) strategi dptimal

n &

pemain II, y# > 0dan ¥ vy, = 1
J jma 9
W = total pembayaran.

C =tc. } adalah matrik pembayaran

i = 1, 2y swws Mg 3 7 L2y awasDa



Bukti:

Pertama dibuktikan bahwa jika (X* ¥*, W) solusi

optimal maka (B) dan (2) terpenuhi, menurut Lemma 5

jika (x% v*, W) solusi optihal maka,
. . X* C Y*T =W

m .
Menurut Lemma Z maka X* C Y*T = I x? {C Y*T ). .
] i.=:!. t r
dan oleh sebab = o= 1, maka diperoleh persamaan
L=4d
¥eviFTaz *¥ @ev*T) —wz « ¥
i=g " - i=a
sehingga
m m
= o ¥ (C Y* T). = = x_* W
. L 1 T
L=d . v=4
m m
z x Y@y, - = x¥uw=o0
. t |8 . L
i=d =g
m
T Ix*tcv*ﬁ - x*w1a=o
i.=1 L L L L J

m .
5 ﬁ*{[c:ﬁT] - w}=0...um
i=4 i

Karena menurut Lemma 4 (C \"W)_L <= W dengan kata

lain (C Y*.T)i -~ W = O dan karena ®, > O maka
disimpulkan : "
«c v* "), - W =0 jadi (C vETy o

13

. dan terbukti untuk (8).

Kembali pada persamaan X*C Y* T = W,
Menurut Lemma 2 maka @
’ n
x¥*ev*T =2 (xoy. v,
j=1 7
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n

dan oleh sebab T yf = 1, maka diperoleh persamaan

i=t :

x | I X x

e Tz o YV euz oy,

j=d I j=1
Sehingga didapat =

n n

z (X* C). y# = z y.* W

j=1 4 j=1 !

1al .

s x*oy. y¥- =¥ uw =0

i=1 Y=

Karena menurut Lemma 4 (X* 1 )j‘ =z W dengan kata

lain (X* C)j - W 2z 0 dan karena yj* > 0 maka

digimpulkan :

(X* C)j —~ W = 0 jadi (X* C)j = W

dengan demikian (9) juga terbukti.

Selanjutnya dibuktikan bahwa jika (Xﬁ Yﬁ hﬁ) meme—

nuhi  (8) dan (9) maka (X, ¥, W) merupakan solusi
XT
y

optimal. Dibuktikan x* c = W. Menurut Lemma 2

no ¥
x (€Y ). =2 (X7 C). v,
L oL N

dari {(8) dan (%}, jika x: > 0 dan yf > O maka :

(e y¥T ), =W dan (x¥ L), =W



Sehingga didapat :

m : n
Fev T3 Fu=. 35 w
i=1 j=1 ]
. m ' n
FovT=uwz & =uws Y
1=1 =1 ]
m i N % .
oleh karena z X = 1 dan 1 D S Vi = 1
i=1 v i=1 I
maka
¥ cv¥T =y

Menurut Lemma 5 maka (X, Y, W) adalah solusi
optimal. Dengan demikian Theorema 1 terbukti.

" Kesimpulan 2

Jika (€ Y¥T), < W maka % =0

Hal ini cukup jelas, sehab dari (10), aleh karena

x* >0 . Sehingga. = dengan diketahuinya

i
(c Y*T)i < W maka haruslah x*i= 0.

Kesimpulan 3

Jika (X' C), > W maka yj* =0

Dieh karena y? > 0 . Sehingga _ - dengan
'diketahuinya' (X* E)j > W maka dari {11) disimpul-
kan v * 0O

Contoh 20

- Diketahui sebuah game' dengan matrik _pembayaran

sebagai berikut :



Femain

o e

[T

[

_ 1)

Tentukan solusi optimalnya.

-

¥

Rerdasarkan kesimpulan 1 maka game terssbut dapat
digambarkan =ebagai berikut:
Femain Il
Yy Y2 s
X = -1 & = b
4 ‘
1 ‘ .
x 2 5 ~1 = U
2 -
v IV IV W= ...
W W W
dengan i Xx* = xf, . ) adalah strategi optimal
* 3# . ] ‘-ﬁ
i B { K ¥ = 0.
pemain I dengan ® + X, 1, f . 0

¥ % ¥ .
> Q.
it Yz: VB— -

W = Total pembayaran

nilai game.

Menurut definisi 30 maka game tersebut mempunyail
1

permasaiahan sebagai berikut

Femain I

a
a

Mencari straitegi optimal Kﬁ

¥ *
dengan #, ¥+ X
1 2

menaksimalbkan

i

* ¥

1, = o

T ? 2
sehingga

woF 2o =
1 2

¥ o+ 5 ox o=
i 2z

HoOo— o® =



&

Femain II =

Mencari strategil Dptimaerx'= {yf,yz,yﬁ)
% E S C Ok % E 4 ¥
-+ E e
dengan v, Y, t V¥, T Lla ¥, 2 V¥, Yy = 0
Yang meminimalkan W sehingga
= Y, Y, + & Y, = W
’ —_ <
2 yi + 3 yﬁ ya'— W

Sepbelumnya kita tinjau apakah matrik pembayaran
dari game tersebut mempunyal titik sadel atau tidak, hal

ini bertujuan wunitak menentukan jenis strateginya.

Menurut definisi 246 maka =

Max [ Min baris 1 1 = Max [—-1, -1 1 = —1
i i i
Min [ Max kolom 3 1 = Fin [3, 2, &1 = 3

i i 3
-Eareng Max: [HMin baris 11 # Min [Max kolom 3 ]
i i i J
Maka matrik pembayvaran tersebut -tidak mEMPUNYai
titik sadel, sehingogs mgﬁu?ut dafinisi 27 maka'afrategi
untuk game {ersehut adalzh 5tratégi campuran.‘ﬂanurut
definisi 31, maka masalah pemain’ I disebut masalah primal
Zan masalah pemaiﬁ'II adalah dualnya. .
DiEElesaikén primalnya dahulu dan dualnya dicari
dengan menggunakan theorema 1.Jadi diselesaikan pertidak-

samaan =

e
-4
+
(]
K'g
=

e



dengan Hf, ﬁj = 0O, xf + x: = 1 dan menurut definisi 1&
harqa-xf = 1 - xj‘ ini disubstitusikan kedalam ketiga

.

pertidaksamaan tereebut,l Séhingga didapat :
I - o= W
‘ | — 1+ 6% =W
b - 7w = w'
Menurut definisi 1% maka daerah penyelesaian ﬁari
ketiga pertidaksamaan tersebut adalan sebagai berikut

w u

\ =~ ?6X2_

dengan daerah penyelesaian adalah bidang segitiga terar-—

sir.¥arsna permasalahaﬁnya adalah memaksimalkan W, maka

W maksimum dari daerah penyelesaian tersebut tercapai

pada titik T, ?ang ‘merupakan titik potong antara garis

W=6-7 x dengan W = — 1 + & x, «Menurut definisi 12

maka titik putﬂng T (2, "y W) adalah titik yang memenuhi :
W= -1 + & »,

W= &6 —7 =«
2
Dan menuwrut definisi 17 penyelesaian dari 2 persamaan

tersebut adalah :



£
4]

W=-1+&=x
k 2
W= é - 7 =
., 2 _
O = - 7 + 13 x
z
xz = F/1Z maka W = 29/13
., =1 —
i 2

=1 - 7/13 = &/13

Sehingga strategi optimal untuk pemain I adalabr

¥ = (Hf,"xf) = (8/13, 7/13)

dengan total pembayaran W = 29/13.

Sekarang diselesaikan permasalahan untuk pemain 11

yaitu mencari strategi optimal Yg = (yf, yj, z:) dengan
* o ¢ dan 3 = 1 atau * + * + * b1
Yy = i1 Y Y Y2 Yy

Rerdasarkan theorema 1,  vaitu ( X*, Yx, W o3

solusi optimal, maka karena xf_= /1% > O & nz = 7/1% > ©
maka :
(c V*T)L_i =W dan (C Y™") =y
vaitu :
z - o+ = i3
Y, Y, & Y, 2971
2y + 9y - Y, = 29713
+ =
tderngan Y, Y, + Ya 1
Tetapi karena = #, + 2 w, = T . 613 + 2.7/743F
: !
= Z2/13 » 29713 = W
flaka menurut kesimpuian Fe Y, = ¢ sehingga didapsat
- + = 2 3
Y, & Y, /1
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J Y, + Y, = 1 ) razmanas (13}
Karenaly; Ty, = 1 maka Y, T r - 1A dan'harga Y,

iri disubstitusikan ke persamaan (12) atau (13), sehingga
menurut definisi 16 didapat

>
- 42

Y, T 1= jadi Y, = b/1E
dan Y, = i - Y,
= 1 - &/13 = 7/13
Jadi strategi optimal pemain 11 Y*=_(y§, y:, yf) =
(0, 7/13, &/13) sehingga game dengan matrik psmbayaran :
= -1 b
2 5 - 1

Mempuniyal solusi optimal {xgg-y$, W)

[(6/13, 7/13), (0, 7713, &6/13), 29/13]

definisi 32

al

FPermainan zero—-sum  dua orang ( 2 —person zerooSum

~

game) adalah ,game demgan jumlah keuntungan kedua

belah pihak sama dengan nol.
definisi 23

Fermainan tidak zero-sum dua orang (2-person non

zaro sum game) adalah game dengan jumlah keuntungan

tedua belash pihak tidak sama dengan nol.



2.7.. Derivatif dan Integral

definisi 34

Derivatif dari fungsi v = f (%) didefinisikan sbb

40

Lim Ay _  Lim f (% + Ax) - F (30

Av— Q ATx T Ax— O
Jika limit ini ada .
dengan :

Ay

Ay = perubah pada x

definisi 35

Derivatif dari vy = f{x) pada x
dari derivatifnya untuk » = a

Notasi

- Derivatif pertama dari fungsi v

kan. £ {x) atau EX
dx
- Derivatif ke n {order n)

dinotasikan.

i

Ax

fix + Ax) — f(x) = perubah pada fungsi

a, ialah nilai

f{x} dinotasi-—

\

dari y = f(x)

tn» d"y
£ {x) atau —-
d %"
— Derivatif pertama dari y = F(x) pada = = a

dinotasikan =

 f?x) atau dy }
dx

X

= a

—.Derivatif ke n (order n) y = f(x) pada x = a

\
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 dinotasikan
: , n
£ {a) atau d vy
dx”
= a
Zontoh 21
Tentukan harga derivatif dari f{x) = ¥+ Ty pada
x = 2.
Fenyelesaian :
Menurut definisi 34 derivatif dari f{x) = X 4+ 3x
adalah :
£ (xy = Lim o tx v ax)® x Six o+ Ax) — 8+ 3x)
Ax— O A
. 2 -] 2 :
Lim » + 2% Ax +{Ax) + 3Ixn + FAx — ¥ — 3x
= Ay O Ax
Lim 2x Ax + 3Ax + (Ax)*
=Ax—> O . Ax
_ Lim {2% + 3 + Ax)
Ax— 0O
= 2x + 3
Sehingga menurut definisi 35 harga derivatif

pada .-x = 2 adalah =

f'(x) = 2.2+ 3 =7

ddefinisi 36

derivatif parsiil ke x-dari z = f(x,y) adalah :

' ' _ &z _ Lim fix + Ax,y) — fix,vy)
T Y S T Ak 6 AX




definisi IZ7

derivatif parsiil ke y dari z = f{x,y} adalah :
ﬂ; (tay) = &z _ Lim Tils,y FAy) — T(x,vy)

dy Ay O ] Ay

definisi 38

derivatif parsiil kedua (order 2) z = T(x,vy)
adalah = ' ’
+ e ):azz =_a .‘?_E
wx Y 2 gx || dx
. g ¥
2

fo(n.yy =22 - 2@ oz
VX LY @y du ERY G

T t?ry3-a = ——2-[-25]
. Ox Ay 9% Oy
2 .
a = a az
T Hou = = =3 B
, o) =28 252 [ 2]

contoh 22
Diketahui fungsi z = T(u,y) = 28 — dny + 4 y?
Tenﬁukan fx (Ha¥)a fy {x,¥). fxx (¥ay)s fyx (#,y)
T {(#,y) dan T Ky
Xy e yy (%e¥)
Fenyelesaian :
Menurut definisi 36, definisi 37 dan definisi 38
didapat :
-fx (May) =
Z(x + A)S-F(n + Axly + 8y —(2x%~ 3Ixy + 4y%)

S 1im e
AR - O ' A =
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23 +4xAx +2 (Axn ¥ —3xy — JTAuy + 4yz - =f +3:{y—4y2

=1im
A —= 0 A x
= lim (4% =Ty + 2Ax)
Axw — O
= 4x — 3y
Secara analog didapat
fy {2,y) = —3% + 8y , 1;x {(x,¥v) = 4
“f {(#,yv) = -3 . F {x,¥) = -3 dan ¥ = B8
yx o xy _ Yy .

definisi 3% 4 -

Jika z = f(x,y) dan x = g(t), y = h{t) maka total
derivatif ke t dari z = fi{x,y) adalah

dz 8z dx Hz dy

— = —_——— e

dt Ax dt Sy dt
contaoh 23

Diketahui Z = fix,y) = 3%° + 4y°, x= 3 + S5t dan
y = 6t — 9,tentukan total derivatif ke t dari z.
Penyelesaian : |
menurut definisi 39, definisi 34, dan definisi 36
dz

— = 46x.5 + By.As = 3I0x + 48y.
dt ‘

definisi 40

Integral -atau anti diferensial dengan notasi
J adalah suatu cara untuk mencari suatu fungsi

bila derivatifnya diketahui sedemikian sehingga



4.4

. -
|

bila F' (%) = f{x) maka integral dari f(x) adalah
Sf {w) de = F{xu) + C |
dengan :

F o) ﬂisabutAfuhQEi_integral
¥ (%) disebut integran

C disebut kcﬁstania'integrasi
definisi 41

Jika f{x) kontinyu pada interval a< = < & . dan

F ) = f{x) maka integral tertentu ditentukan :

5B F(x) dx o= F (30) ] = F (b} — F (a}
[+ i

!

Contoch 24
. : 3
Diketahui fi{x) = xg, tentukan nilai & Fix) du
: -

Fenyelesaian :

Menurut detinisi 40 dan definisi 41 maka,

J F ix) du =0 ¥, du
L1 P

a

I |

&

Z

_B1 _ 1 _ _

) =7 —g =20

2.8 Derest Taylur dan Maksimum — Minimum

Sub bab 2.8 ini membahas penderetan suatu  fungsi
pada suatu konstanta tertentu.Jika konstanta tersebut sama

dengan a = O maka deretnya disebut deret. Taylor dan
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jika a = 0 maka deretnya disebut dengan Maclaurin.
Dibahas jugé méngenai nilai maksimum dan Rilsi

minimum dari suatu Tungsi.

Definisi 42

Harga muatlak dari nilai  suaatu Tungsi dikatakan

iebih kecil atau sama dengan M, M >0, artinya
bahwa nilai dari fungsi tersebut terletak antara
—M dan M . Sedemikian sehingga :

| £ (x) | <M artinya - £ f{x) < M.

|’ »
theorema 2

Misalkan T R »R mempunyai derivatif dengan

+
orde n + 1 § 1(2) diselang (a ~ r. a + r) dan
misalkan ada konstanta M > O demikian sehingga

berlaku
| f(n+1>(x)r = M, Untuk samua ¥ diselang
tersebut,maka untuk setiap x diselang itu, T(x)

dapat diuraikan menjadi bentuk =

fi{x) = fia) + ¥ {a)({x—al)+f" " {al f::?’ + fﬁ!s(a)(::a>
lal y *
e+ M Ay 2T 4 Rn.
nt
. tn ey
M |x-al

dengan | Rn | = PEw—

Dan jika n — ™~ maka persamaan tersebut dissbut
deret Taylor vaitu

. ey 2
Fix) = fla) + Fa)(x-a) +  (a) S3 4+ L

Bukti =



- J

!
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M, maka menurut definisi 42 didapat

] _f(n-d-:l.}(x)l <
(k)

-M= f (%) & M.

Jika semua ruas diintegrasikan dari a hingga x,

-

%, maka menurut definisi 431

a .,
-0 Mdx = S FT G0 ode = 2% M odx
o o, a
—HMx T2 £ 0y T2 My T
o <l ] <
My — M (a) € M (x — a)

-~ M (x - a)= f
Hasil tersebut dintegrasikan juga dari a hingga x

diéapat :
k.4
(F7 (x) = F™ (a)) dx £ & M(x - aldx

b

i xM(x - aldu = J
- a

<
b

. b4 _ -ix _‘
MOL/2 58 = am)] = £ G- ™ ta)x| £ M(1/2 x*~ ax)]

. o a a
xom 172 &4 )s £ ()" ()= "x-a) .

Mi1/2 ¥ — an
M(1/2 x° — ax — 1/2 a®+a?)

z C : 2
M {x - a) < f(n71>(x)_ffﬁ~1>(a}“f(némx_aj « M éxla)

2 ! -
Proses integrasi ini diulang (n~1) kali lagi dan
hasilnya adalah sebagai berikut :

- M (x -~ a)""? wy 7 e ——y _ em (x—a)”
oy T S fi{xn) fi{a) f'(a) (x-a) 7 {a) 57
{n) n n+i
- _ (x—a) < M (2 — a)
«- . = f (a)—“"ﬁ“!—— m + T
Jika ruas tengah dimisalkan sama dengan R maka
n
¢ (x - a)"
Flx) = fla) = (@) (x-a) = ..om F7 qa) X FL = g

Sehingga diperoleh



T o(w).

dan -

Iim

n —

maka

kecil dari pada 1/2 dengan

o

{n + 1)!

f{ia) + ' {(a) (x — a)y + " (a)

T
f¢n> (a) (xn la)

R

fm
. n

n+d ™ (X - a)n-l-

- M {(x — a)
R {(n + 1) !

h + 1) ¢ =R =

Atas dasar definisg 42 maka

lx _ aln+1

[E;| = H FF T

Dengan demikian sebégai theorema terbukti.

Misalkan selanjutnya bahwa untuk n bertambah

[£¢7°%2 (%) ] tidak melebihi maka

besar M,

dibuktikan bhahwa :

’ n+d
M lx — &

= (¢ dan dengan demikian, lim o

n —

R.
2]

s

misalkan, | a P maka :

HPn-o-d.
(n + 1)!

d
N -

= M

] “0
+| T
1

P
z

N+ 1 °°°

Sekarang ambil cukup besar sedemikian sehingga

< 172

ZlT

P P | P

lebih

N+ 1

Juga semuanya

,-N+j_~ g == !n+1

demikian :

N n -

MPn'l-i
{n + 1)}!

P

<H R

(1/2)

Lim {

N

Selanjutn#a ditinjau =
n —
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n - N
Lim (2 ) = Lim L
n— ™ - n— ™~ 2
= —ir' =0
2
‘ 1 n-N ' . H P n+1
Oleh karena Lim (5 ) = O maka im  —— = 0
~ 2 _ w N+ 1) 1}
n —» n -

dan Lim R =0

Bentuk uraian pada. theorsma ini menunjukkan bahwa

fungsi f(x) dan suku banyak

fla) + f'(a) (x~a) + ... + £" (ay x72)
mempunyai selisih R;.

Dan untuk n > |x - al, R“ makin kecil untuk
makin besar.

Dengan kata lain, fungsi f(x) dapat didekati oleh
suku banyak tersebut dan selisihnya dapat dibuat
kecil dengan mengambil n cukup besar.

Jika n dibawa ke . tak-= hingga, maka suku hanyak

menjadi deret_tak—hingga‘yaitu H

' z
Flx) = f(a) + f'(a) (x-a) + f° (a) L¥230°,

21 =t
Dengan demikian thecrema 2 terbukfi
Definisi 43
Deret Maclaurin adalah deret Taylor untuk a ‘= o

|

yaitu :
2

fl) = £(0) & £7(0) ) + £ (0 ) E ees
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Contoh 25

Expansikan (uraikan) f(x);ftqé:; menjadi deret
maclaurin (atau diexpansikan ke x = 0 )

F{x) = cos ¥ — T(O} = 1

f (%)= —sin ¥ = sin (—x)=cos (x + n/z) ~» T (0)= O

" (3)= —sin (% /2 )= cos ( x+ 2 % } — 77 ({0) =’—1
£’ (x)= ~sin (x+2 Z)=_cos ( x+ 3’-:- y — 7 (o) =0
47 )= ~sin (b3 Di= cos (x+ 42 ) £ (0) = 1
£™ (x) = Cos ( % +n % Yo n = bulat positif

Jadi |f'™(x)] £ 1 untuk setiap n dan untuk

semua #*,bPan . menurut definisi 43 maka

2 +* <&

» 4 x
Cos X = 1 - 2= + 2 -2 &+
z 2 4! St

Theorema 2

Misalkan F : R®°—sR mempunyai turunan dengan orde
n+l F*? (s;y) diselang {(@a- r, a+ r) dan misalkan
ada kansganta-ﬂ >0 demikian sehinggé Eerlaku

|F‘n+1)( Xyy)| £ M, untuk semua x, Yy diselang
tersebut,maka untuk x,y diselang tersebut,F(x,y)

dapat diuraikan menjadi bentuk.

n

| _ o> & & F (a,b)
F (x5y) = £ [ (x—a) e (y—-b)-zﬂ-}] TL_.
n=o
Bukti
Dari Theorema 2, dengan"mengambil a = 0 (deret

Maclauran untuk fungéi dengan satu perubah) . maka

didapat :



fix) = T2y + F7(0)(x) + e 0 {a) #T + R
déngan
[ }:I"i'i':i .

[ R_ | = ™ e Jika | f<n+1>(D)l < M
Untuk sebuah konstanta M.
Misalkan F{x.v) ‘demikian sehingga

Cf(t) = F{at+ht,b+kt) memenubhi persyaratan vang
_diperlukan untulk uraian ?aylur a, he b dan k

-adalah konstanta dan € perubah dengan 0= t= 1

Misalkan selanjutnya =u = a + ht dan v = b + kt
. L. du _oodv
Ja&aial d—_i'_: =h dan gt = I

Sekarang , f(t) adalah fungsi dari  suatu ﬁarubah

dan uraiannya menjiadi.
n

F(E) = F10) + F (Ot + ... + § ‘G’nt*_ * Rn

causamm=x = (14)

dengan lim Fn = O

n hr A
f{t) = Fi{athtyb+kt) = F{u,v) maka berdasar pada

D . L g _9F du &F dv
definisi 39 didapat: f (t)= 30 ot t== a3

o hOF . 9F
au v
: . aF (&,b) aF {(a,b)
HERS) = ¥ > 2 L .
Jadi T° {0} h 3u + K v
Jelas bahwa gF (u,v) . = | OF(x.y)
L du ] u=a L g | #=a
‘ v=h Y=
dan T @F (u,v) ] [ 8FLy) ]
. av ] u=a L ay | '®x=a
v=h y:b
Jadi fioy = p & FLa:b) (O F (s,b)

aw &y
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‘s . d aF du ¢F dv
LA =T [md—t | ﬂa‘t]
_ @°F [E}_{]z o°F dvdu L oF du
o at dv du dt dt ou  dtf
O°F  dudv , &°F [g]‘”+ oF &
dudv dt dt &P at ov  dt?
tdieh karena
-E‘%=h5 g:=kmakau22u=0dan ——dz:=ﬂ
_ dt gt
. N2 2
" tetapi juga o F - 2F maka diperoleh :
. ax oy ay dx
2 2 A2
frqey=n? L8 wo e LF 2 2T
du fdud v av
dan untuk t = O maka
2 . 2 ’ 2
Fe(oy= r? g f'la,b) + 2 hk 8" F(a,b) & k? & F:a,b)
au du dv gv -
W2 2, .2
atau F°C(0)= K 9—: (8:0) | o & F(2.0) 2 ._5‘_*%_?,5_‘?_)
¥ dn Y ay
Dengan cara yang sams =
3 °F (a,t) 2 ., 8 Fla,b)
F°°°(Q) = h —5 ? + ZH &k ———;——i—— +
J o ax ay
iz @0 Fta.b) s @ F(a,b)
+ Ehl —-—~u§—~ + ¥ ————7%—-—
an 9y ay
dan sSecara umum $
(ry n n i
£ oy = E @) ey 00 Flash),
' as" ad tay
n .
A L T (15)



Ln
%

|W

= s - ., :;
Sekarang ditinjau operatar z (h pege + k'5§ )

8 B . . . 8F (a,b) . . 8F (a.b)
(rlgg + k 5§)F(a,b) berarti h-*-5§—__ + k _fg; o
begitu juga

9 a .° '
(h §E-+ b v 3 F {(a, B) berarti
8 N 8 a
{h FET + k 5;) (h 7 + k ay) Fla,b)

. a3 L@ .8F {a b} o aF (a.byy _,_

atau [h 30 + k 'é"ff][(h 5% + "‘_'5'37_“_] atau
- 2 2 .
12 & F (a,by 5 hi g~ F(a,b), 12 a8 F (:,b)
& . ax ay g vy
dan.secara umuim 3
. 1al ) ™
(h 2wk &y Fa, by =/ 201D
M ¥ "
(n-2) 9" Fla,b)_n (n-1) K" 8" Fa,b) |
Ll } 2 w . Nn—-2 . 2
8w oy ) & oy
n . ‘
L e g Fla,b)
6yp
maka dari {15} diperoleh :
nal - a _' 3 n —-
‘dan deret (14) menijadi :
F(t) = Fla,b) + (h 2_ + k Z_ )F (a,b)t +
¥ ax ay !
& & " F (a,b) t"
- - - + (h‘?‘?"}? + kb—y ) """'T_."'—t_—— + er

dengan limit H; = 0

4] -

Oleh karena f (t) = F (a + ht, b + kt) maka untuk

t = 1 diperaleh



F (a+h, b+k) = F{a,h) + (h

" dengan lim B 0

n— oo .

{h

Ilr'-‘]_g

Jadi F {ath, b+k) =

il
%
|
1

Dengan mensubtitusikan & x =a+h — h

didapat

™

F {=.b)

F (tay) =%, [(k —ay 2 sty - b)fl-] =

ax By
Dengan demikian Thecorema 3 terbukti.

definisi 44

Jika (xo, yD} meruvpakan titik kritis untuk Ffungsi

z = F (%4 y} maka berlaku @
8F _ _ . ar _ s -
= = g dan o O dititik QMD, YD)

definisi 45
Suatu fungsi kwadrat f(x) = a +buw+c, ax o0

dikatakan

~ definit positif bila untuk setiap x
didapat f(x) > 0. Dalam hal ini berlaku

a>0 dan B - fac < O

— definit negatif bila untuk setiap x
‘didapat f(x) £ O. Dalam hal ini berlaku

-

a < 0 dan bz—-4ac<:0
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Theorema 4

Fungsi F (x.y) dikatakan mencapai maksimum di titik

(3 & y') Jika =
o o

. 2
A2 . N2 2
¥, ] : (%3, xb)- a :’(%), %:) _ 8 F (%D, y;) 5 O
a ay Bx 8y
d - 3 F(x ) & Fix )
gan g Fi¥, Y, < Q atau o Yo T O
. 2 2
& ¥ ay

Dan F (#,¥? dikatakan mencapai minimuam di bBitik

(% v )1 jika =
< L=

A2 . 2 N
& 21: {>‘C’ = Y )- & :ﬁ (‘{O 3 ‘Yo ) . & F L8 AC; n Y }] > 0
8 3y ' Lox oy J
2 z
dan s : (ﬁa’ v, ) s 0 atau P y) > 0
3 - Ay
Bukiti =

Dengan menggunakan deret taylor {(theorema 4) sampail

dengan orde 2, dalam hal ini o = % + h, v =y + k.
< o

Jadi ¥ — % = hdan v — v = k, sehingga didapat :
[=3 L]

ul ¥ = r 2 F (}: L y )
F o (x_+ he y_+k) F (xD,yD)‘ + Lh 7= e +

: 2
h2 Q-—E(KD "YO }

2
AR ! + 2h+;af’$o'y)
o Y
' F y
+ K2 Y Y. 4 R e (16)
&yF J n

Rn mengandung derajat ketiga dan derajat 1lebih

tinogi dalam h dan k, dan untuk nilai h “dan k

kecil, Rn kecil, jika dibandingkan dengan suku—suku
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sepelwmya dan ocleh karena itu Rn diabaikan.

fan karena definisi 44 maka (1486) menjadi

dan

atau

4 2
. v = e _ 1 2 & F (¥ s v )
F (aﬂf h, yn+k} i \xg,yo) = = [h '3 >:2. o PR
3F  (x ) 85 F (u )
2 hk S et Yo T B S e YN a7
_ Hay 3¥F J
2 . 2
1 2 h I F (x ,vy
) - ¢ =z k - :
F ("D+ by yD+F, F (rD_yD) > k {[ k] > e e
aw
. - 2
L2 D __..._._a F {}:o" yo )+ __(3 F (xo’ yo') .,.(18)
k on 3y 3¢

k.

semua nilai dari — ™ sampai + v. Misalkan F(Ha,yo)

Walaupun h dan k cukup kecil, h dapat mencapai

mempunyai nilzxi maksimum maka F (ﬁ3+h= %j+k) -
F(ﬁjyﬂj) negatit untuk semua nilai h dan k jadi

bentuk .’

"

2 .2 2 “ - ,
Er s off 5 e e £E
J oyt E 4 3y

adalah definit negatif dan percamaan tersebut dapat

dipandang sabaéai persaman kwadrat dalam [-E]
sehingga menurut definisi 49 berlaku é—; (x , vy )<0
8P F (% N2 8F  (x y % F (x )
22— 'c;syo - 4——2—-—-- o F ya —_— " " yo 0
: ¥y I . 33?
) 2
3 (x Ly ) i?zF {(x v )_ 8% F (n s YN 4 a4
P o e - P o o —_— & o > 0
g ay aydy

Tetapi juga persamaan (i?) bisa ditulis :



&
2z 2
& F (iaﬁy;)
8)3

. | , - i _ 2] k1

cofM TF Gy vy ) F (x . A ﬂ} L)

< - (=]
Lm v Sy 82 j

Sehingga dengan cara vang aéma, jika " F (%},233

mempunyai nilai maksimum maka bearlaku =

2
&
jr (xo,yo) < Q.
R AY; .
2 2 2
& . & F a8 ,
dan 5 {xﬁ ,yﬁ )] = (xo',yo) - ’:—-—--F \xﬂ _.yo ):] > 0
a2y T o AV

jadi F(x .y ) merupakan nilai maksimum untuk F(x%,y)

= 2 .
sika 2P (w vy <0 ataw ZF (x .y ) <0
2 o o . 2 O o
¥ ~ ay :
2
2 2 z .
& g & F a3 -
dan 2F ():D ,yﬂ} - > (xa ,yo) - il (;—{Q ,yﬁ ).' =0
' ¥ BT 8y ; ¥y 1

Selanjutnya dibuktikan untuk nilai minimum 3

His;lkan F-(xo,yo) mempunyal nilai minimum, maka
F(x0+h,yo+k)—F(xo,yo)bernilai positif untuk semua
nilai h dan k.jadi bentuk (18) adalah definit

positif dan menurut definisi 43 berlaku’

2
ar
2 (xo’yo) * 0
8
2 :
2 2 2
dan IV 2 o F (:—:ﬂ Y, )-l —48 : (xo ,yo).a 3 (xo Y, <0
L Iy 4 8 ay
2 2 J 2
a & F
atau (X sv. ) « (X ¥ }— [ {(# .Y q >G
82 o ‘o 9y o ‘o 8y [ B

dan dari 19 dengan cara yang sama maka haruslah

z

2
o F .
(ﬁo,yo)_ > 0

333



z 2 . 2
& F o F aF .

(¥ ¥, ) = (% .y, - I: oA (% ¥ )] pad
PYe- oo | ayz o B v g2y L

jadi F(xo,yo) merupakan nilai minimum untuk F(xay)

z 2
jika aFE LY. 3 ¥ O atan = F (% .y ) » O
2 o T o o ‘o
& ay
' 2
z 2 2
F
dan a:' (}:D,yol.azF(n ,yo)—[a (0'0] * 0
a3 - ay gy

Dengan demikian theorema 4 terbukti

CDnch 26
Tentukan nilai maksimum dan minimum daripada fungsi
F (xy)= x3+y3—SM — 27y + 3F0. untuk (%,¥) vyang
manakah semua nilai gkstrem itu tercapai.

Jawab =
Rerdasar pada definisi‘44 maka untuk nilai ekstrem

herlaku

. QE = O dan Qf = 0
o ay-
Flx,y) = 32 + y —3x — 27y + 30
if =5 - I =0 atau u = I
au
aF _ = 2 - zt -
3y RAY 27 O atau =

Jadititik—titik kritis adalah (1,3),(1,-3),(-1,3)

dan (—1,-3}, selaniutnva

2 2 ..
Eng = b . é~§.= &y dan g F - O
& ay a0y
2 2 : 2 2
maka g 5 . 2 5- - [ gr ] = Gu.by —0 =3I6Ky
3 ¥ ay O xdy



o8

Pada titik (1,3)

- 2 2 ’
g : . 2—5- - [ g ] = ZThuy = F6H.1.3 =108 >0
g ay Yy .
I°F(1,3) L
dan 3t = 4.1 = &6 7 0
2

5
Berdacarkan Theorema 4 maka fungsi Fix,vy) tersebut
mencapai minimum dititik (%),¥))= {(1.¥)dan nilai

minimum itu ialah =

2 - 3.4 - 27.3 + 30

Fii,3)= £ + 3
=1+ 27 —3 — 81 + 30 = ~26

Pada titik (1,-3)

-
2 F4 A
Zr. 2o [ gF ] = 26wy = 36.( 1).(-3)
B oy gxdvy
=~ 108 < 0

maka di titik (1,—-3) tidak terdapat nilai ekstrem

Fada titik (—1.3)

£

2 2 .
& :’ Qi; - [ Q_E;] = 3buy = 3&5.(-1).
3 ay |

maka dititik (—1,3) tidak terdapat nilai ekstrem

Fada titik (—1.-3)

z 2

42 2 z
*F °F _ { @,_E)J = 3bxy = Tb.(-1).(=3)
ey  ay

R

2 - .
OF (133 - 4.(-1) = -6 < 0

N 2
a3

dan

maka berdasarkan Theorema 4, fungsi Fix,y) tersebut

mencapail maksimum dititik (ﬁb,y;)= '("1,—3), dan



nilai maksimum tersebut adalah

-, ; , 3 .Y - -

F{—1,—3) = {—1} o+ (-3 — Z{—-1) — 2Z7(—-3) + 30
= —1 — 27 + X + 81 + 30

.= 8&

o9





