BAB II
TEORI PERMAINAN JUMLAH NOL 2 ORANG

2.1. Teori permainan

2.1.1. Pengertian

Teori permainan (game theory) adalah suaty
pendekatan matematis untuk merumuskan situasi
persaingan dan konflik antara berbagai kepentingan.
Teori ini dikembangkan untuk menganalisa proses
pengambilan keputusan dari situasi situasi persaingan
vang berbeda beda dan melibatkan 2 atau lebih
kepentingan. Misal, para manajer pemasaran bersaing
dalam memperebutkan barang pasar, para Jjenderal
tentara vyang ditugaskan dalam perencanasn dan
pelaksansaan bperang, para pemain catur, yang semnanya
terlibat dalam usaha untuk memenangkan permainan.
Kepentingan kepentingan vang bersaing dalam permainan
disebut para pemain. Anggapannya adalan bahwa setiap
pemain (individu satan kelompok) mempunyai kemampuah

untuk mengambil keputusan secara bebas dan rasional.

2.1.2. Unsur Unsur Dasar Teori Permainan

Berikut ini akan diuraikan beberapa unsur atau
elemen dasar yang sangat penting dalam penyelesaian
setiap kasus dengan teori rermainan,

Matrik permainan jumlah nol 2 orang
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N bl b2 b. b‘j bn

ay H(1,1) | H(1,2) H(1,3) H(1,n)
aq H(Z,1) | H(z,2) H(2,3) H(2,n)
a

85 H(3,1) | H(5,2) H(3,3) H(3,n)
a

an H(m,1) | H(m,2) H(m,3) H(m,n)

Bambar 2.1

Dari tabel diatas dapat diuraikan wunsur unsur dasar

teori permainan sebagai berikut

1. Angka angka dalam matrik permainan ( H(1,1), H(1,2)
..... > menunjukkan hasil hasil dari strategi strategi
permainan yang berbeda beda. Hasil hasil ini
dinyatakan dalam suatu bentuk ukuran efektifitas.
Dalam permainan jumlah nol 2 orang, bilangan ‘bilangan
positip menunjukkan keuntungan bagi pemain baris (
mnaximizing player), dan merupakan kerugian pemain
kolom.

2. Suvuatu strategi permainan adalah rangkaian kegiatan
atau renecana yang menyeluruh dari seorang pemain,
sebagai reaksi atas aksi vang diberikan pemain lain
yang menjadi pesaingnya. Dalam hal ini dianggap bahwa

Suatu strategi tidak dapat dirussk oleh para pesaing
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atau faktor lain. Dalam tabel diatas pemain A
mempunyai strategi Bys85, ... .. ;8 DPemain B mempunyai
strategil bl’bZ““'bn'
3. Aturan aturan permainan menggambarkan kerangka
dimana para pemain memilih - strategi mereka. Sebagai
contoh, diplakal anggapan bahwa para pemain harus
memilih strategi strategi mereka secara simultan dan

bahwa permainan adalah herulang.

4. Nilai permainan adsalah hasil vyang diperkirakan
perpermainan dari rangkaian permainan, dimana kedusa
pemain mengikuti atau mempergunakan strategi mereka

vang paling baik atau optimal.

5. Suatu strategi dikatakan Dominan bila setiap hasil
permainan dalam strategi adalah Superior terhadap
setiap hasil permainan yang berhubungan dalam suatu
strategi alternatif; Atufan Dominan ini dapat

digunakan untuk mengurangi ukuran matrik permainan.

B. Suatu strategi Optimal adalah rangkalan kegiatan
atau rencana yang menveluruh vang menyebabkan seorang
pemain dalam posisi yang paling menguntungkan tanpa
memperhatikan kegiatan kegiatan parsa pPesaingnya.
Pengertian posisi yang paling menguntungakn adalah

bahwa adanva deviasi (penyimpangan ) dari strategi
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optimal atau rencana optimal, akan menurunkan hasil

rPermainar.

7. Tujuan dari model permainan adalah mengidentifikasi

strategi atau rencana optimal untuk setiap pemain.

Karena banyaknya asumsi asumsi diatas, maka nilai
praktis dari teori permainan agak terbatas. Tetapi
bagaimanapun juga inti keputusan keputusan manajerial
harus dibuat dalam kondisi persaingan (konflik) atau
kerjasama. Konsep konsep dari teori permainan paling

tidak sangat penting untuk beberapa hal berikut ini

1. Mengembangkan suatu kerangka untuk analisis
pengambilan kepuntusan dalam situasi situasi persaingan

(kadang kadang kerjasama ).

2. | Menguraikan suatu metode kuantitatif vang
sistematis vyang menungkainkansa para pemain yang
terlibat persaingan untuk memilih strategi strategi
yang rasional dalam pencapaian tujuan mereka.

3. Memberikan gambaran dan penjelasan fenomena situasi
situasi persaingan atau konflik, seperti tawar

menawar, dan perumusan koalisi.

2.1.3.Permainan Jumlah Nol 2 CGrang




2.1.3.1. Pengertian

Fermainan atau persaingan vyang melibstkan hanya 2
pemaln atau 2 pihak disebut permainan 2 orang. ‘Karena
perolehan dari satu pemain menjadil derita bagi pemain
lainnya, dan karena itu jumlah "perolehan” dari kedua
pemain adalah nol, maka disebut permainan imbang
(permainan jumlah nol)

Tiap pemain mempunyai sejumlah pilihan atau tindakan
yang dapat dipergunakan dalam Permainan. Tiap pilihan
atau tindakan disebut ‘strategi. Bila Seorang pemain
selalu memilih tindakan yang sama untuk tiap langkah,
dia disebut memainkan strategi murni (bersih).
Strategi campuran memainkan lebih dari gatu pilihan
dan tidak menggunakan urutan tertentu, tetapi dalam
bentuk acak. Tiap langkah dari Pemain selalu
mengusahakan tindakan yang sesuai. Misalkan pemain A
memilih strategi X dan Pemain B memilih strategi Y.
Bila perolehan pemain A, dan karena itu derita hagi
pemain B, disebut C untuk tiap tindakan, maka,
C=H(X,Y).

Kumpulan m strategi pemain A dan n strategi pemain B

bersama sama dengan fungsi perolehan C=H(X,Y) disebut

" permainan Jumlah nol 2 orang. Strategi alternatif dan

perolehan ( Pay Off) ditulis dalam satu matrik yang

disebut matrik perolehan. (Tabel 1.1).
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Contoh
Lawan mempunyai 2 mata uang dari tukaran Rp.50,- dan
Rp.100, -masing masing digenggaman tangan sebelah kiri
dan kanan. Kita akan menebak isi .genggaman. Kalau
kitaa menebak isi genggaman tangan kiri Rp.50,- maka
lawan membayar Rp.50,-. Tapi kalau kita menebak kiri
dengan Rp. 100,- maka kita yang membayar Rp. 50,-. Dri
kejadian permaianan tebak ini kita dapat menulis
aturan main secarsa umum_sebagai berikut
Bila kita menebak secara benar, lawan membayar seharga
dalam genggaman, tetapi kalau salah kita yang membayar

seharga itu.

Strategi lawan . keterangan
1 ’ kiri 50 : kanan 100
2 kiri 100 kanan 50

gambar 2.2.a

Strategi kita keterangan
1 tebakan 50
2 tebakan 100

Eambar 2.2.b

misalkan lawan memilih strategi 1, dan kita memilih
strategl 1 maka sesuai aturan main lawan harus
membayar Rp. 50,- Harga fungsi perolehan ialah H(1l,1)=

Rp. 50,- artinya kita memperoleh Rp.50,- dan lawan
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menderita -Rp.50, ~.
Tetapi kalau kita memilih strategi 2 maka kita

mémpercleh -Rp.50,- dan lawan menderita +Rp.50,~ atan

H(Z,l):-Rp.5D,—.
Dengan cara sama H(1l,2)= -Rp. 100, - dan H{(2,2)=

+Rp. 100, -.

Secara lengkap matrik perolehan untuk kita dari

Permainan tebak ini ialah

kit;\\\\;\&fwan 1 2

1 50 ~100
2 ' -50 100
Zambar 2.3

Matrik derits (lawan) tentu adalsh berlawanan dengan
matrik perolehan {hkita). Akan tetapi umumnya,
matriknya cukup ditulis hanya satu saja vyaitu matrik

perolehan.
2.1.3.2. Memilih Strategi

rDéri keterangan dimuka terlihat adanya dua
rpersoalan yaﬁg tidak berhubungan satu dengan yang
lain. Dalam permainan Jumlah nol 2 orang, tujuan kita
ialah menemukan jawab yang kokoh (stabil) bagi kedua
pemain. Memilih strategi sama artinya dengan menemukan

jawab permainan. Jawab vyang dimaksud hanya ada bila
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tiap pemain berusaha memperkeecil derita ataun
memperbesar perolehan, dengan kata lain tiap pemain
berusaha meraih strategi optimal bagi dirinya
sehingga tidak ada lagi dari antara pemain yang dapat
meningkatkan posisi masing masing dengan memilih
strategl lain. Hasil yang diharapkan bila kedua pemain
telah menggunakan strategi optimalnya disebut harga
permainan. Permainan vang mempunyai harga nol
dikatakan permainan yang fair. Satu langkah dari satu
permainan adalah pemilihan satu strategi oleh tiap
pemain. Usaha menemukan strategi optimal dan harga
permainan disebut menyelesaikan permainan dan langkah
berikutnya tidak boleh lagi dilanjutkan dan permainan

telah selesai.

2.1.3.3. Kriteria Maksimin - Minimaks

Tujuan utama menyelesaikan suatu permainan ialah
menentukan strategl optimal. Strategi optimal dapat
ditentukan dengan menggunakan tgori vang disebut teori
minimaks yang pada prinsipnya mengatakan bahwa tiap
pemain secara sepihak mencari tingkat keamanan yang
maksimum bagi diri sendiri. Dalam memilih strategi
Optimal beberapa asumsi ditetapkan terlebih dahulu
vaitu
1. Bahwa pemain memiliki kepintaran yang samsa.

2. Tiap pemain sudah mengetahui strategi yang lain.

T R e e e e e o
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3. Tiap pemain mengetahui jumlah perolehan sendiri dan

derita pemain lain.

4. Tiap pemain harus menentukan strategi {(pilihan).

Berdasarkan asumsi diatas, tiap pemain mengetahui
bahwa pemain yang lain cukup rasional serta mempunyai
tujuan yang sama vaitu memaksimumkan rerolehan
sendiri. Pemain A memeriksa tiap baris dari matriks
perolehan dan memilih harga minimum pada tiap baris.
Kemudian ia memilih harga maksimum dari harga harga
minimum itu. Cara menentukan pilihan seperti ini
adalah cara vyang konservatif, dan biasa disebut
sebagai cara memilih yang terbaik dari antara yang
terburuk. Cara ini juga disebut kriteria maksimum dari
minimum, disingkat kriteria Maksimin.

Sebaliknya pemain B menyelesalkan permainan untuk
menentukan strategi optimal dengan menggunakan teori
vang dinamakan teori minimaks. Teori ini menetapkan
bahwa pemaln secara sepihak mencari tingkat keamanan
yang maksimom bagi dirinya sendiri, yaitun dengan
memilih derita terkecil dari sejumlah derita maksimum.
Cara ini ialah memilih kriteria minimum dari waksimum
atau disingkat minimaks.

Persoalan ini dapat dibentuk dalam satu model
matematika sebagai berikut
Misalkan l?’.L perolehan minimum dari tiap tindakan a,

oleh pemain A, sehingga Pi= min {H(i,3)}.j=1,2,....,n
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Strategi optimal wuntuk pemain A ialah baris vang
sesual dengan harga : max{P } = max[ m}n {H(1,3)3) = v

i=1,2,....,m Ji=1,2,..... n

ini disebut kriteria maksimin.
Untuk pemain B misalkan Pj derita maksimum dari tiap
tindakan bj maka : Pj = max {H(i,3)3, i=1,2,...... m

Strategi optimal untuk pemain B ialah kolom vang

sesuai dengan harga : m%n{Pj} = m}n[mgx{H(i,j)}] = v

ini disebut kriteria minimaks.

Keputusan pemain A memilih baris atau strategi
hingga terdapat harga v=max {Pi} disebnt strategi
bersih maksimin dan harga v disebut harga maksimin
dari permainan. Demikian juga keputusan pemain B
mémilih kolom atan strategi hingga diperoleh harga v =
min {Pj} disebut strategi bersih minimaks. Harga
v disebut harga minimaks dari permainan.

Dalam hal seperti ini tiap pemain telah menemukan
pilihan mungkin yang terbaik bagi dirinya, dan tidak
mau beranjak lagi dari keputusan tersebvt. Dalam
kondisi yang demikian disebutkan bahwa permainan telah
mempunyal Jjawaban yﬁng kokoh atau stabil. Kemudian
dapat diperlihatkan bahwa hargs minimaks harus lebih
besar atau sama besar dengan harga maksimin, karena
cara minimaks selalu mengambil harga {perolehan)
maksimum dan ecara maksimin selalu mengambil harga

minimum.,
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Jadi max{P } = m}n{Pj} aﬁau vV E W
Oleh karena itu v adalah batas bawah dan v adalah
batas atas dari satu harga v yang disebut harga
permainan, sehingga v =y =svy

apabila v = v = v maka harga sekutu ini disebut titik

pelana (sadel point).

titik pelana

pilihan
. ’ L —— pemain II
pitihan
— .
i pemawn X

gambar 2.4

Dan strategi bersih maksihin/minimaks disebut strategi
naksimin/minimaks optimal. Bila kedua pemain
menggunakan strafegi minimaks optimal, maka hasil
perolehan rata rata disebut harga permainan. Bila
strategil minimaks adalah strategi bersih maka
perolehan rata rata diharapkan adalah harga dari titik

pelana.
Contoh
Misalnya kita mempunyai matrik perolehan dari

permainan 2 orang, A dan B vyang memperlihatkan

perolehan sebagai berikut
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0 b, bz' b b, min
a, 7 2 9 4 2
a, 6 5 7 8 5
g 8 3 -2 5] -2
max 8 5 9 8

gambar 2.5

FPemain A mempunyai 3 pilihan ataun strategi vyang
tersedia dan B mempunyail 4 pilihan vang tersedia
Sekarang A dapat memilih strategi a.,8,,a,. Hasil dari

pemilihan ini adalah sebagai berikut

strategi perolehan perolehan minimum
pemain A ay (7,2,8,4) 2
as (6,5,7,8) 5
ag {8,3,-2,8) -2
gambar 2.6

Tujuan A memaksimumkan perolehan minimum sehingga
{Pi} = {2,5,-2}% i=1,2,3

dan v = max {2,5,-2} = 5
i

maka pemain A memilih strategi a, sebagai strategi
optimal dan tidak mau mundur dari situ.
Selanjutnya bagi pemain B terdapat alternatif sebagai

berikut

4 e i S ot
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strategi derita derita maksimum
pemain B b, (7,6,8) | 5
b, (2,5,3) 5
bg (9,7,-2) 9
b, (4,8,6) 8
gambar 2.7

Tujuan B meminimumkan derita maksimum sehingga
{Pj} = { 8,5,9,8} j=1,2,3,4

dan v = min{Pj} = min {8,5,9,8}

5

Disini pemain B memnilih strategi b2 sebagal strategi
optimal dan tidak mauw mundur dari kepntusan ini.
Pengan demikian pemain A dan B masing masing telah
memainkan strategi murni dengan Jawab sudah stabil.
Ternyata v=v=5 sehingga permainan ini mempunyai titik
pelana 5. Maka harga permainan v = 5 dan harga ini

terdapat pada kotak H(Z,2) dari matrik perolehan.

2.1.3.4. Strategi Campuran

Adanya titik pelana otomatis menghasilkan strategi
bersih yang optimal. Akan tetapi bila pemain A dan
pemaln B masing masing memainkan strategi murni vang
méksimin dan minimaks dan bila vharga minimaks dan
vharga maksimin, maka strategi ini bukan strategi
murni optimal lagi. Sebagai contoh kita ambil matrik

berikut ini
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a b b1 b2 min
a, 1 5 1
a, 3 2 2
max 3 ' 5
gambar 2.8
dimana v = harga maksimin = 2 < 3 = harga minimaks = v

Tiap pemain cenderung untuk meraih keuntungan dari
perbedaan antara v dan v yaltu (3-2) = 1. Pemain A
mengharap dapat menaikan perolehan diatas 2 dan pemain
B Juga mengharap dapat menurunkan kerugian dibawah 3.
Terdapat satu harga antara v dan v (yaitu antara 2 dan
3) vaitu harga v menjadi harga permainan. Harga v ini
merupakan harga minimum perolehan yang diharapkan oleh
pemain A dapat 'diraih,tidak spal apa vang akan
dilakukan oleh pemain B. Akan tetapi kalaun kedua
pemain‘hemainkan strategl tidak murni, maka harga v
tidak dapat ditempkan. 0Oleh karena itu untuk
memperocleh harga v pemain A mau memainkan salah satu
strategi pada 1anghah pertama dan strategi berikutnya
pada langkah kedua. Yang perlu diperhatikan ialah
peluang memainkan tiap tiap strategl sehingga dapat
menghasilkan perolehan maksimal, tidak socal apa yang
dikerjakan oleh pemain ‘B. Alasan yang sama Jjuga
berlaku buat pemain B.

Misalkan pemain A memainkan strategi

m

aL(i:1,2,....m), dengan peluang X, dimana 2}&21.
. i=1

Dengan cara yang sama pemain B memntuskan strategi
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. ™
bj(j:1,2,....n) dengan peluang yj dimana E:yj = 1.
. j-_-_1

Strategi semacam ini disebut strategi campuran untuk
pbemain A dan Pemain RB.

Perhatikan gambar berikut ini :

pemain B bl bg o bn
pemain A Yl y2 . yn
ay X H(L1,1) H(1,2) Ce H(1l,n)
a, X, H(Z,1) H(Z,2) R H(Z2,n)
a X H(m,l)i H(m,Z)I | H(m,n?
gambar 2.9

Karena kedua pemain harus memilih strategi terlebih
dahulu untuk semua langkah tanpa mengetahul apa vyang
dimainkan oleh yang lain , maka peluang memainkan
salah satu strategi dianggap bebas. Sehingga perolehan

vang diharapkan pemain A ditulis dengan PH ialah

m m
PH(&) = £ £x,yH(i,3)
Li=1j=1 ’
Untuk memperoleh PH maksimum harus diambil keputusan:
. . ¥_ . % x *
[xi,xz,...xm] max atan ditulis x = [xi,xz, ..... ,xm]
m m *
Jadi PH(A) = % }_':x.Ly.LH(i,:j)
. max L=4j=1

Strategi x* disebut strategi maksimin optimal untuk

pemain A. Dengan cara sama strategi minimaks optimal

. . * ¥k *
untuk pemain B ialah : v :[yi,yz, ...... ,yzj
sehingga

m n *
PH(B) = ¥ Eigyjﬂ(i,j)
min L=1j=1

Bila pemain A memainkan strategi maksimin optimal




20
x*=(xf,it,.-x:) maka PH (A) 2 v dan pemain B strategi
minimaks optimal y*: (yj,yj,....,yi) maka PH(B) = v
Berdasarkan keterangan diatas, dapat disimpulkan bahwa

bila x dan y adalsah strategl optimal untuk pemain A

m n

: * .. .
dan Pemain B, maks hN 2>H)GH(1,J)Z v untuk tiap
i=dj=1
Y=[Y1,y2,...yh] dan
m .M *
- - { - —
T T X Vv, H(i,J) £ v untuk tiap x—[xl,xz,...xm]

izt j=1
Bila pemain A dan B masing masing memainkan strategi
optimal, maka perolehan optimal v sana dengan' harga
permainan yaitu
™m N

L S ..
[PH]op= b }:x.bij(l,JF v

t=tj=1 .
ini berarti bila pemain A dan pemain B masing masing
memainkan strategil optimal, maka pemain A mengharap
meraih perolehan maksimun v dan pemain B mengharap

derita minimum v.

2.2. TEOREMA DASAR DALAM TEORI PERMAINAN

Lambang 1lambang yang digunakan dalam teoremsa

dibawah ini adalah sebagai berikut

5 adalah himpunan strategi pemain I

I adalah himpunan strategi pemain II

P adalah fungsi yang didefinisikan pada SXT
Fungsi P disebut fungsi pembayaran untuk pemain I
P(st) disebut pembayaran untuk pemain I bila isa
menggunakan strategi s dan pemain II menggunakan

strategi p




~-P(s.t) "adalah pembayaran untuk pemain IT dan
sekaligus merupakan kerugian pemain I.

Gamenya diberi simbol M'=(S,T,P>

1EMHA 1

Bila (OO,TO,V) adalah suatu penyelesaian game
'=(8,T,P) dan a»0 serta b konstan, maké (oo,To,av+b)_
adalah penyelesaian dari game [e,b=(S5,T,ap+b).
bukti '

karena (oo,Té,v)adalah suatu penyelesaian game

=(S,T,P) kita tahu bahwa untuk V ¢eS§ & V¥ 7€T berlaku

pertidaksamaan berikut:

sésthoo(s)T<t)p(S’t)zvasgstéTo(S)To(t)D(S.t) T
kita tahu VY oeS & ¥ €T dipunyai _Zo(s) = 1 dan
EpT(E) = 1.

Oleh karena itu kita memperoleh persamaan baru

s Er95(8)T(E) [ap(s, t)+b]

asésa.é'rao(s)r( t)p(s, t>+bséStéToO(s)T(t)

z ™
8 20159 (5)7(t)p(s,t)+b=av+b  untuk TeT 2

dengan cara-yang sama diperoleh
5éstéTO'(s)'ro(t)[ap(s,t)+bJSav+b untuk ece8 EH
dengan menggabungkan kedua pertidaksamaan diatas

akhirnya diperoleh hasil vang diinginkan vaitu

‘(oo,ro,av+b).

Lemma 2

(o

o)

I'=(S,T,P) dengan matrik pembayaran ¢ JIKA HANYA JIKA

To,v) adalah suatu penyelesaian game
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obG Z [v,v,....... v] dan Gt = v
%
bukti

untuk ¢S dan 7T dipunyai P(o,T)zoGT

Dari sini (ob,To,v) adalah suatu penyelesaian game
dengan fungsi pembayaran P dan matrik @ bila hanya
bila '

oOGT zZy = OGTO V oS & V 1T FH)
Pada khususnya © harus berlaku bila ¢ dan = dipilih
sebagai vektor basis satuan. § terdiri atas m langkah
dan T terdiri atas n langkah, maka G adalah matrik mxn

m ™
dan o€R , TeR

Dari 1), maksa GOG u, Y i=1,2,....n
uLGTo = V..., i=1,2,....m
ini sama dengan pernyataan OOG Z [v,v,....... v] dan
Gt = v
o} .
. 2y
4

dan sebagian dari lemma terbukti.

Sebaliknya kita membuktikan jika (ob,fo,v) memenuhi
2y, maka Jjuga memenuhi 1,

hal ini mudah dilihat dengan - menuliskan vektor
probabilitas ¢ dan T sebagai kombinasi 1linier vektor
basis satuan.

sebagal conteh :bila,

o = (0(51),0(52), ...... ,O(Sm)) = Lgia(st) u,  maka,
m ™m m
OGTO = igio(si) n, G ToE L§1O(St) v=y [1510(51)] -V
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Jadi, =2 adalah ekuivalen dengan keadaan - bahwa
(vo,To,v) adalah penyelesaian game. Kita lengkapi
bukti ini Qengan menunjukkan bahwa obG uit  adalah
koordinat ke i vektor ObG dan dengan cara sama,u, G T,
adalah koordinat ke i vektor G T
Selanjutnya 2, dapat ditulis kembali dalam bentuk

oGz [v,v, . v] dan Gr_'< [V

Lemma. 3
Misal G adalah matrik pembayaran mxn untuk 2 orang

Jumlah nol, dan dianggap bahwa G adalah rositip, maka

masalah program linier berikut mempunyai vektor
optimal.

Carilah minimum dari x(1,1,1,....,1) untuk x<P dengan
P = { xeR" : x20, x¢ = (1,1,....,1) € R™

Bukti

Masalah dual terhadap vang -diberikan adalah mencari
yERn vang memaksimumkan y(1l,1,....,1) dengan syarat

v=0 dan Gy =

TN

. m
1 <R

masalah dual ini mempunyal vektor fisibel y=0

masalah primal juga mempunyai vektor fisibel G>@ dan
dari sini kita hanya perlu memilih suatu x dengan
koordinat positip cukup besar yang memenuhi x=0 dan
xG = (1,1,...,1).

Jadi masalah dual dan primal mempunyai vektor fisibel.
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Jadi keduanya mempun&ai vektor optimal.

Sekarang kita buktikan Teorema Dasar Dalam Teori Game.

TEOREMA

Setiap permainan Jjumlah nol 2 prang mempunyai

penyelesaian.

bukti

Katakan I' = (5,T,P) sebarang permainan jumlah nol 2
orang dan G adalah matrik pembayaran.

Pilihlah K sehingga 'k = (S,T,p+k) mempunyai matrik
positip, simbolkan matrik ini dengan Gk.

Selanjutnya X, dan v, @adalah vektor optimal untuk
masalah primal dan dﬁal vyang disebutkan dalam lemma 3,

maka X, dan Vo memenuhi X, Z 0, y. 2 0 dan

O
. <
X, Gk Z (1,1,...,1) dan Gk Vo = 1
1
.......... 1)
ditambahkan X, (1,%i,...,1> = Yo (1,1,...,1)dan kita
simbolkan nilai ini dengan m.
. . . xO yC)
definisikan obdan To dengan 007 wﬁ—,dan TO— -

ketidak negatifan X, dan Vo dengan kondisi 2 menjamin
bahwa oodan To adalah vektor probabilitas.Juga kondisi
pada X, Gk dan Gk Yo berlaku :

<
oy Gy Z (I/m,1/m,....,1/m) dan G, T, = 1/m

1-/m
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akhirnya lemna 2 kita simpulkan bahwa
(¢,,T,,1/m) adalah penyelesaian I = (S,T,p+k) dan

dengan lemma 1 kita peroleh bahwa <06’To’v)’ v=(i1 m)-k
adalah penyelesaian game I' = (S,T,P). Jadi terbukti
bahwa setiap permainan jumlah nol 2 orang mempunyvai

penyelesaian.
Z.3. PENGGUNAAN PROGRAM LINIER DALAM TEORI PERMAINAN

Permainan jumlah nol 2 orang yang berhingga dapat
diselesaikan dengan program linier. Dalam penyelesaian
dengan program linier, kita dihadapkan pada masalah

metode simplek dan dualitsas.

Perhatikan matrik permainan berikut ini

XNJ v, v, Ya Y
xi a:li. a12 aiEl aih
X2 824 8,2 223 82n

a
Xn-i am:l amz ama mn
gambar 2,10

A akan memilih X, vang akan memaksimalkan nilai
harapan pembayaran terkecil pada baris.

x = probabilitas untwk memilih langkah ke i,

maka kriteria maksimin untuk strategl campuran sebagai
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berikut:
m m m
max i . Z A, L=
pax { min T2 X (B 8,% tZ,8.%, 22

L

B akan memilih yj vang akan meminimalkan nilai harapan
pembayaran terbesar pada kolon.

yj = Pprobabilitas untuk memilih 1langkah ke i,

Jd=1,2,...,n
maka kriteria minimax untuk strategi campuran sebagai

berikut:

n n T
Qﬁn { max {jglauyj,jgianyj, ........... jgiamﬁﬁ )%
Bentuk umum program linier : AX=V, AX=V, AX2V, X=0

maks imal
me———————kan f-ex
minimal

dengan- A = (au) = himpunan mxn pembayaran vang

tersusun dalam m baris dan n kolom.

X = {xi,xz, ......... ,xn]
¥ = [V1’Vz’ ......... V]
Cc = (01’02’ ......... ,cn)

bentuk kanonik program linier

AX = V ,  X20 memakstmal o frox

minimal

kita perhatikan untuk pemain A

S a.x. = v, 3=1,2,..... .1, v = nilai
L4 L

permainan

Rumus program 1linier diatas dapat disederhanakan

dengan membagi (n+1l) konstrain dengan v. Pembagian ini

akan berlakn untuk v>0. Jika v=0, pembagian ini tidak
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berlaku, sedang untuk v<0 kita dapat mengubah menjadi
v>0 dengan menambah suatu konstanta positip K pada
semua pembayaran pada matrik pembayaran. Kita amhil K=
harga mutlak dari pembayaran terkecil. Bila
penyelesaian optimal sudah didapat, maka nilai
permainan sebenarnya dikurangi dengan K.

kita dapatkan

x .
T .
— =0 untuk i=1,2,....,m
% X X
1 2z m
—F — ... + — = L 1)
v v v v
X X X
1 2 m
—_ — ... _— = 2>
aii W 8'21 v +am1 v 1
X b'e X
a, , — +a__-—— + A —— 1 EH
2 a2 o T Wy
xi x2 xm { N+l
a, ——+a_ — +........ tg e =]
i v 2N v mn v
X
untuk Xt = i=1,2,....,n, maka
max v = min —= win { X + X2 S P + Xm 1
sehingga
X ==z 0, i=1,2, ,n
B P + =
a 1X1+a X2 a 1X 1
............ + =
aizx +a 2X2+ a X 1
a X+a_ X +. ... ... ... +a X =1
1 2 mn m
masalahnya menjadi meminimumkan
i
X = = X +X +..... +X
Q v i z

kemudian dikerjakan dengan metode simplek.
Penyelesaian pemain B merupakan dual dari penyelesaian

4. Jadil penyelesaian optimal salah satu pemain dapat
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memberikan penyelesaian optimal pemain lainnya. Kita

dapat Jjuga mencari penvelesaian cptimal pemain B

dengan metode simplek dan penyelesalan untuk pemain A -

merupakan dual terhadap penyelesaian B.

Sekarang kita perhatikan untuk pemain B

L +yn:1, v =0, =1,2,...... , N
2] n ™ 3
v=max A Y. B Y e Za vy.
(J=1 1JYJ’.1=1 27 3 351 %m 5 )
nasalahnya menjadi meminimalkan v, sehingga
n
,§1aq yj = v, i=1,2,..... M, Vv = nilai permainan
Y
YJ = v J=1,2,..... ,n
min v = ma¥x ———<= max Y +Y +....... +Yn
+a Y +. .. ... =
aiiY a 2Y2+. ainY 1
+ R =
az:Y1 aZZYZ aZnY l
=
a 1Y1+am2Y2+ .............. a Y = 1
. 1
memaksimalkan Y = = Y +Y . +Y
(o] v i 2 n

kemudian dikerjakan dengan metode simplek

Z2.3.1. Penyelesaian dengan metode simplek

Penyelesaian cara simplek hanya dikerjakan untuk
bentvuk kanonik. untuk bentuk yang bukan kanonik, maka
harus diubah dulu ke bentuk kanoniki Bentuk kanonik
AX=V, kita usahakan ruas kanan tidak negatif. Bila
sudah tereduksi lengkap, maka vektor suku tetap akan
menjadi nilai perubah basis.

Penyelesaian AX=V vang memenuhi X=0 disebut




penyelesaian fisibel.

Dalil daiil Penunjang
Dalil I : Himpunan penyelesaian fiéibel masalah

program linier merupakan himpunan konveks.

Bukti

Jika himpunan hanya berisi satu anggota maka bukti
sudah jelas. Misalkan x, dan x, adalah penyelesaian
penyelesaian fisibel, jadi Ax1=V , xizo dan
Ax =V, x,=0

Susun X sebagai kombinasi konveks x, dan X,
X = ax +ta x, ai+a2=1 s a, z 0, a, =0

maka AX = A (a1x1+a2x2):aiAx1+a2Ax2:a1v+a2v:(ai+a2)v2v
Jadi x memenuhi Ax=v, Jjuga ternyata x20 karena a 20,
a220. xizD, x,20. Jadi x memenuhi x=0, hingga X
fisibel.

Maka himpunan penyelesaian fisibel terbukti konveks.
Dalil ini juga berlaku jika ditefapkan untuk masalah
program linier yang syaratnya berbentuk AXSV maupun
AX=2V .

Dalil II : Penyelesaian fisibel optimal paling tidak

memuat satu penyelesaian fisibel basis.

bukti:
Misalkan xz(xi,xz, ......... xn) suatu penyelesaian

fisibel dengan p buah perubah positip, p=n.
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Perubah yang positip kita kumpulkan dimuka, jadi

xz(x;,xz,....xP,O,D,...O). Dan ini memenuhi Ax=v dan
x=0,
P
Ax=v menjadi j§1XfH:V (Aj = kolom ke j dalam A )
kemungkinan
1) Aj independen linier p=m, Jelas ada

penyelesaian fisibel. p<m, akan dapat ditemuka pn-p
vektor lainnya yang bersama sama p vektor tadi akan
menyusun basis dalam E", berarti kita memperoleh
penyelesaian fisibel basis yang degenerated dengan

(m-p) perubahnya nol.

2) dependen linier : dapat ditemukan aj vang
P
tidak semwua nol, £ aA = 0.
=157
Untuk membuktikan dalil ini akan diperlihatkan

bagaimana cara memilih vektor vektor aj =] Aj

independen linier dan_ v dapat ditulis sebagal
kombinasi linier mereka dengan koefisien tak negatif.
Didalam jgixf% =v, dengan X > 0 , beberapa X, dapat
dijadikan nol dengan cara penggantian basis : misalkan

Ar masuk, dari dependen linier diatas
=] aj
A = - % L. » J*r
r J=1 a J
r
P aj
) s _ d ya =
persamaan menjadi jzi(xj X 3 )AJ v .
supaya perubah baru juga tak negatip maka x}qg—é—zD

: X X r
j i i _— - = 0 iika a. > 0
Jika aJ Q, a. a J i
J r
' x|
3 _ -< 0 Jjika a. < 0
a, a_ i

aj = 0 jelas sudah dipenuhi.
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maka ciri untuk menentukan r mengikuti pedoman pilih

X X

r . J
—=min {——o o>
a_ J { a. ’ ?J 0}

Kemungkinan X disamakan dengan nel, hingga v tertulis
sebagal kombinasi linier {(p-1> buah Ai dengan
koefisien yang positip. Dengan demikian kita ulang
sedemikian sehingga vektor vektor dengan koefisien
positip akan independen, berarti terdapat suatu

penyelesaian fisibel basis.

Dalil IITI : Suatu titik merupakan penyelesaian fisibel
bila dan hanya bila titik tersebut merupakan titik

ekstrim himpunan renyelesaian fisibel.

Bukti
a). Misalkan x suaty penvelesaian fisibel dalam Ax=v,

m

dan dapat ditulis jgtxf% = Vv, misalkan matrik vyang

tersusun oleh aj independen ini adalah D, jadi Dx=v
. -1 m

sehingga x=D v, x<E".
Dengan kontra posisi, dimisalkan x bukan titik ekstrim
F, artinya terdapat X, dan X, €E yang berlainan dengan
x sedemikian sehingga X=PX +qX,, p+q=1l, p20, q20

3 — = m
Misalkan xi—[ui,vlj, xz—[uz,vz] dengan u,u, € E

maka x:[i,0]:p[u1,v1]+QEu2,Vz]

Jadi O:pv1+qv2, sedangkan p=0, ¢=0, v, 20, v, 20, hingga

satu satunya kemungkinan adalzah v1=0 dan vzzﬂ, berarti

xiz[ui,ﬂj; xZ:[uz,DJ.

Karena XX, Jawab fisibel, maka Axizv dan szzv. Jadi




32
X dan x, adalah'penyelesaian fisibel.
Jadi Ax1:Du1=v, Ax2=Du2:v, dan Dx=v.
Pernyataan vektor v dengan basis haruslah tunggal, jadi
x=u =u, atan x=x1:x2_hingga penggandaian adanya X, ,X
berlainan dengan x adalah salah. Yang bensar X=X =%
adlah titik.ekstrim.
b). Misalkan x*:[xi,xz, ...... ,xh] sebarang titik
ekstrim F dengan k buah komponennya bulan nol
(positip), komponen diurut kembsali supaya yang positip

ada dimuka.

*
5 —[xi,xz, ...... ,xk,Q,O,...,D]

2 x. A =v dengan x>0, i=1,2,...,k
=4 1. L L

Andaikan vektor vektor At ini dependen linier maka
' k

terdapat ki, tidak semua nol Ekgihghrﬂ.

X,
. s L . . .
Misalkan n=min {—TX:T—m}, hl¢0, i=1,2,....,k (jadi
n=0>
Jika dipilih &, O0<e<n, maka x{+ekt>0 dan x{—eli>0

susun vektor pEEH, dengan
P=[K1,K2,....,lk,o,o, ..... ,0) =0

k3 x
Susun X, =X +6p, X, =X -£p, maka XIZU, xZZD

x _
karens tgilRAL:AP:D maka AxizA(x*+ap)=Ax*+O=v, Juga

szzv.

Jadi X, dan xz'penyeleéaian fisibel yang berbeda dengan
x* dan x*:(l/Z)x1+(1/2)x2. Ini bertentangan dengan
ketentuan x* titik ekstrim. Jadi pengandaian bahwa A,
dependen linier salah, seharusnya A, independen linier

dan k=mn.

e
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Terbukti bahwa x* adalah penyelesaian fisibel. Dalan
hal tak ada degeneraty, maka. Jelas ada
korespondensisatu satu antara penyelesaian fisibel

dengan titik titik ekstrim.

Dalil IV : TFungsi sasaran (Jika mempunyai) akan
mencapai qilai optimalnya pada suatu titik ekstrin

himpunan penyelesaian fisibel F.

Bukti

‘Untuk mempermudah, bukti ditulis untuk soal maksimum,

sedang untuk soal minimoum menyesuaikan.Misalkan

ii,iz, ...... S X adalah titik titik ekstrim

penyelesaian fisibel, dan X, adalah titik optimal

(maksimal) maka f(xo)Zf(x) untuk semua x€F. Jika X,
adalah salah satu titik ekstrim, maka bukti sudah
selesail.

Jika X, bukan salah satu titik ekstrim, maka X, ~dapat

ditulis sebagai kombinasi konvek it, i=1,2,....,p,

Jjadi misalnya

p P
- - - = 4
X, -Lgiuga, t§1ut = 1, ;%_D, kar:na £(x) fungsional
linier, maksa f(xo) = f(tgiuixt = t§1utf(xt)zﬂ

(nilai max £(x))

misalkan f£(x)=max { £(%)},  £(x) diruas kanan
diganti semua dengan f(ik), dan karena u, 20, f(io)S =
u f(x,)=f(x_ ) dimana dianggap P(x D2E(x), maka

f(xo)zf(ik)zn, berarti adalah titik ekstrim xkof




mencapal nilai maksimalnya.

Pengan Jaminan dalil

dalil

diatas,

kita
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dapat

menyelesaikan program linier dengan metode simplek.

2.3.2.

Soal Primal
memenuhi £ a y. = b,

F A i

Spal dual meminimalkan X,

memenuhi % a. x Zc .,
R O B

Perhatikan bahwa

- koefisien ongkos cj pada primal menjadi

tetap pada dual.

i=1,2,..

Penyelesaian dengan dualitas.

i=1,2,...,m:
= btxt’

R | B B

j=1,2,..n

nemaksimalkan Vo = % cy}, mencari yfﬂ

mencari %'20

1,2,...n

kolom

suku

- kolom sukn tetap b, pada primal menjadi koefisien
ongkos pada dual.
- matrik koefisien pada dual adalah transpose matrik
koefisien pada primal.
x;\\\zJ Y, Y, Yy b oeeee- v min  x
X, a_ . a, ., A S a, = b1
xz a21 azz aza """ a2n = bz
X, a_ ., a_., a, q a_ = bm
max 2c1 Zcz 209 ch
gambar 2.11
Terlihat bahwa Y pada syarat primal berkaitan dengan
syarat ke-k pada dual, dan sebaliknya X, pada dual
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berkaitan dengan syarat ke-p pada primal. Dengan
demikian banyak perubah pada primal sama dengan banyak

Syarat utama pada dual dan sebaliknya.

Dalil I : Dari sepasang soal dual, Jjika salah satu
mempunyai penyelesaian optimal, maka dualnya pun
mempunyal penyelesaian optimal, dan kedua nilai

optimalnya saling sama,

Bukti

Soal yang saling dual:

-mencari x=0, memenuhi Ax<B,memaksimalkan f=cx 1y
-mencari w=0,memenuhi A'wZe’ ,meminimalkang=b w 2
Dimisalkan « mempunyai PO, lalu dibuktikan bahwa 2

pun mempunyai PO. Jika @ diselesaikan dengan cara
simplek, maka harus dirubah dulu menjadi

mencari [x,s]1=0

memenuhi Ax+s=B

dan memaksimalkan f=cx @
disini s adalah vektor perubah slack.

Misalkan x adalah penyelesaign optimal basis bagi
dengan matrik basis D dan vektor ongkos ¢ maka,x=D 'B,
sedang nilai f yang sesuai ialah fmax=cx.

Untuk itu berlakn zf1H20 untuk semua Jj, Jjadi ;Fcr
untuk vektor kolom A ialah A, berlakn gfﬁyszD_izcj 3

dijalankan didapat oD ‘AZc @
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Dualnya ialah 2 kita ubah sedikit, ditulis dengan'

bentuk transposenya. mencari w’'=0

memenuhi w A>c

dan memaksimalkan g=w’ B 5
tinjau suatu nilai w’. w =oD t, dari «» didapat

w A=cD " 'AZc¢. Jadi W ini memenuhi syarat utama o
Tinjan nilai z;%% untuk perubah slack pada @

zi-¢ 20, oD 'A~c=cD ‘e -020. |
sebab perubah slack pada (4) kebetulan menjadi perubah

basis sehingga kolom AJ merupakan vektor satuan,

ditulis <€, .

Dengan menjalankan i didapat : eb " '1=0 atau ED—izﬂ,
berarti bahwa w'=eD”' juga memenunhi syarat tak
negatif.

Akan dibuktikan bahwa oD ‘ternyata merupakan PO bagi
& atau @. Nilai B vyang sesual dengannya 1ialah

g=w B=cD 'B=Cx=fmax. Jadi  ¢D ‘adalah peﬁyelesaian
fisibel bagi @ dan x adalah penyelesaian fisibel

. . . ) e = —a
bagl @ dengan nilal fungsi sasaran cx=cD B.

Dalil II : a. Jika dalam penyelesaian optimal primal
perubah he-p bernilai positip (merupakan
pertidaksamaan yp>0) maka syarat ke-p dalam

penyelesaian optimal dual akan merupakan persamaan.
b. Jika dalam penyelesaian optimal primal svarat ke-k
berupa pertidaksamaan, maka perubah ke-k dalam

penyelesaian optimal dual bernilai nol (herupa

s e e
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persamasan kaD).

Bukti : a. xp>0 berarti xp berada dalam basis sehingga

e
z —-c =0, Z2 -c =eD A ~c =w A =¢ =D. artinya A =
P P P P p p y W Ap cp

atan % a, wtzop, syarat ke-p befupa persamaan.

P

b. xw*>0 berarti Xk berada dalam basis sehingga

vektor kolom yang - sesuai akan berbentuk t Ex {Ex

satuan), dan zwm—ow*:o. Tetapil dikgtahui pula bahwa
chk:O, sehingga

e N PR - -n—* - . - -
znTk~cﬁ+k~cD (-~ Ek) = ( eD ™k = (w )k = wk = 0.

Terbukti (w’ )k maksudnya adalah kolom ke-k dalam w'.

2.4. PENGGUNAAN MATRIK DALAM TEORI PERMAINAN

2.4.1. Pemakaian metode aljabar matrik

Dalam permainan jumlah nol 2 orang dengan strategi
campuran, suatu strategil campuran optimal maupun harga
permainan dapat diperocleh dengan metode matrik, dika
matrik permainan dalam bentuk suatu bujursangkar.
Notasi dan operasi matrik &ang diperlukan
A= (a )

LA]

B

(bu): suatu sub matrik bujﬁrsangkar dari A
order t>1

Jro= (1,1,..... .1) suatu matrik (1xr)

¢’ o= tranpose matrik C

Adj B = AdJjoint B
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Y = (Yi’yZ, ------ :yn): % szl, YJ?—O

E4l
H

suatu matrik (1xr) diperoleh dari x dengan
menghilangkan elemen elemennya sesuai dengan baris
baris yvang dihilangkan dari A untuk memperoleh B.

Yy = suatu matrik (1lxr) diperoleh dari y dengsan

menghilangkan elemen elemennya yang sesuai dengan

kolom kolom yang dihilangkan dari A untuk memperoleh B

2.4.2. Cara penyelesaian.
1. Pilih suatu sub matrik bujursangkar B dari A dengan

order r ( r22) dan hitung

- Jr adj B

X = 3+ Cad3 B) er :(x“jxrz, .......... ,xﬂ)
= _ _dr (adj B)"
y = Jr (adj B)J rT _:(yri’yrz’ """"" ’yrr)

2. Jika terdapat xﬂ<0, atan terdapat y“<0, maka
pilihan B itu ditolak, dan mencoba b ydng lain.

3. Jika xﬂZD (i=1,2,....,r) dan yﬂ>0 (J=1,2,...,r)
B T
dr (adj B} jr
dan susun x dan y dari x dan ¥y dengan menambah nol pada

kita hitung : g =

tempat tempat yang sesuai.
cek apakah : X xiau = g untuk setiap_j:1,2,...;,n
2 Yf%J = g untuk setiap i=1,2,....,m
Jika salah satu relasi tidak terpenuhi, coba B yang
lain. Jika seluruh relasi terpenuhi, maka x,y dan g

merupakan penyelesaian yang dicari.
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Z.5.PENGGUNAAN DIAGRAM ALUR DALAM TEORI PERMAINAN

Penyelesaian matrik permainan {(mxn) dengan
algoritma Brown.
Didalam suatu permainan antara 2 orang pemain vyaitu
pemain I dan pemain II, dengan pemain I mempunyai m
strategi dan pemain II mempunvai n strategi, permainan
antara 2 orang ini adalah berjumlah nol.

Matrik pembayarannya disajikan sebagai berikut

pii p12 ...... pin

P P

21 2z ... .. Zn
A =

pml pmz ...... pmn

Algoritma Brown sebagai berikuot

Langkah

1. Pemain I memilih suatu baris untuk dimainkan dan
pemain II memilih kolom yanmg bersesuaian dengan

elemen minimum didalam baris.

2. Pemain T memilih baris untuk dimainkan vang
bersesuaian dengan elemen maksimum didalam kolom yang

dipilih oleh pemain II didalam langkah 1

3. Pemain Il menjumlah baris baris vang telah
dimainkan oleh pemain I dan memainkan kolom vyang

bersesualan dengan jumlah minimum elenen.

4., Pemain I menjumlah kolom kolom yang telah dimainkan

oleh pemain II, dan memainkan baris vyang bersesuaian
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dengan jumlah maksimum elemen, Jika jumlah iterasi
vang diinginkan dipenuhi, maka dilanjutkan langkah 5,
Jika sebaliknya maka kembali ke langkah 3.

5. Hitung batas atas dab batas bawah, masing wmasing v

dan v

- jumlah maksimum elemen darti Langkah a4

banyaknya permainen vang dilakukan

jumlah minimum langkah =

banyaknya permainan vyang dilakukan

6. Misal X, = proporsi pemain I memainkan baris 1
dengan i=1,2,....... ,m

yj = proporsi pemain II memainkan kolom J

dengan j=1,2,.......,n
strategl strategi itu mendekati strategi optimal
minimax.

Batas atas dan batas bawah pada harga permainan adalah

vSvsv dimana v dan v dihitung didalam langkah 5.






