BEAER I1I

TEORI PENUNJANG

2.1 PENGERTIAN GRAPH :

DEFINISI 1 :

Suatu graph 6 = (V. X) dapat didefinisikan sebagai
suwatu himpunan tidalk kosong V(G), dengan  anggota
yang dissbut vertex bemertsa himpunan X(3) dengan

anggota vang disebut garis.
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Gambar Z.1

-Gambar 2.1 menyajikan graph G dimana V (6) adalah {v;,vzi,
Vasv4avs} dan X(B) adalah C0V) ava) v vy ) (v 0va) s (va vy )
,(vﬂ_,VE),(vj,yq)lqu,vs),{vywv5i}. Baris (v| ,v4) artinya
garis  yang menghubungkan antara vertes v deﬁgan verteu
vi. Titik-titik biasa disebut vertex atau ngde atau Eoiﬁt
étau iunction. VSedang garis—garisnya disehut ~edge  atan
line.

Ferlu diperhatilan tabwa Perpotongan 2 garis atau lebih,
tidak selalu merupakan vertex dari graph, umpama&(vj,vQ )

dan (va,vg).



Di  bawah ini disajikan beberapa istilah yang sering
dibi#arakan dalam suatu graph :
éRDER :
Order suatu araph adalah banyaknys vertex~vertay
dalam suatu graph.
CONTOH :
Order dalam gambar 2.1 = 5.
DEGREE :
Degree atau valency dari suatuy vertex adalah
.banyaknya_ggris varng bertemuy diverteé itu.
deg Vi artinya : degree dari vertes vi dalam suatuy
graph.
suatu vertex dengan degree n kadang—kadang disehbut
n-valent.
COMNTOH -
deg vy dalam gambar 2.1 = 4.
IS0t ATED VERTéX :
I=olated vértex atau vertex terasing adalah vertey

dengan degree g.

AJACENT
Dua wvertex dari graph 6 (katakan v o dan w4, )
ajacent (bersisian) jika terdapat garis Yang
menghubungkan langsung antara keduarnvya.

INCIDENT : |




Bérig yang menghubunglkan vy dan ve ditulis dalam
bentuk (v, ,vo), katakan =, = (vysva): maka v, dan

v, disebut incident dengan x, dan sebaliknya.

"

LOOF -
Loop adalah garis dalam graph G vang ﬁenghuhungkan
suatu vertex dengan dirinya sendiri. |

DEFINISI 2 : ‘

| Dua graph G = (V,X) dan G = (VX" disebut
| isomorphis jika ada korespondensi 1-1 anfara V dan
V'y dan antara X dan X'y sehingga hubungan
incidentrterpelihara, dilambangkan dengan 6 = 5°.

Corntob pada gambar 2.2 isomorphis.
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Gambar 2.3
Suwuatu graph dapat terdiri dari loop—loop dan
multiple edges (gambar 2.8), tetapi éda juga graph vyang
tidak mempunyai loop dan tidak mempurnyai multiple edges
{gambar 2.3). Suatu vertex dapat dihubungk%n oleh lekih
dari satu edgé-(garis) ke vertesu lain_ {gambar 2.4 dan

gambar Z.5). Gambar 2.5 disebut -multigraph.

Gambar 2.3 i Gambar 2.4
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GFambar 2.5

DEFINISI 3 :

Suétﬂ graph 6 = (V,X) yvang tidak mengandung garis
sejajar atau loop disebut graﬁh sederhana (simple
giraph}.

Fada gambar T.&.

u oz

Bambar 2.4

DEFINISI 4 :

Graph G = (V' ,%") disebut subgraph dari graph G

jika semua vertex dan garis dari 6°, juga terletak

di 6 dan setiap garis dari G’ mempunyai vertex
wiung  vang =ama dengarr di 6 3 keadaan ini
dilambangkan dengsn &° S 5.



QO
0

Gambar 2.7

Setiap graph dapat merupakan subgraph untuk
dirinya sendiri. Suatu spanning subgraph dari & “adalah .
suatu graph vyang hemuat semua vertex-vertex dari &G,
Apabila 8 C V(6) maka induced subgraph < 8 }_ adalahl
stlatu ‘ gréph dengan himpunan Yertexnya S  vyang merupakan
maximal subgraph dari G, Jadi dua vertex dalam <« §
adalah bhersisian hila harmya hila vertexn—vertex itu
bersisian dalam G. |
Dalam gambar Q.?, G’ adalah spanning subgraph dari G
tetapi G" tidak. Sebaliknya G" adalah induced subgraph
dari G tetapi 6° tidak.

Jadi suatu gambar disebut graph jika terdiri atsas
vertex—vertex saja atau vertex-vertex dan garis—garis,
dimama setiap garis menghubuﬁgkan atau tidak menghubungkan

duta vertex yang berbeda.

2;2. MACAM-MACAM GRAPH.

Beberapa macam graph yang penting ditunjukkan zebagali
berikut., |

DEFINISI 5 :

. Suatu graph dengan sifat tidak mempunyal garis-—



garis disebut totally aiSEGnnected atan Null Gtaph
atau Graph Kosong.
Null Graph denganm n vertesx gitulis Np -
Contoh :
Nﬂ a N
o o., .
GambarhE.B
Jdadi dalam _Null Graph setiap vertexnya adalah
terasing.
DEFiNISI b = .- ~
Cmmpletelﬁraph adalah suatu graph dimana setiap
dua vertexnya vang berlainan bersisian.

Complete Graph dengan n vertex ditulis K -

hq

Contoh :

Gambar 2.9
DEFIMNISI 7
Graph FRegular adalah suatue graph dimana setiap
vertexnya mempunyai degree yang sama.
Braph‘G dizsebut Graph Regular dengaﬁ degree r bilg
setiap vértexnya mempunvail degree r,
Contoh @
Dalam gambar 2.10 adalah Graph FRegular dengén

degree X, van disebut Cubic atau trivalent.
g s ¥Yang

*



Gambar 2.10

Jadi setiap Null Graph adalah Regular Graph dengan
degree nol dan setiap Complete Braph ad%lah
Reguiér Graph dengan degres' n ~ 1.
DEFINISI 8 :

Suatu graph 5 = (V.X) disebut Biﬁartite Graph
{Bigraph) Jjika himpunan‘vertex dari graph G
“dapat dibagi -menjadi dua  himpunan Yang saling
asing VM, dan V;.S@demikian sehingga épabila ada
Qaris anggota G, maka garis ini menghubungkan
suatu  vertex di . V| dengan suatu  vertex i Vg
deng%n tidak ada dua vertex di U, magpunr di Vo

yang bersisian,

Gambar 2.11



K‘},?J

Kadané—kadang bipartite graphvditulis_sebagai G (V| V. ).
Di dalam'bipartite graph tidak perlu éetiap verte# angogota
V| dihubungkan dengan sgtiah vertex di Yz , tetapi Hika
demikian maka disebut complete "bipartite graph (completé
bigraph), ditulis Knmr),“dimana m menyatakan banyak vertey
di V) dan n adalah-bényak vertéx di V5.

Contoh

|‘:“F:;

. '\\\D

K, n mempunyai m+n vertex qan mn garise. Jadi Koz mem—

Bambar 2.12

punyai 7 wvertex dan 12 garis. Setiap Kf,ﬂ disebut juga

Star Graph. Jadi K, adalah‘cantmﬁ dari Star Graph.

DEFINISI 9 : |
Connected Graph didefimisikan sebagai suatu graph
vang tidak dapat disajikan sebagai union berhinggs
dari graph. Jika tidak demikian -maka graphnya
disebut discpnﬁectéd graph.

DEFINIST 10

Komponen dari graph adalah conniected subgraph yang
memuat baﬁyaknya_maximal gari;.
Isclated vertex adalah komponen-.
Maka, Jika, graph tidak connected harus memuat
banyvaknya kdmpunen. Satu atau -beberapar dari hkomponen-
(kémponennya‘ mungk in masihg-masing terdiri' dari isolated

verte:.




Dalam gambar 2.13 disajikan  disconnected graph yang
terdiri atas tiga kbmpnnen. Kémpunen adalah maximél corn—
nected subgraph. Setiap connected graph mempunvyai safu
komponen, dengan kata lain setiap discannectéd graph dapat
disajikan sebagai finite union dari_connecfed graph. Jadi,
disconnected éraph paling sedikit mempunyai dus conneéted
subgraph ; masing—masing subéraph ini disebut komponen

dari disconnected giraph.

o O:—_Q
\\_/

Gambar 2.13

1/\0

Gambar 2_.14

Fada gambar 2.14 adalah contoh connected graﬁh.
DEFINIST 11 :

Buatu Connected agraph yang regular dengan degree

dua‘disehut circuit graph.

Circuit graph. dengan n vertex, ditulis Ch-
Dalam gambar 2.15% circuit graphxyagg dimaksud adalah Cg -
Jumlshan dari ‘ fall giragh My dengan circuit araph
Choj (0 2 3) disebut Wheel. Wheel dengan n vertex ditulis
Wn. Wheel dalam gambar 2.1% adalah We vaitu hasil jumlahan

rnall graph N, dengan circuit graph Cs.

11



Gambar 2.15
DEFINISI 12:
Misalkan 6 aﬁal%h Graph dengan himpunan vertes
V(G); ka&plemen dari graph G, yaitu G mempunyai
h;mpuhaﬁ vertex V(B) =.V(B), tetapi dua verteu
bersisian -di G bila dan hanya bila mereka tidak
bersisian di G.
Sehingga @ komplemen dari complete graph adalah null granh
dan =ebaliknya, sedangkan komplemen dari. regular  graph
adalah regular graph.
Contah dalam gambar 2.14.
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Gambar 2.16
Apabila  suatu graph itu isomorphis dengan Lomplemennya
maka graph itu disebut Self-complementary. Contch graph

pada gambar 2.17.
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Gambar 2.17

DEFINISI 13

Line“ graph L(G) dari suatu graph adalah graph
‘dimana verter-vertexrnya berkbrespnndensi 1-1

dengan garis—garis dari G.

Dua wverte:x dalam L(é} bersicsian bila dan hénya

kila gariz—garis dalam 6 yang bersesuaian bersisian

puls.

Contoh pada gambar 2.18 adalah Line graph dari dua graph

yang isomorphis.

Gamhar_2.18

2.3. DPERASI-DPERASI FADA GRAPH. )

Misalkan G, adalah graph dengan himpunan vertex
Vi dan  himpunann éaris Xy s B2 adalah graph dengan
Vg seﬁagai h;hpunan vertexnya dan X2 sebagai himpunan
garisnva. Vi dan Vz_sa%ing asing, X, dan X9 juga saling

asing.

Mak a ape%asimoperasi yvang dapat dikerjakan pada graph—



grabh di atas antara lain :

UNION

By union 6y, ditulis 6 = B, U Bz dengan jumlahan

dari himpunan vertex VY = VlLJ.Vz dan X = X, U Xo.

Contoh pada gambar 2.19.

x|

B, G Gy U 6,
Gambar 2.19

IRISAN :

Gy irisan 65, ditulis 6 = By N G, dimana vo=
v oy, dan X = X; (1 x,.

Contoh pada gambar 2.20.°

Gltﬁ G,

Gambar 2.220

JUMLAHAN =

G =6 + B adalah graph yang terdiri dari G, U G,

dengan setiap vertey di V) dihubungkan dengan
setiap vertex di v,. )

Contoh pada gqambar 2.71.
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| Bambar 2.21
Jad; .complete bipartite graph Krh,5 merupakan  jumlahan
dari En\dan En. |

- Contoh pada gambar 2.32.

Kq I = T = T = S = ‘E5 I = T v T

Bambaf 2.22
PENGURANGAN
B = 6 ~ Gl_Aadaiah subgraph yvang terdiri dari
semua garis di Gy yang mana tidak dalam G, .

Contoh @ dalam gambar 2.23

~y Vi, M ¢ Va,

VL} i \/:4 . Vb

.Bambar Z.23

Gy = 6y = (V14V2>=(V3FVA)s(V;ﬂV4d_(Viﬂvz)sﬁvasvs)sfvanv4)
= (v svq)

6y - G, = (v,,vl),(vz,v5),(v5,V4)—(v!,vi),(vi,vqj,(vl,vq)
.= (vl,vj)




PRODUCT :
B, product G,y ditulis Gl X‘Gl adalah suatuy grapﬁ
dengan V(G ) X V(Bl)'sebégai himpunan vertéxnya
dengan e=ifat : dqa vertexn bersisian dalam G, X G,
bila dan hanya bils koordinat pertama sama dan
'kmardipat ke dux bercsisian atau Koordinat pertama
bersisién'dan koordinat kedua sama.

Contoh péda'gambar 2.2%a dan gambar 2.24b.

w

S ¢ o Bgs o—— 5§

Bambar 2.74a
VG, X 61);= {(uy,ul),(ul,vl),(u[,wz),(v,,ui);(v,,vl),

(v, ml)}.

(0. uz) (Jovay Uz, ur) (ba v )
L U_‘l) 3 (UJ,WZ) CU..’. \J,
(v2, )

(w,vz) (m,%u) (Wa,u, )

Bambar 2.24b
Ternyata G; X 65 izsomorphis dengan G. X Gy .
COMPOSITION
5y composition G, , ditulic g = G, [621 juga
meEmpunyai VY = Vi X Vi sebagai himpunan vertexnya
daﬁ dus  vertex dalam G, [G,] bersisian bila dan
hénya bila koordinat Pertama bersisian atau kogr-

d1ndt pertama sama dan koordinat ke dua bersisian.

1s



Contoh : Pada gambar 2.28%a dan gambar 2.2Sh.
Lty

Uz Yo Wao
VT

Gambar 2.32%s

Cuuz) o {u,va) . ' (Uz,U:) (U2,v,)
(Vi (U, w2y (Va2 M) : - (Va2,ur)
(Vi v2) (Vi u) {Wa, U) CW#;VQ
6 [ G5 1 o G, [ B, ]

Gambar 2.25
Dari ke dua gambar dalam gambar 2.25b dapat ditarik
keaihpuian bahwa kedua composition B[6,1 dan 6,5[6; 1 tidak
ispomorphis.
CORONA
Corona G| dengan Gy, ditulis Gy, o B2 didefinisikan
sebagai_suatu graph yang dipercleh dengan melukis.
kan coapy dari G, yang mempunyai ny vérten dan
coples déri Gl » sedangkan vertex ke i dari G,
dihubungkan dengan setiap verfex dari copy ke i
dari G.

Contoh dalam gambar Z.26x dan gambar 2Z.2é6b.

Gambar 2.2&a

17 .



X1Lwp

Gi o6Ga ‘ B, 0 6
Gambar 2.26b
kedua corona Gy o Gy dan'G;_m;G, tidak isomorphis;
Jiﬁa G, adalah graph aengan ny  vertex dan
m, garis, maka untuk setiap hasil operasi di atas dapat
dihitung Eanyaﬁ vertex dan banyak garis seperti tabel

dibawah ini

A e e e e e hY
1 Operasi : Banyak : Banvak ;
; : vertex : garis ;
(= - T e e T e :
i Unian Gy U G2! ny o+ ong : fi; + m- H
v Irisan By N Gt ¥ H 4 H
t Jumlahan G, + B! ny, + n, ¢ My F omg g H
. Fengurangan Gy — Gz! % : * : H
! Product . G x Bat Ny ns oMy f mang :
v Composition G, [G,.]! Myriz PNy ma N, ngm, :
i Corona . G, o Gy n (1L +ny) | omy + npmy + myng |
\..,.....______...._.__._....._._.‘...'_. ______________________________________ /
CATATAN

¥ Untuk irisan dam peEngurangan, banvak vertex dan

‘banyak garis tergantung graphnva.

COMFLETE K-PARTITE :
Complete k—partite graph K (r, s aeevany 3
didefinisikan sebagai Eﬁl+ Ky +eo o+ Kne = dengan

Contoh pada gambar 2.27.

1a
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0

o o
Ka : o o
'E} H o
;
Bambar 2.27
y =3,nl=2,n5=1, sehingga jumlah vertas dalam K=,z adaléh

&, sedangkan jumlah garisnya = NNy + niny Tnynm s 11,

N-CUBE :

n-Cube @p didefinisikan sebagai : Dp = K,
. . "

Qn?! « dimana &; = Koo Jadi Ry mempunyai 2 vertey,

yvaituy a, ,al,...,ah, dimana setiap ar- hisa Sama

dengan 0 atau 1. Dua vertex dalam @~ bersisian

bila dan hanya bila mempunyai tepat satu koordinat

yang tidak sama.

Contoh pada gambar 2.78.

01 11

e
-l

S-cube (
sehingga
{000,010

IDENTIFI

111

—cube
110
S—cube

Gambar 2.29 .

935 di atas merupakanlpraduct dari k,dengan &5
himpunan vertex dari B  yaitu vooo=

,011,001,100,110,111,101}. |
KASI

Jdika § dan H adalah graph-graph dengsan sifét bahws

identifikasi dari sembarang vertex dari G dan

19



Contoh 3

2.4 .DEFI

DEFINISI

dengan vertex sembarang dari H menghasilkan graph
khusus (hingga isomorphis), maka dinotasikan G ;-H
untuk graph irmi. | .
Lihat gambar 2.29, B2=Kz. Ko
Kot ob—-n Bl :;Q————e————o

Gambar 2.29

NISI-DEFINISI LAIN YAﬁG PENTING. ':

‘14

Suatu )Nalk \di dalam G dimaksud suatu deretan
tEFdiri dari verféx—vertex dén garis—garis
berganti-ganti, dimana seﬁiap garis incid?nt
dengan dua vertesx yang terdekat yvang terletak di

karan kirinya pada deretan ituw, dengan deretan

dimulai dan diakhiri dengan vertex.

L B

Lihat pada gambar Z.30.

CATATAN

Contoh
vy (v[

;‘ atas d

L

Gambar 2Z.30

Graph dengan vertex—vertes diberi nama disebut
suatu Labeled Graph. )
yang dimaksud walk yailtu deretan H

V2 Vo (v, ,vg) v5(V,avg ) vy (V5 Vg ) Vg » Deretan di.

apat disingkat menyaiikannya dengan Vi VoV Vo Vﬂ -

20




Ferhatikan bahwa vertex—-vertex maupun garis—garis dapat
timbul beberapa kali dalam deretan tersebut.

Aﬁahila vertex mula dan vertex akhir s%ma dalam deretén
itu. ma#a deretan disebut tertutup. Jika tidak demikian

maka deretsn disebut terbuka.

DEFINIST 15 =
Apabila semua garis—garis pada suatu walk  itu
berlainan maka walk itu disebut trail. ﬁada sustu
trail vertex boleh dilalui lebih dari satu kali._
Contoh @ lihat pada gambar 2.30, yang dimaksud trail yvaitn
deretan POV VR VSV va Vg . |
DEFIMISI 16 :
Apabila pada suatu walk semua vertex - (kecuali
mungkin  vertex mﬁla dan wvertex akhir, jika walk
itu. tertutup) adalah berlainan maka walk tersebut
dinamakan suatu path.
Perhatikan bahwa suatu path pastl suatu trail tetépi tidak
sebaliknya. Umpamanya' : lihat pada gambar 2.30 deretan
v|v2v5v3ylV4-adaléh trail yang bukan path.
CATATAN ﬂ
Untuk  definisi 9 tentang connected graph dapat
Jjuga dikatakan-dengan defini=i sebagai berikut :
DEFINISI 17 :
Suatu graph disebﬁt connected, jika'untuk setiap
dua vertex pada graph . tersehut &ihubungkan dengan

suatiy  path. Dalam hal lain disebut disconnected

21



graph.

DEFINISI 18 :

Jarak d(u,v) diantara dua vertesx u dan v dalam
graph'G adalah panjangnya path yang terpendek dari
v ke v. Apabila dari v tidak dihubungkan dengan
suatu path maka ditulis diu,v}) =7,

Dalam sustu cnﬁnécfed graph, distance adalah metric, yaitu

untuk semua u,v dam w berlaky

1. diu.v) 2 O dan d(u,v) = 0 bhb'v = 0,

2. d{u,v) = d{v,u).

J.oodlu.v) + div,w) 3 dlua.m).

DEFINISI 19 :
ﬁpabilansuatu path tertutup maka disebut cicle dan
Jika ciicle mempunyal tiga vertex maka disebut
triangle (segitiga).

DEFINISI 20 :

Tree adalah suatu araph terhubung vyang tidak
mengandung cicle.
Beberapa sifat tiree :
1. Setiap vertex dihubungkan dengan path tunggal.
2. p=g + 1 dimana p adalah banyaknya vertex dan
g adalah banyaknya garis.

Contoh pada gaambar 2.31.

Sambar 2.31

o
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DEFINISI 21 :
Eulerian graph adalah sustu graph terhubung  jika
ada walk tertuﬁup yang melalul samus verteHA-pada
setiap garis yang berbeds.

Cantoh pada gambar .32,

e

Bambar 2.32 ’ Gambar 2.33

DEFINISIY 22 :

Graph terhubung disebut grapﬁ hamiltun kalau ada
cicle yang memuat semua vertex dari 3.
Contoh pada gambar 2.33
DEFINISI 23 :
Graph dengan satu vertex disebut graph trivial.
Graph non trivial Ppaling sedikit mempunyai dua

vertex.

DEFINISI 24 a

Endvertex atau Endpoint atau Final Vertex aadalah
vertex dengan degree satu.
DEFINISI 24 b :
Apabila dengan mengeluarkan satu vertex dari G,
banvaknyx kompornen dari G bertambah, maka vertesx
itu disebut Cutvertesu atau Cutpoint.
Analog didefinisikan suatu bridge (isthmus). Sehingga v
merupakan cutvertex dari graph G bila hanya bila G-v

adalah
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disconnected. Adanva suatw bridge dalam suatu graph hélum
tentu meﬁgakibatkan adanyé cutvertex. ( ﬁmgil G = Kl. );
Akan tetapi, jika G connected 5ekurang—kuréngnya mempunyai
3 vertex, maka adanya bridge pasti mengakibatkan adapya
ﬁutverten. Apabila suatu rMon trivial graph itu connected
dan tidak mempunyai cutvertex, maka disebﬁt han  separabel
graph. Suatu block dari suatn graph‘ialaﬁ suatu  maximal
non  separable subgraph. Aﬁahila G sendiri nan separable

maka G disebut block. .

Elock-block dari graph .

r—

Gambar 2.3

Dalam gambar 2.34 di atas vertex-vertex u dan v merupakan

cutvertesx, sedangkan w tidak. Garis ®»O= ouv merupakian suatu
hridge sedanéhan y tidak.

Perhatikan bahwa setiap garis dari G tepat berada
dalam satu block. Sebab Jika garis ¥ oumpamanya dalam bloclk
By dan dalam block B, maka ini berarti bahwa By dan
By bukan maximal ron geparable subgraph. Sehingga_ bukan
merupakan block. Hal diatas Jjuga berlaku untuk vertesu yang
bukan isolated point atau cutvertex.

Selanjutnva apabilé' v suatu cutvertex yang
terletak pada dua block B, dan El-%tau terletak pada suatu
path  yang menghubungkan.B] dengan Byx maka setiap path

dari “1+ v dari B, dan Uy f v pasti melalui v. Sebab

za



apabila ﬁiﬂak demikian maka pengeluaran'v tidak memisahkan
Ey dan EB4 dan.v bBukan cutverte:x.

Garis—garis dari setiap cycle dari G selurubnya
terletak dalam suatu Elnck. Sebab jika tidak demikién maka
ada  suatu garis yang terletak dalam dua bleck berlainan
vang tidak kita lihat diatas. bengan demikian, blockwblocﬁr
dari sﬁatu graph itu- méngadaﬁan partisi dari garies-—
garisn?a dan CYCIE*CVEIEH?&, dipandang sebagai himpunan
garis—garis. .

DEFINISI 25 :

Fersekitaran dari vertex u adalah himpunan N{u)
terdiri dari semnua verterx—verter v Yang mana
bersisian  dengan u. Fersekitaran tertutup adalah

MIul = Niu) U {uz.

k)
en





