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2.1. Bilangan Kompleks

Definisi 1

Bilangan kompleks < adalsh sebuah bilangan yang
berbentuk x + iy, dimana x dan y bilanganmbilangan real
Rdan i = ¥ -1
Jika dinyatan dalam koordinat polar maka x = r cos =

r gsin e ,rz = x?+y2dan bilangan kompleks

¥

Z =T X + iy menjadi

I

’ . . ) ie
z r-cos @ 4+ 1 ¥ 3in e - r e .

Gambar 1 :

Definigi 2

Konjugasi dari bilangsn kompleks =z

= x + iy
dinyatakan dengan z adalah z = x - iy
Definisi 3
Nilsi mutlak dari bilangan kompleks z = x + iy
dinyatakan dengan |z| atau | x + 1iy|, dan diberikan
dengan Jz| = V(x? + vy oz (x° + vy




2.2. Himpunan

Definisi 4

Himpunan A disebut himpunan bagian dari B Jjika
dan hanys Jjika setiap anggota dari A menjadi anggota
dari B atan A < B jika dan hanya jiks (Vx) x € A= x < B

Definisi 5

Himpunan vang tidak memuat satu glemenpun
disebut himpunan kosong.

Definisi B

Irisan dari dus himpunan A dan B, ditulis
A mn B adalah himpunan vang sanggota-anggotanya terdiri
atags elemen-elemen yang sekaligus berada dalam A msupun
B atsu AnB = {x] x< Adan xe B }.

Definisi 7

Gsbungan dari himpunan A dan B, ditulis A U B
adalzah himpunan vang anggota-anggotanya terdiri atas
elemen-elemen yang sekursng-kurangnva menjsdi anggota
dari salah satu himpunan A atau B , Jadi

AUB={ x| x< A ataun x € B}

2.3. Kombinstorik

Definisi 8

Jika n adalah bilangan bulat positif dan k suatu
bilangan bulat sedemikian hingga 0 £ k %X n , maka

keoefisian binomisal [ ﬁ ] didefinisikan dengan

[E] :kinu!]-k)!




banyaknya unrutan yang diberikan kepada n

‘dengan n ! =
elemen tersebut.
atau n ! =1, 2.3, ... (n-23(n-1).n

2.4. HMatriks dan determinant

Definisi 9

Matriks adslah himpunsn skslar (bilangan rezal
atau konmpleks) vang disajikan secara empat persegi
panjang (menu;ut baris-bsaris dan kolom-kolom}.
Skalar-skalar itu disebut elemen matriks. Matriks diberi
nama dengan huruf besar A, B, P, dan lain-lain. OSecara
lengkap ditulis matwevks A = (aij}, artinysa suatu
matriks A yang elemen-elemennya 8, ; dimana indeks i
menyatakan baris ke 1 dan indeks j menystakan kolom ke J
dari elemen tersebut.

Contoh 1 :

1 1 — > baris 1

o
|
]

Matriks real A = —— > baris 2

— > baris 3
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Kolom

Definisi 10

Apabila pada sustu matriks, banyaknya baris sama
dengan banysknya kolom msaks Mstriks tersebut disebut
matriks bujn-sangkar. Jiks banyaknya baris = banyaknya
kolom = n, maks disebut matriks bujur sangkar ordo n.

Definisi 11

Hargas determinant dari suatn matriks bujur

sangkar A yaitu det (A) = |A| adalah




. n L
]A| :-Z (-1 2, Mtj
i=4
Dengan aij = elemen-elemen dari matriks A dimans indeks
i menyatakan baris ke i dan indeks j
menyatakan kolom ke 3.
Mtj = Minor dari elemen atj vang dipercleh dengan
Jalan menghilangkan baris ke i dan kolom ke
Jj dari det (A).

2.5, Ruang Linier

Definigi 12

Vebktor

L

alah sustu potongan (ruas, segmen) garis

vang mempunyai arsah.

B
\
A

Vektor pada gambar () 1ini, diberi nams a atau AB,

Gambar 2 :

dimana potongan gsris AB merupakan panjangnya dan sarah
vektor tersebut dari A ke B.

Definisi 13

Dipandang _F suatn  himpunsn didefinisikan dus
operasi yang disebut penjumlahan (+) dan perkalian (.).
F merupakan field apabila terpenubi
1. F group sbelian terhadap jumlsh

a. Tertutup (Mo, B e F)Y(3 lp « F} a

+
W
n
w

b. Assosiatif (VMa,B,y = F)(a+3) + »

I
Q
+

(B+y )

¢. Ada elemen nol (3 D e F)(Vao e F) 0+ a0 = at + 0 =k




d. Ads invers (Wa = Fy (3 - o & F)
(-o) + & = a + (-a) = 0

e. Komutatif (Vo, f e F) oo + 3 = £+ o
2. Terhadsp pergandaan

a. Tertutup (Va, f = F){(3 lyp e Fra . B = ¥

b. Assosiatif (Vo,B3,r € Fi(a.3) . v = a . (B.r)

g. Ads elemen satuan (3 1 € F}y(Va e FY 1 ., aa = a . 1

= o
d. Komutatif (Mo, e F)a . B =5 . «
e. Ada invers (Va # 0 € F)(3a
: fat e et s

3. Terhadap Distributif

a. (Va, B, reFla (8 +¥) =a.fB +a.y

b. (Ya, B, reF)(a+B) .y =ay + By
Catatan 1

Elemen-elemen dari sustu field disebut skalar.

Definisi 14

Dipandang suatu himpunan X dan field F.
Didefinisikan operasi penjumlahan terhadap elemen -
elemen X dan perkalian elemen-elemen X dengan elemen F.
Maka X disebut ruang linier diatas field F dari semua
bilangan-bilangan kompleks apsabila terpenuhi
1. X group sbelian terhadsp jumlah

a. Tertutup (Vf, g« X3 h X ) f + g = h

b. Assosiatif (¥Yf,gNe X) (F +g)+ h=1Ff+ (g + h)
c. Ada vekior nol (30 e X}(VMf €« X 0+ f = Ff + 0 =7¢
d. Ada invers (V f € X} (3 - f € X)

(-fY + f =f + (-f) = 0




e. Komutatif (VMf, g =X} f + g =g + f
2. Pergandaan dengan skaslar adalah tertuotup
a. 1 . f = funtuk VI e Xdan 1 F
b. oo feX untuk ¥V f €« X dan aa € F
¢. o (BF) = {(of3)f untuk Vo, f € F dan f « X
3. Terhadap distributif
a. oo (f + gy = af + ag untuk YVa  F daan f, g € X

b. (a + B)>f

11

af + fAFf untuk Yo , f « F dan f « X
Catatan 2

Elemen-elemen dari suatu ruang linier disebut
vektor.

Contoh 2

Dipandang himpunan X dari vektor dengan bentuk

f = (al, a, ...,ah}, a{ = bilangan kompleks dan

g = <b1’ bz, ...,bh), b% = bilangan kompleks,

Didefinisikan af = (« a., oa, C e s daﬁ) dimans a

gsembarang bilangan kompleks, dan £ + g = (al+ bi, az+b2,
.,oB bh}.

Ditunjukkan bahwa himpunan X merupakan ruang linier
sebagai berikut
1. Terhadap penjumlahan
a. Tertutup, sebsab
f+ g = (a

, bi, a, *+ bz, ce.s Bt bﬂ)

I

( C,o Gy .- .,en} = h e X
b. Assosiatif dipenuhi, sebsab
(f +g>+ h = ( a, + bl, a, + bz, cevs 8 bh)

.C_ 3}

+ C.o €, ..C

(a1+ (b1+ci), a, + (b2+ cz), C ey




Z. Terhadap

a.
b.

C.

a_ + (b_+ c))
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= (a,, a,, e )+ éb1+ c, b2+ e,
- bh t e )

= f + (g + h)

Ada vektor nol, yaitu 0 = ( 0, 0, ..., @)

Sebab 0+ £ = ( 4, 0, ...,0) + (31’ I -3
= (ai, 8, 8, ...,an) = f

Setiap f & X pasti mempunyai invers terhadap

penjumlahan, vaitu -f « X sebab

-f + £ = (—al,-az, ., —an}+ (ai,az, ...,an}

={0, 0, ..., 3=0
Komutatif dipenuhi, sebab
£+ g = (a+ b,a+ b,, ,a + b )
= (b,+ 8, b+ a_, -» b+ 8 )

=g + f

1. =1.(a, a,, ...,

a ) = (ai, By - s

Untuk ¥f « X dan 1 « F

af = a(a,,a,, ...;ah}

=«(d,, 4,
(BT = a(Ba,, Ba,,.

o3z )

= (af) (3, a,,

= (aai, aaz, I = ¥ §

» &) = (ep) f

untuk Vo, f « F dan f « X

3. Terhadsp digtributif dipenuohi, sebsab

a.

a( T + g)

1t

i

1

o (al+ bi,
(dai+ ab_ ,

(aai, aa,,

3, + bz, RN +fbn

+ o
da, bé, RN

- aah)+(ab1, aba,..

pergandaan dengan skalar adalah tertutup

a )= f

™

n)
. dn) e X untuk Vf « X dan ¢ € F

- .Gah) = (aﬁai, 0‘1"33-2 )

)
+ dbh)

.,ab

n

)
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il

of + og untuk Ya € F dan F, g € X.

b. (x + 3) f = (aal+ Bal, o, + ﬁaz, v s 0E 4 ﬁaﬁ)
= (aa,, aa, > oa )+ (Ba, Ba,, ...,
Ba_)

af + Bf untuk Vo, s €« Fdan f € X

2.8. Ruang Metrik

Definisi 15

Nilai moetlak dari bilangan real x adslah
|X] = v'% ? dengan x < R.

Definisi 18

Untuk setiap bilangan bulat positif n, hinpunan
Eh adalah himpunan semus kelompok n buah bilangan real

berurutan ¥ = ( x X

" ,xn) dengan x X .. X

17 1? 2’ Tt n

bilangan-bilangan resal vang dinamaksn koordinat X.
Elemen-lemen Eh dinamskan titik, atau vektor terutams
untuk n » 1.
Didefinisikan operasi-operasi berikut
1. Operssi penjumlszhan
Jika X = ( X, X%, ...xh} dan Y = (yi,yé,...yh)
anggota Eh, maks X + Y didalam En
didefinisikan sebagai |
X4+ Y = (x1+ v, x2+ Voo enes X+ yn}
2. Perkalisn dengan skalar
Jika & suatu bilangan real ( skalar ) maka aX
didefinisikan aX = (axl, BX s ... axn}
Tampak bahwa baik X + Y msupun aX merupakan kelompok n

bilangan real, jadi keduannys merupakan vektor anggota

E .

m
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Definisi 17

Pada sebarang vektor X dan Y didefinisikan spa
vang disebut inner product X.Y vang merupakan suatu
bilangan real, jadi sustu skalar, yaitu

kol
XY :i§1X: . V.

Y g
Definisi 18

Norma suatu vektor X = ¢ X X, e xh} didalam

E vaitu |X||] didefinisikan sebagai

n 2 1.2
= (2,5

Definisi 19

Himpunsan Eh déngan operasi penjumlahan dan
perkelian dengan skalar (definisi 18) dan dilengkapi
dengan inner product {(definisi 17> dan norma {(definisi
18 membentuk suatu struktur vang dinamakan ruang
Euclidian real dimensi n.

Contoh 3

Buktikan bahwa untuk X, ¥ , Z angotsa En dan &a,b
sutau bilangan real, maka
(1) (aX). (bY) = (ab) (X.Y)
(ii) X (Y + Z) = (X.Y) + (X.Z>
(iii) (X + ¥y, (X + Yy = XX + 2(X.¥)y + Y.Y

Penielssan :
™ T
(1Y (8X>.{b¥> :tgiaxt.byi = 8ab. X x. ¥y

1=471%1

= ab (X.Y) menurut definisi 17
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kal ial knl
(11} XN+ 2) = g, x(v+ 2) = T xvy + Exz
= X.¥Y + X.7

(11i) (X + Y). (X + ¥

1l

(X + ¥ X+ (X + ¥3.Y
Menurut (ii)

X (X + ¥+ Y.(X + ¥

It

1l

X.X+ XY+ Y.X+ Y.Y

1t

XX+ 2X.Y + Y.Y
Sebsb X.Y = ¥.X

Definisi 20

Untuk s dan b bilangsn real dan a2 < b didefinisikan

notasi

1. La,bl={xla = x £ b } vyaitu suatu interval
tertutup

2. (a,b) = { %] a < x <b } vaitu sustu interval terbuks.

Definisi 21 : Ruang metrik

Diberikan himpunan X vyang tidak kosong, vang
elemen-elemennya disebut titik. Didefinisikan fungsi
bernilai real tidak negatif d pada X x X ( jadi d fungsi
dua varisbel dengan varisbel-variabel pada X ) sebagai
berikut. Untuk sebarang titik x dan y didalam X harns

dipenuhi

(a) d.(x,y) 20 ; d (x,y) = 0 Jika dan hanya Jjika

X =¥

(b)Y d (x,y) = & (y,x)

4

(ey d (x,y) £ d (x,z) + d(z,y) untuk sebarang

titik z anggotas X.
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Fungsi d yang memenuhi ketiga sifat di atas-dinamai fungsi
jarak atan metrik pada X. Nilai ° d(x,y) dinamakan Jjarak
dari x ke y. Himpunan X vang dilengkapi fungsi Jarak
disebut ruang metrik.
Contoh 4 :
(1) Buktikan bshwa ruang Euclidian real dimensi n
adalah suatu ruang metrik dengasn metrik yang

didefinisikan oleh norma :

Penjelasan :
Dimisalkan X € E , Y € E' dan d( X,Y) = }} X-Y ||
({a) Jiks X % Y maka 4 (X,Y¥) = " X-Y"
/

’ n
Y Lgi(xi_y{§‘> 0
Jika Y = X meka d ( X,X) = ||IX-X|| = ||9)] = ©
(b) d (X,Y) = |%x-Y||

jY-x{| =d (7,%)
(c) Misalkan X-Y = ( X-Z > + ( 2-Y ) mska
¢ %-2 > + ¢ z-Y >)f®

1l

[(X-Z) + (Z-Y)][(X-2) + (Z-Y}]

(X-Z2X¥(X-2) + 2 (X-Z3(Z-Y) + (Z-Y)(Z-Y)

menurut contoh 3(i1ii)

1A

Ix-z)%+ 2 |(x-2) - |+|z-Y|®
2 b4
IX-z)"+ 2 §x-Z§jjlz-Y|} + jz-Yi|

1A

2
(hx-zll + yz-vi]
Karena norma adalah bilangsn tidak negatif maks
f(x-25 + (Z-7)|| = §x-Z}f + Jlz-¥|}
atan

Iox-vlj = fix-z) + z-¥}}
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Jadi terbukti bshwa En adalsh ruang metrik.

(ii) Diberikan himpunan tak berhinggs X

Didefinisikan fungsi d pada X«X dengsan

1 jika x £ ¥
d (x,v) = {

0 dika x = y

5ifat (a) dan (b) dari definisi (21) jelas dipenuhi
oleh d, akan dibuktikan bahwa (e¢) Jjuga dipenuhi.
Jika x # y maka untuk sebarang titik z anggota X,
paling sedikit satu dari hubungsn x % z dan y # z
adalah benar.Jadi d ( x,2) + d (z,y) bernilai satu
atau dua sehingga (c¢) berlaku, Jika x = vy, maka

untuk sebarang =z anggota X berlaku x = v = z atau

x =y # z,dadi d (x,2) + d (z,y) 0 atau 2,
sehingga syarat (e) jugs dipenﬁhi.
Jadi d adalah suatu fungsi jarak pada X, dann X
menjadi suatu rusng metrik dengan metrik d.

Catatan 3:

Himpunan semua bilangan asli dinyataksn dengan N. Jadi

N={1,2,3,......... 1

Definisi 22

Jika p sebarang titik didslam ruang metrik (X,d),
dan r > 0, msks himpunsn

H(p) = { x =X | 4 (p,x) < r }
dinamskan daserah sekitar titik r dengan radius r, dan
disingkat dengan sekitar titik p dengan radius r. Titik p

dinamakan pusat sekitar Nr {pJ
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Contoh 5

Dalam R sekitar titik p dengan radius r adalah
interval terbuka yang pusatnyas p dan radiusnys r. Dalam E2
sekitar suatu titik merupakan suatu dserah lingkaran tidak
termasuk titik-titik keliling lingksarannya, sedang pads E3
akan berbetuk suatu bola tidak termasuk permukasnnya.
Secara umum sekitar dalam ruang Euclidisn real dimensi n
atau Eh adalah

N(p) = { X = E_ | } - X || < 23}
vang akan dinamakan bola terbuka yang berpusat di p dan
radiusnya r.

Definisi 23

Titik p € X disebut titik limit himpunan- A, yaitu
himpunsn bagian dari X, bila setiap sekitar titik p memuatQalbng
sedikit satu titik q € A dan g # p
Contoh B

| Didalam R ditinjan himpunan A yaitu interval
terbukas (a,b). Jelas bahwa titik a, titik b dan semusa
titik p disntara s dan b merupakan titik limit A. Tetapi
titik ¢ diluaf A bukan titik limit A, sebab Jjika r >0
diambil-nilai vang terkecil diantara nilai | ¢ - =a] dan
lc - b} maka™ (e} = (¢ - r, e + r)tidak mem ust satu
titikpun anggota A:

Definisi 24

Diberikan ruasng metrik (X,d). Semua titik dan
himpunan yang disebut dalam definisi berikut asdalah titik
didalam X dan himpunan bsagian dari X.

(a) Titik p disebut suatu titik interior himpunan A 3jika
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terdapat suatu sekitar dari p yang merupskan himpunan
bagiaﬁ dari A. |
(b) Himpunan A disebut himpunan terbuka jika ‘setiap
anggotannya merupakan titik interior himpunan A.
(¢) Himpunan A disebut himpunan tertutup jika semuas titik
limitnya termuat didalam A.
Contoh 7 :
Didalam ruang metrik (X,d), maka
(1) Himpunan A = ( a,b ) adalah terbuks. Sebab jiks XGEA:
dan r = min {]x-a},|x-b}}, maka
&jx) = ( X-1r, X+ 1) adalah himpunan bagian dari
A, jadi x titik interior A. Jadi semua anggotas A
adalah titik interior A, sehinggs %da'merupakan
himpunan terbuka. A tidak tertutup sebaﬁV%itik limit
A yang bukan’anggota A, yaitu a dan b. contaln
(ii) Himpunasn F = [a,b] adalah tertutup, sebab menurut\fs,
setisp titik ¢ & F bukan titik limit %, jadi F pasti
memuat semua titik limitnya. F  tidak terbuka sebsab
ada anggota F misalnya a, yang bukan titik interior
F. Titik =a bukan titik interior F, karena
Nr(a) = {a-r , a+r} bukan himpuan baéian dari F untuk

semus r > 0.

Pefinisi 25

Kﬁ?ﬂ@lemen himpunan A, vaitu AC_ adalah himpunan
titik - titik x e X dan x & A

Theorema 1

Himpunan A tertutup Jjika dan hanya Jjika A

terbuks.
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Bukti
=) Lebih dahulu diandaikan A terbuka menurut
definisi 25.
Dimisalkan x sebarang titik limit A. Jadi setiap Nr (x}
memuat tak berhingga banyak titik-titik ansggota A,
sehingga tidak ada sekitar dari x vyang menjadi himpunsan
bagian dari AS. Karens itu x bukan titik interior AS
Karena diketahuni A terbuka, ini berartl x bukan anggota
AC, atau x = A.
Jadi, jika x titik limit A maka x € A, Verbukti bahwa A
tertutup.
(:$Selanjutnya.diandaikan A tertutup.
Diambil sebarang titik x < A~. Karena x = A dan A
tertutup, maka x bukan titik limit A.
Jadi terdapatlah r > 0 sehingga

N (X)) n A = himpunan kosong.
Dengan demikian N}(X} < Ac, sehingga x titik interior,Ac.
Jadi, jika x « A maka x titik interior A
Terbukti bahwa AT terbuka.

Definisi 26

Himpunan A dslam ruang metrik (X,d} disebut
terbatas jiks terdapat titik p € ¥ dan bilangan M > O
sehingga untuk setisp q « A maka jarak d(p,q) £ M.

Definisi 27

Jika X = ( X, X

- s xn} maksa himpunan A didalam

ruang EBuclidian real dimensi n,

= rAas = = = < =
A X as x | b1’ a=< X bz, > &= X bh}

dinamakan sustu sel - n
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Refinisi 28

Dengan selimut terbukas (open cover) suatu himpunan
A didalam ruang metrik (X, d) dimaksudkan sunatu keluarga

himpunan-himponan terbuka {Gq} vang merupakan himpunan

bagian X sedemikian hinggs.

A< U G,

o

vang menunjukkan bahwa untuk setiap p € A terdapat suatu «
sshinggdsa p € GOE

Defini=si 29

Suatu himpunan bagian S dalam ruang metrik (X,d)
disebut kompak jika setisp selimut terbuks untuk S memuat
selimut bagian berhingga yang masih. menyelimnti S.
Jelasnya apabila kelusrda himpunasn terbuka {Ga) suakn
selimut terbuka untuk himpunan kompak S, maka dapat dicari

.0 yang cacahnya berhingga sehinggsa

indeks PR
8 « GQ‘U Gai U... U Ga1h
Contch 8
Buktikan bahwa A = { 0,1, 1/2, 1/3, ...} didalam

himpunan bilangan real R adalsh kompak.

Penjelasan

Misalkan {Ga !} sebarang selimut terbuka untuk A.
Titik 0 € A, jadi terdapatlah indeks o, sehinggs 0 < G,
Karena O titik limit A maka terdapat r > 0 sehingga
0 (-r, ) ¢ GQA. Jadi Gag‘memuat tak berhinggs banyaki i«

o]

titik-titik anggota A.
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Terdapatlah bilangan asli m sehingga, -

1 <« 1 iadi - :
] < r = ll jadi semuas anggota A didalam Gaa kecuali
mungkin titik-titik v, 1/2, .., 1/m vwvang diluar Ga

[a]
Ambilah =satu himpunan sajs vang memuat masing-masing titik

ini, ysakni G6_ ,G_, ... , G . Jadi {G_: 0 =1 =m }
o’ ra, ety o

selimut bagian berhingga yang masih menyelimuti A, dan
terbukti A kompak.

Theorems 2

Jiks S himpunan pagian kompak sebarang ruang
metrik, maks S tertutup dan terbatas
Dimisalkan 8 himpunan bagian kompak ruang metrik
(X,d).
(a) S =akan dibuktikan tertutup dengan membuktiken 8<
terbuka, menurut theorema 1.
Diandaikan p = K dan p € 8°. Untuk setiap titik X = S
dibuat sekitar V dengan pusat x dan sekitar W _ dengan
pusat p yang radiusnys kursng dari 1/2 a ( x,p).
Jadi VN Wx = { } ( atan himpunan kosong) untuk  semus
x « 5. Jelas bahwa keluargsa {V; : x € 8 } adslah
selimnt terbuks untuk 5. XKarena S kompak maka dapat

ditentukan X, X os X anggota & sehingga

2 ?
Scv Uv ... UV =V
Xy x._L X
Diperhatikan himpunan W = W.n W n ... N W
. X‘ i X"J; x“

Himpunan W merupskan suatu sekitaar titik p dan

himpunan bagisn semus Hw untuk 1 =1, 2, ..., n. Jadi
LM

¥n fo: Himpunan kosong untuk semua i = 1,2, ..., n
<
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sehingga # NV = himpunan kosong.

Dengan demikian W m 5 = himpunan kosong atau W < g<
Terbukti p titik interior S* dan S~ terbuka. Jadi &
tertutup.

(b} Untuk setiap x € S dibentuk sekitar Ni(x) dengan pusat
x dan radius 1. Keluarga {Ni(x) rx e 8 % merupakan
selimut terbuka wuntuk S&. EKarena S kompak maka
terdapat X5 X5 oo XS S sehinggsa

S < NI(XQ} u... U N1(Xm}

Ditentukan bilangsan
M~ 1 = maksimum { &(x, %0, d (x, x),...,d(x,, x )},
Untuk sebarang v € S terdapat xp dengan 1\ = p = mnm
sehingga v < N, (X"p)-
Jadi

v oLy) = y a0 ¥ = - ' ;
d (KLY S Al ,x ) + AX LN = M-1) + ALY <™
Terbukti untuk semua v € 5 berlaku
d (XVY) <™\ , jadi S terbatas.

Theorema 3

Didalam sebsrsng ruang metrik, himpunan kompsk
mempunyai sifat Bolzano-Weierstrass, yaitu setlap himpunan

bagian tak berhingga mempunyai titik limitdidalam himpunan

itu.
Bukti
Diberikan himpunan kompak S didalam rnang metrik
(X,d).
Xalsu S berhingga, maka pernyastasan * Jika A  himpunan

bagian tak berhingga S maka A mempunyai titik limit

didalasm S", adalash pernyvataan vyang benar.  Sebab Jjika
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pernyataan itu ditulis sebagai p = q, pernyatasn p selalu
Salah. Jadi S mempunyai sifat Bolzano Weierstrass.

Sekarang ditinjan keadaan s tak berhinggsa.
Diaqdaikan S tidsk mempunyai sifat Bolzano Weierstrass.
Jadi terdapat suatu himpunan tak berhingga A <« S8 dan A
tidak mewmpunyai titik 1limit .didalam 8. Dengan demikian
setisp titik anggota S bukan titik limit A, dan setia?_
titik anggota A adalah titik terasing untuk A. Jadi untuk
setiap x € A dapsat dibuat sekitar V{(x) sehingga V(x) n A ={x3

dan untuk setisp y € § - A dapat dibuat sekitar W (y)
dan W (y) M A = himpunan kosong. Ksrena A tak berhingga,
maka keluarga {V(x)} U { W(y) } merupaksn keluarga tak
berhinggs himpunan-himpunan terbuka yang menyelihuti 5.
Tetapi selimut terbuka ini tidsak .memuat selimnut bagian
berhingga, sebab dengan menghilangkan satu V(x) saja titik
X € A tidak lagi terselimuti. Hal ini kontradiksi dengan S
adalah himpunan kompak. Terbukti bahwa S mempunyai sifat
Bolzano Weierstrass.

Theorema 4

Untuk n bunlat positif, didalam En sel - n adalah

kompak.
Bukti
Dimisalkan I adalah suatu sel - n vyang merupaksn

himpunan ¥ = (% - s x%) dengan ag = X, £ b.. Jiksa

1’ 3 J

n 12

Il EAENEE

maka untuk semua X dan Z didalam I berlsku | X-Z}] < h
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Diandaikan I tidak kompak, maka terdapat suatu
selimut terbuksa {Ga} untuk I vyang tidak memuzat selimut

bzgian berhinggs untuk I. Diambil bilangan real

o= . 1 =
Qi = = ( aj + bj ¥, dengsn ] 1, 2, ..., n.

Maka terbentuklah n interval tertutup [a., ¢.] dan n

3
interval tertutup [cj, bi3’ =1, 2, ..., n

Interval - interval ini membentuk 2° sel-n, dinamakan
V{( 1 21 = an vyang gabungannys sama dengan I. Paling
sedikit satu himpunsn Vi tidak dapat diselimuti oleh

keluarga bhagian berhinggs dari {Ga}, himpunan QX}) ini

dinamakan Il‘

Juga I1 ini dibagi menjadi n interval tertutup

[ a2 cjl]dan n interval tertutup {cﬂ, bﬂ]

iv’?
i= 1,2,...,n . Interval-interval ini membentuk 2"

sel-n, dinamakan Vu {1l =1 = 2”) vang gabungannnya
sama dengan I, . Paling sedikit satu himpunan Vi’1 tidak
dapatdiselimuti oleh keluarga - bagian berhingga dari

{ Ga }, himpunsan Vi: ini dinamsakan Iz. Demikian proses
ini dikerjakan terus menerus sehingga diperoleh

barisan interval tertutup

{Im} dengan Im = { X = (xi, X%

20 n :ajm j im
1 =3 =n } dari sel-sel-n dengan sifat

{(a. I > I1 = I2 o> I3 >

{(b). Im tidak dapat diselimuti oleh keluarga-bagian
berhingga dari {GOl }.

(ey. Jdika X dan Z di dalam Im maka
h
hx-z = —

2
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Untuk j tertentu ( 1 = j £ n )} terdapat barisan interwval

tertutup { Iﬁn} dengan Ijm= { x : a = x = bjm 1,

m = 1,2,3,...

E3 *
3 < <
Menurut (a) terdapatlah xj sehingga aﬁm_.xj = bﬁ,

untuk semua m = 1,2,3,

. w .. .
Jadi Xj = mgulﬁn - Karena ini berlaku juga untuk Semus
i=1,2,...,n , maka akan diperoleh
* * * ok * ]
r = X, X, s Xy s ..., X } sehingga
X* e N o
m=4 ™
*
= . < <
Karena ¥ e« [ X ( X, s X, 50, X y o gj_.}% = bj,

1< 3 =n }
maks terdspatlah suatu o sehingga X e G,
Karens Ga terbuka maka terdapatiah r > 0 sehingga
interval terbuka ( X*— T, X*+ r ) G . Maks dapst
dipilih bilangan ssli m cukup besar sehingga —— < r.

2

Menurut (C) ini berarti bahwa I < G, sebab
I < (X -r, X +r)ca.
Tetapi jika demikish berarti bahwa Im dapat diselimuti
oleh satu sajs himpunan terbuka anggota { Ga }
Terdapatlah kontradiksi dengan (b). Jadi pengandaian di

atas salah, dan I harus kompak.

Theorema 5

Di dalam ruang Euclidian Eﬁ setiap himpunsn tak
berhinggs yvang terbatas mempunyvai titik limit di dalam

E

n .
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Bukti
Dimisalkan A himpunan tak berhinggs yang terbatas
di dalam Eh. Karena A terbstas maks A himpunan - bagian
suatu sel-n menurut‘definisi'1q{. Karena sel-n adalah
;menurut  theorema 4. .
kompagv, maka A merupakan himpunan bagian tak berhinggsa
suatu himpunan kompsk. Himpunan kompak mempunyai sifat
Bolzano-Wierstrass. Jadi A mempunyai titik limit di
dalam sel-n yang memusatnya, jadi mempunyai titik limit

di dalam E .

Definisi 30

Suatu barisan { fn } di dalsm rusng metrik (X,d)
dikatakan konvergen jika terdapat s=suatu titik £f e X
dengan sifat sebagai berikut : Untuk. setiap & > 0
terdapat sustu bilangan bulat positif N (£) sedemikian
hingga untuk semua n = N(e) ber laku d ¢ fn, f) < e
Di dalam hal ini juga dikatakan bahwa barisan {fn}
konvergen ke §, atau f adalah 1imit barissan {fn}, dan
dituliskan

f -+ f ataun lim fn

Il
no» o~

I
H:

Definisi 31

Barisan {fh} di dalam En adalah konvergen jika
terdapat titik f = En sedemikian hinggs
Ve >0y (3 NE)eN ) (YnzNe)s | F-T ) <=)
Contoh 9

Buktikan bahwa barisan bilangan real {fn} dengan

fn ='1 adalah konvergen . Tentukan limit barisan itu.
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Penjelasan

Karena f_ = 1 untuk semua n, maka |‘fn -1 ] =0
untuk semua n. Jadi , jika diberikan £ > 0 untuk HN(=}
bulat positif yvang manapun pasti berlaku

(Ynzxl(es)y= (| £ -1} <e&)

n

Terbukti { fh} konvergen dan lim fh = 1

n oo~

Definisi 32

Suatu barisan {fn};aidalam E; dikstakasn terbatas
jika terdapat M > O sedemikian hingga fj £ || = M untuk
setiap n € M.

Definisi 33

Dibefikan suatu barisan {fh} di dalam ruang metrik

(X,d). Dibentuk barisan bilangan asli { n : k « N 3}
sedeﬁikian hinggs n, < n, <n, < ..., maks bharisan

{ fn : ke R} dinamékan barisan-bagian dari barisan
{fn}% Jika { f“k} konvergen, ﬁaka limitnys disebut limit

barisan-bagian dari barisan {fh}.

Theorema B

Barisan { fn} konvergen ke-f jiks dasn hanya Jjika
sétiap barisan-bagian dari { f_ } Jjuga konvergen ke f.
Bukti :
C:%ﬁ Misalkan { fn } adaslsh barisan vang konvergen ke
f gan { fn 1 suaty barisan bagian dsasri { fn}. Diberikan
sebarang sk> 0, maka terdapat N(e) sehingga untuk semus

n = N(e) berlaku d( £, f ) < & . Mudah diketahui bahwa

dalam barisan bilangan asli { nk} dari 1indeks-indeks
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barisan bagian di atas berlaku hubungan n, Z k untuk

semua k = 1,2, ... Jadi untuk semuz k > N{(e) berlaku

n, Z N(#) sehingga d ( fh , £ ) < & .
k

Dengan demikian barisan - bagian { fn : k € N }
k
mempunyai sifat bahwa untuk = > 0 vang diberikan

terdapat N(e) € N sehingga untuk semus k > N{z) berlaku

d fhk s F 3 < & .
Ini berarti bahwa fh -+ F untuk k - ~ agtan
k
Lim f = f.
e

k = ~

(=)

Jika setisp barisan bagian dari { fn 1 adalah konvergen
ke £, maka {fn} zebagai salah szatu barisan bagian tentu
Jjuga konvergen ke f.

Theorema 7

Jika A suatn himpunan - bagian ruang metrik
(X,d) dan p titik limit A, maks terdapatlah suatu
barisan {pn} di dalam A sedemikisn hingga lim P =P

: n o+ ~

Bukti :

Kerana p titik limit A, maka untuk setisp e > 0
terdapat suatu titik q € A sedemikian hinggsa
d (p,q) < =,
Diambil & = —— , maka terdspat suatu titik anggota A,
maka terdspsat suatun  titik angdota A, dinamakan 2
sehingga d (p, »p > < —%—

Jiks diambil untuk setiap n & N, maka terbentuklsh
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barisan { pn} dengan P, < A dan d (pn Py < —%— untuk
setiap n & N,

Inilah barisan ysng dicari. Sebab jika diberiksn = > @

sebarang, mska terdapat N(e) € N sehingga N(e) > f%_

Jadi untuk semua n = N(&) berlaku
1 < _t.
_ N(E) ©
Theorema 8 : Theoremsa Bolzano - Weisrstrass

d (p  ,p) < € . Jadi p > p.

Setiap barisan yang terbatas 4di dalsm En memiat
suatuy barisan bagian yang konvergen.

Bukti :

Dimisalkan daerah jangkau barisan g(N) sebagai
himpunan nilai-nilai g(¥X) untuk semua x « N, dimana N
adalah. himpunan semusa bilangan bulatr positif. Jadi
barisan g disajikan dengan { fm } dan daerah jangkaunya
{ £} = g().

Dimisalkan { fm isuatn barisan terbatzss di dalam
E . Jadi daerah Jjsngkau 4 = { f 1 merupakan himpunan
terbatas di dalam E . Dengan demikian terdapatlah suatu
sel-n, dinamakan I sehingga A < I.

Dibedakan untuk daerah jangkan A = { fm } berhingda dan

A= fm } tak berhinggs.

(a}. Dimisalkan daerah jangkau A berhingga. Maka paling
sedikit ada satu elemen f € A, éehingga £ = £
untuk tak berhingga banyak indeks m, s=ebab £
merupakan fungsi dengan domain himpunan tak
herhinggas M. Dengan demikisn dapat dibentuk suatu

barisan { m, k& N 3




29

Sehingga m, < m, < mg....dan
£ = £ = £ = f
™m m m
1 2 a
Jadi diperoleh sustu barisan - bagisan vang

konverden ke f € A © E_

(b). Sekarang dimisalkan A tak Dberhinggas . Karena
diketahul bahwa A adalsh terbatas di dalam En, maka
menurut theorema 5, A mempunysi titik 1limit p di
dalanm En. Selanjutnya berdsasarkan thecrema 7 dapat

dibentuk suatu barisan di dalam A yang hkonvergen ke

p.

Dipilih m, sehinggs || fm‘ - || < 1. Selanjutnya
dipilih m, sehingga m, < m, dan || fm{ - p <=
Setelah dipilih m, < m, <...<mbdmaka, mﬁ
dipilih sehinggsa m,2 > m_ dan

he, - ® I < o

Terbentukiah barisan—jbagianf{ fmk lvang Lkonvergen
ke p untuk k + 7 . BSebab Jjiks diberikan & > O

sebarang, dapat dicari N(£) sehinggs untuk semua
k = N(e) berlakn —%— < e . Jadi

i Eo-p il < —%— < £ untuk semua k = N(e) dan

dengan demikian lim f =p
k =+ ~ mK

Sehinggs barisan { fﬁ } menmuat suatu bsarisan-

bagian yang konvergen.
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Definisi 34

Barisan { fh } di dslam rusng mnetrik (X.d)
dinamakan barisan Cauchy Jiks untuk setiap & > 0
terdapat bilangan bulat positif HN(s) sehingga untuk

semuaa m = N{s) dan semua n Z N{(z) berlakn

d ( fwﬁ f“} < &

Contoh 10

Ditinjau barisan { £ = ——} di dalam ruang
metrik:”. o } dengan metrik biasa
d(x,y)‘# fw¥m1 v f.

Barisan ini adalah barisan Cauchy. Sebsb, jika diberikan

& > {J, terdapat N(e) sehingga E%E} < =
Untuk semuawdan n yang 2 N (=) { diambil m = n )
berlaks : | £ - £ | < f = ; < !;s} < £,

Definisi 35

Suatu ruang metrik dikatskan lengksp apabila
setiap barisan Casuchy di dalam ruang metrik itu adalsah
barisan konverden.

Definisi 36

Diberikan fungsi f dari metrik (X,di) ke dalam
(Y,dz). Fungsi f dikatakan memenuhi syvarst Lipschitsz
Jika ada suatu konstanta B > 0 =zedemikian hinggsa

2

d, ¢ f(p), f(q) ) =B d(p,a)

Untuk semus p dan g di dalam X.
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2.7. Pemetasn

Definisi 37

Suatu pemetaan (ataw fungsi) f : A + B dari suatu
himpunan A ke suatu himpunan B ( A sebagai daerah sumber
(domain) dan B sebagai daerah kawan (kodomain)) adalah
suatu aturan yang mana setiap anggota dari A menentukan
dengan tunggsl satu anggotalgalam Bi

Definisi 38

Suatu pemetsan T : A + B adalah dikatakan 1 - 1
atau injektif Jjika & # 8., di dalam A berarti bahwa
f(al} # f(a) di dalam B ( atan ekivalennya f(a) = f(ai)
berarti bahwa a = a, )

Definisi 39

Pada pemetaan (atau fungsi) £ : A+ B dengan A
dibawa ke f(A) maka £(A) disebut bayangan dari A oleh F.

Definisi 40

rSuﬁtuEpemetaan f : A -+B adalah dikatasksn onto
atau surjektif Jika untuk setisp b € B maks sda
sekurang-kurangnya satu a € A sedemikian hingga f(a) = b
(yaitu bayangan £(A) = B dan tidak hanya f(A) < B ).

Definisi 41

Suatu pemetaan f : A -+ B adalah dikatakan
identitas jika B = A dan f(a) = a untuk setiap a e A.

Definigi 42 : Pemetaan (fungsi) kontinu

Diberikan ruang metrik (X,d,) dan (Y, d,), & < X,
p € A dan{ fungsidari A ke dalam Y. Fungsi f dikatakan

kontinu dititik p, jika untuk setiap © & > 0 terdapat
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suatu & > 0 sehingga untuk semuas x € A dan
d, (x,p)X6 berlakn d_(£(x), £(p) ) < =

2.8. Pengertian Diferensial dan Integral

Definisi 43

Diferensial Y = f(x) terhadap X =adalsh Jika

Ay f(x + Ax) - f(x)
Ax Ax

lim
A x > o

= lim
A x + o0

dapat ditnlis

dy -
- 1lim fi{x + Ax) fx)

ax Ax +» o A x

Contoh 11
Diferensial dari fungsi v = 2x2+3x + 1 terhadap

X' adalah ‘9¥
dx

= 4x + 3

Definisi 44

Misslkan fungsi Z = f (x,y) jiks y dipsandang

sebagai suﬁtu konstanta maks diferensial parsial

Z = £{x,y) terhadsap ¥ adslah
gf - 1im f(x + AX, Y) - f(xJY)
X Ax 9 o Ax
Jika X dipandang sebagai suatu konstants maka

diferensial parsisl Z = f(x,y) terhadap Y adalsah

- 3
: _ lim I(x ,y + Ay > F(x,y)
v Ay 4+ o Ay

Definisi 45

Jika fungsi F(x,y) dan G(x,y) adalah dapat
dideferensialkan di dalam suatu daerah (region}, untuk

determinan fungsional tingksat dua maks
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a(F,G> gg— ZE 8F aG aF 8¢
D = = = — - =
(x,v} 8G oG ax ay dy ox
ex ay

ddalah disebut Jacobian dari F(x,y) dan G(x,y) terhadap
X dan v.

Contoh 12

Migsalkan fungsi F(x,v) = AY + X dan
: 2
G(x,v>Y =AY + Y.
Carilah Jacobian dsri F dan G terhadap ¥ dan VY.

Penyelesagian

Karena F(x,v)} = XY +X* dan G(x,y) = XY + Y3,

Maka :
- @F - 8G ‘
=V + 2% =Y
ox ox
oF G
=X = X+ 2Y
ay ey
Sehingga
3(F,G) ¥+ 2% . X ,
D = = . = 2 (X +Y)
8(x,y)> - Y X+

Jadi Jacobian dari F dan G terhadap X dan Y\ adalah
20 X+ ) |

Definisi 4B :

Misalkan f(x) adalah fungsi kontinn pada suatn
interval, maka fungsi F(x) disebut anti diferensisl atau
integral f(x) pada interval X = [ x, x, 1. Dsapat
ditulis
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Flx)y = & £(x) dx

.. dF(x} _
Jiks=s —aw - = f(x)
Secara umum
n 1 Xn+1
J X dx ey + C dengan n # -1 dsan C

konstanta sebarang.

Contoh 13

Integral dari fungsi f(x) = 4x + 3 adalah
SE(xYdx =S (4x + 3 Ydx = 2x° + 3x + C

Definisi 47

Misalkan F(x,y) didefinisikan di dalam daerah

tertutup G dari bidang x o v (lihat gambar 3 y. G dibagi

&
menjadi n daerah ﬁGk dari luss ﬁAk, k= 1,2,.., n
Misalkan (ak, bk) suatu titik dari AGk. Dibentuk jumlah
n
ki F (a , b ) AN . Dipandang

Ty
lim z F(ak, b

) AAK dimang limit adalah
n o> o~ k=t

kK
diawbil sehinges bilangan n dari pembagian' - pembagisan
bertambah tanpa 1limit dan sedemikian hingga dimensi
linier terbesar dari setiap AGk mendekati nol. Jika
limit ini ada maka dinyatakan dengan £ ECxy) dA -dan
disebut integral rangkap dari F(x,y) di atas daqrah G.

Gambar 3
\l.f\

&

Al
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2;9. Ruang Hilbert

Definisi 48

Misalkan f adalah suatu fungsi pada suatu
interval tertutup {0,1] dan daersh jangksu di dalam R.
Maka polinomial Bernstein ke n untuk f didefinisikan
dengan

n n k

n-k k
B x) =% () x ( 1-x) =)
n k=0 k n

Definisi 49

Diﬁerikan fungsi f dari interval tertutup [0,1]
ke dalam [0,1]. Fungsi f dikataskan kontinu seragam pada
{0,1] jiks untuk setiap £ > 0 terdapat suatu & > 0§
sehingga untuk semua p dan q di dalam [0,1] dengan
| p - q | < & berlakn | £f(p) - £(q) | < &

Theorema 9 : Theorema Pendekatan Weierstrass

Misalkan f adalah suatu fungsi real kontinu.
didefinisikan pada suatn interval tertutup [a,b].
Diberikan # > 0 maka ada suato polinomial p dengan
koefisien real sedemikian hingga | £(x) - p(x) | < =
untuk setiag X‘di dalam [a,b].

Bukti :

Karena X = (b - a) X1+»a-ada1ah fung=i kontinu
dari [0,1} onto [a,b], maka fungsi
g(X> = £( (b-a) X + a}) adalah fungsi kontinu pada
[6,13. Jadi tanpa mengurangi umumnya pembuktian, dapat
dissumsikan bahwa {a,b] = [0,11 .. Jika theorena iﬁi
telah dibuktikan untuk keadaan ini, maka ada susatn

polinomial P, didefinisikan pada [0,1] sedenmikian
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hinggs | g(x ) - p&xi} | < & untuksetiap X, di dalam
[0,1].

Jika dinyatakan dalam X, didapsatkan

oo - (65 )

< £ untuk getiap ¥ di dszlam

[a,b] dan mendefinisikan suatu polinomial p dengan

P(x) = b, [ (x-a) ]
(b-a)

Kita mengingat kembali sustn hal khusus dari binomium

Newton yaitu

n n k -k i

£ ( X Yy X (1-%) = ( X+ {1 -X>)y=1
k=0

dsn jiks dideferensislkan ke X , didapatkan -

™

kZo ¢ x ) {k T (-0 - Cnery ¥R (ot ] =

n

= (P FT It (k-ak) =0

k=o

/dan gandakan dengsan X (1-X)} di dspatksan :
T
z (n)xk(l—)(}n—k ( k - nk) =20
k=0 ¥
™
n

Jika = (D) R AR (k-nX)=o0

k=0

dideferensialkan ke X, didsaspatksn

n

™
Ko K

)[ kX7 (1-0"F (k- a0 - X6 (190"

- (n-ky X (0" (k-n)O ] =
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2} . _ _ n=k-1 2 o
Zo (1) {—nXk (1-xy"7K 4 ogRt oy (KH“X)J‘-O :
n n n-k
Masukkan Z () X (1-A) = 1 ke dalam
k=0
n 2
o (30 [ S SENNEES SR o <1—X>“""“<\*““MJ: >
didapatkan

( : 3 Xk—i (l_x)n-k—z (k- n,x >z - n

k=0

dan gandakan dengan X (1-X) didapatkan

2
Cod X a0 (x- Ky oy =Xy

T

3

(7 X @A%™ £x) = £(x) dan

T

=

k=0

. ke]
Yari b
k=0

polinomial Bn menurut definisi 48 , didapatksan hubungan
n

B(x) - B () = T (7)) X (-0 [ e - 5y g

k=0 k

sehingga :

n

| £(x) - B, (x) | L () X (1-0"* |z - JE Y|
=0 . !

Karena f adalah kontinu seragam pada [U,l], terdapsat

suatu & >0 sedemikian hinggs

[ x-X ] <o > | £y - £ (Ey | 2

2
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n

T (a0 Frao-ec |

k=0 '

dibagi kedalam dua bagian, dinyatakan dengan E dan E\
’ n .

dimana T adalah & (1) x* (1-x)"7% | p(x)-p Ey |

k=o

vang mana | x - % | < 6 dan dimansa L, adalah
LA n

G xt (-0"E ) rxy - £(X) | yang tersisa.

k=o

Mudah untuk melihat bahwa § < g. Kita melengkapi bukti
dengan memperlihatksn bahwa jika n diberikan cukup
besar,.maka.za dapat dibuat lebih kecil daripads g bebas
dari x. Karena f adalah térbatas, ada suatu bilangan
real positif M sedemikian hingga | £(x) | = M untuk

setisp x di dalam [0,1]. Ini berarti bahwa

3y n
L, <2ME (Q} xE (1—x}n_k dimana ¥ (E) x& (1—x}n“k

k=0 k=0

dinyatakan dengan zuadalah diberikan di atas setiap M
sedemikian hingga | x - %]' 2 & . Cukup untuk
memperlihatkan bahwa jika n diberiksn cukup besar, maka
211
W - -

= (E) xK (1-x)" k (x-g)z = x (lﬁé} memperlihatkan

K=o
bahwa 6% ¥ = x <1§§> maka T < x (1-x) .

11 2
& n

dapat dibuat lebih kecil daripads gﬁ bebas dari x.

Hargs maksimal dari x (1-x) pada [b,{} adalah 1 sehingga

4
1
L, s ——
11 462}]_
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Jika diambil n adalah sebarang bilangan bulat lebih

besar daripads > , maksa
) d“¢e
z =
1 st
625 &
1
< 2 M = 4 M
45
T =28 Z

| £(x) =B (x> | = £ +5
+ = &
2 - i

untuk setiap X di dalam [O;li.

<

Definisi 50

Ruang linier X di atas field kompleks dikatskan
ruang inner product jika di dalamnya didefinisikan inner
product, untuk tiap pasang vektor-vektor f.g, = X
dinyatakan dengan (f,g) sedemikisn hinggs
1. (£.8) =& D)

2. (af + g, h) = a(f,h) + B(g,h)
3. (£,f) =2 0 dan (f,f) = 0 jiks dan hanya jika f = D
dimana o,  « F

Theorema 10 : Pertidakssmasn Cauchy - Schwars

Mizalkan f dan g adalah vektor-vektor di dalam
ruang inner product. Maks

P (E.e> | = | £llle §
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Bukti :
Misalkan bahwa f # 0, sebsb jika £ = 0 maka
(f,8> = G dan || £flle § = O sehingga | (£f,8) | = ©
Sekarang diambil bahwa
(£,8) = | (£,g) | ¢° dan
| (£, | &°
o = 1
i £
. 2 2 2
Sehingga (af - g, af - g ) || £ = || of - g I £ =0

Dengan menggunakan definisi ruang inner product maka
(af ~g, af ~g)=a(f, af ~g )- (g, af - g )
= (A - F) - @EE B
=a [ (ET) - (61> 1~ [ a(F, 8

- (g,8) ]

=eaa (£,£) - a (£,8) - «(F,8)
+ (g,g)

= | e P £ P-okE.8) - o (£,

g If°

+

Sehingga

— e,

[ | o %) £ P~ acte) - alE,e) + || 2 P ] h £ I*z o

b I - ceae> P—f o [P e B e I3 £ P2 o
hel* ez cee |?
Jadi terbukti bahwa | (£,8) | = [ f ||| e il

Theorema 11

Misalkan f dan g adalah vektor di dalam rusng
inner product dsn o bilangan kompleks sebarang, maka

norma memenuhi
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a. | £ =20 dan || £ ]| = 0 jika dan hanya jika f = O
bo faef |l =1 ffl]
c.fereff=fef+1lal

Bukti

a. Akibat langsung dari definisi ruang inner product.

b. e £ ]| = (af , af Y% = ¢ ax (£,f) '

=laf ol

¢. Digunakan theorema 10 wmwaka

2 Pl
|l f+ell =CE+eg £+2y =] +CE.8)+ (£, &)
2
+l g0
4 2
fell +21 s8> +)el

=

2z
sfheh+2helllel+Nel
sclhel+Hel

Sehingga J| £ + g || = J £ 4+ 2|

Definisi 51 : Ruang Hilbert

Barisan { fn } di dalam ruang inner‘ product H
dinamakan barisan Cauchy Jjika untuk setiap = > 0

terdapat N ( £ ) sehingga untuk semua n > N ( £ ) dan

m= N (£ )} berlaku ll £ - £ Il < £. Dengan kata lain
lim it -f I=o0
~ ™ m
n —>
n—> 7

H disebut suatu ruang Hilbert jika setiap barisan Cauchy
konvergen ke suatu elemen di dalam H.

Definisi 52

Snstu operator dari f di dalam ruang Hilbert H
ke K £ di dalam ruang Hilbert H adalah suatu fungsi K
dari H ke H dan jika operator memenuhi sayarat.

K(af+prg)=aKXKf+ 3K g dinana o, 3 € F dan
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f, 2 € H maka dikatakan bahwa K adalah suatu operator
linier.

Definisi 53

Suatu operator K dikataksn terbatas 3jika untuk
Sustu konstanta M didapstkan ! K £ 112 M Il £ |l untuk
setiasp f di dalam sustu ruang Hilbért H.

Defini=si 54

Misalkan H adalah sustu ruang Hilbert dan T suatu
operator terbatas pada H. T tidak perlu sustu operator
linjer. T disebut suatu operator kontraksi Jikas ads=s
suatu konstanta positif o < 1 sedemikian hingga
HTe -Te, H<allg, -2 I
untuk V f1 » f2 e H

Definisi 35 : Ruang Lz [ 0,11

Misalkan ruang < [ 0,1 1 adalah himpunan dari
setlap fungsi-fundsi kontinu yasng berharga kompleks.
Didefinisikan iﬁner.product pada < [ 0,1 ] dengan
(£, 8)=4) £ (x)2 (x) dx

dan norma dengan

e lb={ s | £ (x) [Pax 37

Misalkan { f_ (x)ﬂjadalah sustu barisan. Maks:
) A,
e ) - £ GOIl=9) | £ (x) - £ (x) |Pdx < &,
n, m > N {( & )
Misalkan [ a2, b 1 adslah sebarang intéfvai.bagian dari
9
£ 0,1 1, dan dipandang barisan { fﬁ fh (x> dx }

Dengan menggunakan pertidaksamaan Cauchy Schwarsz
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didapatkan
A4 o

o CF (x) - £ (x))dx | = S £ (%) - £ (x) d
a n m X T A n ™ % I X

SN E (%) - £ (x) | dx
i ™ 2 172
< [ sl £ (0 -2 (x> |Pdx ]

=i - £ I}
n ™
Ini bersrti bahwsa barisan { f: fn {(x) dx } adalah

barisan Cauchy dari bilangan-bilangan kompleks vang
mempunyal suatu limit.

Maka ruang < [ 0,1 1 1ini merupakan ruang Hilbert
vang dinyvatakan dengan L2 rF G,1 1.

Theorema 12

Misalkan T adalah suatu operator kontraksi pada
H. Maka persamaan T £ = £ (13
mempunysai suatu penyelesaisn tunggsl € di dalam H.
Demikian suatu penyelesaian ini disebut suatuy titik

tetap dari T.

Bukti :

Misalkan ada dua titik +tetsp f dan g sehinggs
T¥f =fdan T g = =2. Maks
e -gll=HTFf-Tgllsallf -¢g I " dan
(1 -xXilfe -gll=s 0.
Karena Il £ ~ g || adalah selalu tidak negatif, maka
didapatkan bahwa Il £ - gll = 0 sehingga f = g. 1Ini

berarti bahwa jika (1) mempunyai suatu penvelesaian maka
penyeleéaiannya harus tunggsl.

Untuk memperlihatkan bahwa (1) mempunyai suatu
penyelesaisn, akan digunakan sustu cars iterssi.

Pilih sebarang fCl dan kemudian bentuk suatu barisan {fh}
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didefinisikan dengan

£, =T £ R n=290,1, 2,,.

Akan diperlihatkan bahwa barisan ini adalzsh suatu
barisan Caucﬁy, dan kemudian bahwa limitnys benar-benar
suatn penyelesaian dari (1). Bahws barisannya mempunyai
suatu limit vang sesusi dari kenyataan bahwa suatn
barisan Cauchy harus mempunyai suatu limit tunggal di
dalém suatw ruang Hilbert. Limitnys akan bebas dari
pemilihan awal fo,karena barisan ini adslsh suatu
penyelesaian dari (1) yvang mans harus tunggal.
Perhatikan bahwa

e - Hs=llte -1¢ Iz« e -7 1.2

+1

Dengan pemakaian berulang-ulang dari (2) didapatkan
% ™
Ilfh“—fh Ilﬁcxllfh - fn_illscxllfn_1 - fh_ZHS...Sa Hfi—foﬂ

Untuk lebih umumnya didapatkan, jika n > m ,

It

Hfh - me lf(fh - fn—1> + (fn_i—f >+ (F +1—fm}H

Nn—-2 m
sHe -2  W+lle  -¢ |l
+....+1E - £ Il
m+y ™m
n—-1 rn—2 ™
< (T o +... + o )Ilfi—foll
™m m+ 1
S {(a +a +...) Hi f1 - fo i
™
= a I £, - £, I
1 -
sehingga lim H £ - £ Il = 0 karena o < 1
n —+ 7
n— -

Ini berarti bahwa { fh } adalah suatu barissan Cauchy,
dan nyatakan limitnys dengan F.

Akan diperlihatakan bahwa limit f sadalah suatu
penyelesaian dari (1). Dalam masalsh ini T adalah s=suatu

operator kontinu, didapatkan



dan T £ = f.

Definigi 56

Jika K adalah suatu operstor pada ruang Hilbert
H, maks kernel dari K adalah ruang bagian tertutup
{fe€H:XKf=20}3.

Definisi 57

Operstor X (x,v) dikatakan degenerate jika
dapat dinyatakan sebagsi jumlah berhingga dari perkalisan

( product )} fungsi-fungsi x dan v, vaitu
™ .

K (x,9y) = ¢ a{ (%) bi (v} , dimana fungsi-fungsi a{(x)
i=1

dan bi (y) di dalam ruang Hilbert.

Definisi 58

Suatn himpunan { fh (x) } dari fungsi-fungsi vang
didefinisikan pada L2 0,11 adalah terbatas seragam pads
L, (0,11 jika untuk suatu M didapatkan | £ (x) | = M
untﬁk setiap x € L, [0,1] dan setiap n.

Definisi 59

Suatu himpunan { f“ (x} } dari fungsi-fungsi vang
didefinisikan pads ﬁLI[O,lj adalah equikontinu pada
‘°1ﬁﬁ0’13 Jika untuk setiap € > 0 terdapat suatu
& (& » 0
sehingga untuk semus X, dan X, di dalam L2 0,11 dengan
| X, - X, | < & (s) berlaku | fn (x> - f

. (xz) | <e.

Definisi B8O

Misalkan K adalah suatnu operator linier yang

terbatas pada suatn ruang Hilbert H. Misalksn { f 1

n
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adalah suatu barisan terbatss seragsm tak berhingga di

dalam H.

K disebut suatu operstor kompsk jiks dari barisan {K fn}

dapat diawbil suatu barisan bagian { K fh } vsitu suatu
K :

barisan Cauchy.

Definisi B1

Dikétakan bahwa suatu barisan fungsi-fungsi {fh}
konvergen seragsam pada L2 [0,1] ke suatu fungsi f, jika
untuk setisp £ > 0 terdapat suatu bilangan positif bulat
P sehingga untuk semua n = P dan" semua x € L2 £0,1]
berlaka | £ (x) - f(k) | < e.

Agar lebih jelas dituliskan dalsm bentuk lambang.

{ fn — [ seragam pada L2 [0,1] Y==> ( (¥=>0) )

(3 Pell ) (YOPP o, ¥x € L, [0,1] =—> | £ (x) - £(0)[€E D)

N .
Theorema 13 : Kriteria Cauchy

Barisan fungsi {fh} vang didefinisikan pada
L2 {0,1], konvergen seragam pada Lz [0,11jika dan hanya
Jika vntuk setiap £ > 0 terdapat suatu bilangan positif P
sedemikian hingga untuk semua n =2 P dan m = P, dan semus
x €& L, [0,1] berlaku | £(x) - £ (% | < =.
Bukti
( =—> ) Diandaiksan {f,} konvergen seragam pada
L2 [0,1], dan misalkan f fungsi limitnya.- Diberikan
e > 0.

Maka terdspatlah sustu P sehingga untuk semus n Z_P dan

semua x -€ L, [0,1] berlaku | £ (x) - f(x) | <e.
. 2
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Jadi jika n Z N dan m = N dan x € L2 {0,111, maka berlaku
£, - £ Gol=] 2 om0 x 00§, 00 < e+ s

Diandaikan syarat Cauchy berlsaku, vakni terdapat suatu P

- £

sehingga untuk semua n 2 P dan semua m > P  dan semusa
X = L2 [0,1] berlakn

| £ (x) - £(x) | < ;

Barisan bilangan {fn(x)} adalah konvergen untuk setiap

X = L2 {0,1] ke sustu limit yang dinamakan I(xy. Jadi

barisan fungsi {fh} konvergen titik demi ﬁitik ke fungsi
f pada L, [0,1]. Sekarang skan dibuktikan bahwa £ — f
seragam pada L2 fo,17.

( &= )diberikan & > 0, dsn dipilih P sedemikian hingga
| £ (x> - £ (x) | < £ berlaku.

2

Diambil n tetsp, dan dalam | f“ (x) - £ ()] <&
. 2

dibawa m —— ~, maka hal ini menghasilkan

[ £,(x) -£(x)] £ & < & untuk setiap n = P dan getiap

»

X & LZ [OJiJJYEnQ}berarti ("fﬁ —— f seragan pada,Lz [0,17.

Thaorema 14 : Theorems Arzels

Jika K adalah suatu vuang 1r2 [0,1] yang kompsak,
dan jika fn Ffungsi real étau kompleks yang kontinnu padg
K, dan {fn} barisan yang terbstas tiﬁik demi titik dawn.
equikontinu pads K, maka

(8} {fn} terbatas seragam pada K




48
(b} {fn} memuat - .suatu  barisan-bagian vang
konvergen seragam.

Bukti
(a) Diberikan £ > 0. EKarensa {fn} eguikontinu pada K,
terdapat & > 0 sehinggs untuk semua x dan v di  dalam K
dengan {x-y| < & dan semua n € N berlaku
JE (x> - £ (y)] <=
Karena K kompak, terdapatlsh titik-titik vyang cacahnysa

berhinggga p , p P. ,...p anggota K‘Sehinggga
i 3 T

r

E<lU Ng C p)

1= 41

2 J

dengan Ng (p) = { x ] p, - X } <& 3}, i=1, 2;...,r
Karena { fh } terbatas titik demi titik pada K, maka
terdapatlah bilangan real M. sehingga | £ (p> | < M,
untuk semua n € N.
Diambil M = maks { M1’ Mz,...Mr}. Untuk sebarang x = K,
terdapat sustu i dengan 1 < i £ r sehinggs x € Né (pi).
Jadi menurut | £ _(x} - £ (¥) | < & berlsaku
| £ (x) - fn(pt} | < £ untuk semua n € N.
Dengan demikian untuk sebarang x € K dan sebarang n € N
berlakn | £ (x) |} <jfh(pi} | + & < ¥ + &,
Jadi terbukti (a).

(b) Dimisalkan & > 0 dan diambil lé > 0 geperti
pada awal bukti ini.
Karena K adalah kompak maka terdapat titik-titik anggota

suatu himpunan bagian dari K, katakanlsh E yang cscahnya

berhinggs X, » X

207 %y sehinggs

S
K < y= Ng (%) menurut definisi 29,

1
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Untuk memudahkan penulisan kita nyatakan fh = gk dan
k

akan dibuktikan bahwa {gk} konvergen seragam pada K.

Karena {gk} konvergen di setiap titik angéota E, Jjadi

masing-masing barisasn bilangan

g (x)1 {g (x)1,...0 8 ()1

adalsh konvergen. Menurut kriteria Cauchy (Theorema 13),

sesusi dengan £ > 0 di stass terdspat P sehingga untuk

n =P dan m = P berlaku

| &, (xy - 8, (%) | <« £ untuk j = 1, 2, ...s. Untuk

E=1
sebarang x « K, K < %L Ng(x > menunjukkan bahwa .

i

terdapat suatu g dengan 1 £ g £ s sehinggs x € Hé(xq}

dan mengingst

| £ (x3 - £ (¥ | < £-berlsku | g (x) - g, (xq) | < =

untuk semua k € N, sebab g,  adalah suatu fungsi anggota

barisan {fﬂ}. Jika n.zZ P dan m 2 P dengan memperhatikan

| g, (x&)— g“\(xj) | < & untuk j = 1, 2,..., & dan

[ g, (x) - 8 (xq} | < & untuk semua k € W, _ naksa

te, (x> - g, = g (x) - g (x)] + |g,(x - g, (x)]
+|gm(xq) - g (x> |

Dengan demikian untuk setisp = > 0 wvang diberikan,

terdapat P sehingga untuk semua n 2 P dan semua m = P,

dan semua x € K berlaku

| g (x> -g_ (x) } < 3 £, menurut kriteria Cauchy

{ theoremsa 13} { g, } jadi { fn } konvergen seragam

k
pada K.






