BAB III

MESIN LINIER

3.1. Pengertian

{6, X, Z, 7, » ] adalsh suatu mesin dengan 35, X,'

dan Z merupakan himpunan-himpunan yang berhingga,

dan T : S x X — 8, dan @« : 5 x ¥ —> Z merupakan

suatu fungsi, atau dengan kata lain dapat

dikemukakan disini bahwa

5 adalah himpunan dari.keadaan—keadaan internal.

X adalah himpunan dari masukan-masukan

Z adalah himpunan dari keluaran-keluaran

7 adalah fungsi transiéi

w adalah fundgsi yang menghasilkan keluaran.

Kemudian apabila F adalah suatu field, untuk éuatu
n € P maka Fn = Mat rxt (F) adalah ruang vektor dimensi n
dari vektor-vektor kolom atas F. Sehingga jika diketahui
8 =Fk, X=F danZ = Fm, dinana k, 1, m e N, maka
fqngsi 7 Fkx F' —> Ft atsu dapat kita nyatakan

sebagai fungsi T : Fx + 1 —> F dapat disajikan sebsagsai

berikut
[ Myl [xi) (]
y1 X1 .
Yz, Xz e [k x FL dan yk e Fx + 1
x4
vk Xt
L= L)
L xU
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sehingga secara sama, dapat ditentukan o sebagai fungsi
yang mentransformasikan Fx + Lt —> Fm atan dapat ditulis
sebagai w : Fx + ] —3> Fm

Kemudian dapat didefinisikan bahwa

Definisi 3.1.1

Mesin = [Fx, FL, Fm, v, ®] disebut mesin linier
atas field berhingga F, jika v : Fk + 1 —> Fk dan
w : Fx + 1 —2>» Fm merupakan transformasi-

transformasi linier.

3.2. Diagram Blok Pada Pergeseran Register-register

Diagram blok adalah merupakan gambar dari suatu
proses dimana elemen dan aliran sinyalnys melukiskan suatu
masukan dengan suatu keadaan tertentu (dalam bentuk elemen
tunda) yang kemudian menghasilkan suatu keluaran, sehingga

dapat dibentuk diagramnya adalah sebagai berikut

]

]
Elemen ! z(t)
5 >
Tunda (D)

x(t)

masukan

1
: keluaran
1

Dari diagram dapat dikemukakan bahwa arah panah yang
menuju ke elemen tunda merupakan masukan x{(t) dan arah
panah yang meninggalkan elemen tunda merupakan keluaran
z(t), sedangkan elemen tunda (D) adalah merupakan elemen
vang berfungsi untuk ‘menghubungkan masukan x(t) dan

keluaran z{(t).



1. Penjumlahan

2. Perkalian

3. Elemen
tunda

pengoperasiannya,
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i " Mesin-mesin linier yang terletsk pada field

berhingga F, uvwmumnya menggunaksn tiga macam alat untuk

vaitu

operasi yang digunakan untuk menjumlah-
kan semuamasukan menjadi keluaran.

Sehingga jika ada masukan x1, xz, ... s
xs € F, dimana =& » 1, maka keluarannya
ialah x4+ + x2 + .., + X= (penjumlahan

didalam F).

> Xd+X2+ 334, ., . +He

Operasi yang merubah masukan x € F menjadi
keluaran dengan cara mengalikannya dengan
suatu konstanta o € F, sehingga hasil

keluarannya adalah o.x € F.

X >G£> > o, X

merupakan suatuzﬂaﬁ vang selain diguna-
kan untuk menghubungkan nilai masukan
pada waktu t dan nilai keluaran pada
waktu t + 1, Jjuga merupakan alat
penyimpanan dari nilai-nilai sebelumnya.
Atau dapat kita tuliskan untuk masukan
Y(t) maka keluarannya adalah y (t+1),
jadi Y(t) = y (t+1). Untuk t =0, 1, 2,

3,



_ A
Y(t) v{t+1)
§~ Pada elemen tunda berlaku bahwa y(t+1) = Y(t)

dapat dikemukakan bahwa y(t) = Y(t-1) dan apabila ditulis
dalam bentuk operator tunda D ialah y(t) = D Y(t).
Sebelum membicarakan mesin-mesin linier lebih lanjut maka

terlebih dahulu didefinisikan operator tunda D, dimana

i berlakn

Definisi 3.2.1

Uperator tunda D adalah didalam HomF (FN

. FYy,
sehingga jika ada fungsi f dengan f « Y , maka D
e F" didefinisikan sebagai

(DEH(t) = { I(t-1> , Jjika t

¥
=

0 » Jika t

il
Q

atau f didefinisikan untuk t = 0, 1, 2, ...

Dan untuk Dk, dimana k > 1, maka Dkf e F

didefinisikan sebagai

(D*Fy(t)y = { F(t-k) , jika

o
v

k
G , Jika t < k

Jadi D*f didefinisikan untuk t

1

k, k+1, k+2,
Berikut ini akan diperkenalkan dua macam contoh sisten

kerja yang dipergunakan didalam mesin linier

1. Sistem kerja untuk mesin linier M[Fkx, F., Fm, T, w]

dengan dua terminal.

- Didalam mesin ini dinamakgn sistem hkerja pergeseran
register arus maju (Feedforward_Shif Register),
Dalam sistem kerja mesin linier ini digunakan

terminal yang pertama sebagal terminal masukan dari
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terminal yang kedua sebagai terminal keluaran, atau

dendan kata lain 1 = m = 1, dimana pada masing-masing

terminal membawa elemen tunggal dari F.

Pada pergeseran register sarus maju mempunyai bentuk
sirkuit sebagai berikut

L e .. o —0—] —3
Yk Yk ‘Yk—i vk-1 Y2 vy Y1

2 yi

Gambar 3.2.1 Pergeseran Register Arus Maju

Dari gawbar terlihat bahwa

ac, ai, .., , ak adalah elemen-elemen konstan pada F,
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FL = F+ = [x] merupakan signal masukan, dan Fm = F1 =

[z] merupakan signal keluaran sedangkan Yi adalah
nilai masukan elemen tunda yang ke-i dan vyi adalah

-nilal keluaran elemen tunda yang ke-i, dengan i = 1,

2,3, ..., k.
Sehingga akan kita peroleh persamaan
Yk = ak x,
Yk-1 = yk + gk-1 x,
Yk-2 = yk-1 + a;lc;z X, Yk-a = yk-2 + ak-2 x,- ...
Y? = ya + oaix, Yt :'yz + aix
dan
2 = y1 + aox
Dan untuk setiap waktu t, persamaannya henjadi

‘Yk(t) = ak x (t), Yi(t) = yi + 1 (t) + at x (t), untuk



1 =1 <k
z(t) = ya(t) + ao x(t)
Rarena didalam elemen tunda Y(t).= y(t+1l), maka dapat
pula dinyatakan bahwa Y (t-1) = y(t), sehingga untuk
setiap elemen tunda ke-i diperoleh bahwa
yi(t) = ¥Yi  (t-1), atau apabila digunakan operator
tunda D maka dapat. kita tulis : yi{t)= D Yi(t),
untuk semua t = 1.
Sehingga persamaan untuk é atan keluarannya dalan
bentuk sparator tunda akan menjadi

Z = aox + y1

= gox + DY:

-+

= pox D (a1x + y2)
= aox + aiDx + D(DY2)

= aox + aiDx + D (aix + y=z)

z = aox + atDx + ... + ak-1D""'x + ax D*x

z = (a0 + atD + ... + ak-D° ! + ax DXy x
Sehingga peroleh‘suatu bentuk poliﬁonial

T(D) = ao + éiD + ... + ak-1Dt 4+ ax p¥
(T(D) desebut fungsi transfer dari pergeseran register
arus maju dari gambar 3.2.1).
Dari definisi diperoleh bahwa untuk setiap waktu ¢,
maka persamaan keluarannya menurut definisi 3.2.1

dapat ditulis menjadi

z(t) = ao x(L) + ax(t-1) + ... + ak-1 x (t-k+1) +
ak x (t~k), untuk semua t = k

Dan jika t <k, maka keluaran z(t) bergantung pada
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keadaan awal [y1(0) yz2(0) ... yk(O)]T dari mesin, dan
juga tergantung pada masukan-masukan yang diterima dalam

selang waktu t, sehingga diperoleh

z2(t) = ao x(t) + ya(t)

= ao x(t) + Ya(t-1)

=z go x(t) + a1 x(t-1) + yz2(t-1)

= go x(t) + a1 x(t-1) + az x(t-2) + ys(t-2)
Z(t) = ao x(tL) + a1 x(t—l) + e+ awx(0) +

yt + 2(0) untuk 0 = t < k
Dari persamaan terlihat bahwa z (t) bergantung pada
keadaan awal yi(0) dan nilai-nilai masukkannya selang

waktu t.

Sistem kerja untuk mesin linier M = [Fx, F., Fm, ¥, ]
dengan satu terminal atau sistem kerjs dari mesin ini
dinamakan pergeseran register arus balik (Feed back
Shif Register).

Sistem kerja dalam mesin linier Jjenis 1ini hanya
digunakan satu terminal saja yaitu terminal keluaran
saja altau dengan kata lain 1 = 0, m = 1.

Sistem kerja Jjenis pergeseran register arus balik

mempunyai bentuk sirkuit sebagai berikut.

(EED by -3 Bx-2 @j—? b1
| !

R o M P O A POl S B s

Gambar 3.2.2 Pergeseran Register Arus Balik
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Seperti dilihat dari gambar sirkuit diatas, bahwa
didalam pergeseran register arus-balik ini, hanya

dikenal satu simbul keluaran saja yaitu z, dengan b1,

bz, ... , bk adalah elemen-elemen konstan padsa f,
?1 sehingga diperoleh persamaan
? vk = bk z,
é Yk-1 = yk + bk-1 2z,
Yk-2 = yk-1 + bk-z z,
. Yk-3 = yk-z + bk-z z, s
é Yz = y9 + biz, Y4 = yz + bagz
i
é' dan
| s

Untuk persamaan keluaran (z) dalam bentuk operator
tunda D akan diperoleh
2 = yi = D(¥1)
= D{yz + b1 z)
= bt Dz + D(DY2)
= bt Dz + Dz(&a + bz z)

= b1 Dz + bzD’z + D¥(D Ya)

Z = b1 D gz + szzz + ... + bk Dbﬂz + bk Dkz

z = (bt'D + bzD® + ... 4 bkt D 4 bk D)z

Sehingga kita peroleh bentuk polimonial
T(D) = be D + bz D*+ ... + bkt D4 bx D
(dan polinomial ini disebut sebagai fungsi transfer
. dari pergeseran register arus balik dari gambar 3.2.2)
Kemudian dari definisi operator tunda, diperoleh

i bahwa untuk setiap waktu t, maksa persamaan keluarannys
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dapat ditulis menurut definisi 3.2.1, menjadi

z(t) = bt z(t-1) + bz z(t-2) + .,. + bkt z(t-k+1)
%‘ + bk z{(t-k), untuk semua t = k.

Dan untuk t < k, maka keluaran z (t) bergantung pada
keadaan awalnya dan Jjuga bergantung pada

keluaran-keluaran sebelumnya, sehingga diperoleh

z(t) = yu(t)
= D Ya(L)
= Y1 (t-1)
= bt z(t-1) + yz (t-1)
g = bt z2(t-1) + bz z{(t-2) y=2 (Lt-2)
é z(t) = b1 z(t—lﬁ + b2z z(t-2) + ba 2(t-3) y+ (t-3)
é 2{t) = bt z(t-1) + bz =z{(t-2) + ... + bt z(0) +

vyt + 2(0), untuk t < k

{Jika seluruh elemen tunda mempunyai keluaran awal O,
maka z (t) juga akan mempunyal nilai 0 untuk setiap
waktu t].

3.3. Matrik-matrik Characterizing dari Mesin Linier.

Dengan menggunakan teorema 2.2.1.,maka pada mesin
linier ¥ = [Fk, F., Fm, ¢, w] akan diperoleh elemen-elemen
matrik aij, bii, eij, dij, € I, sedemikian

sehingge untuk suatu keadaan vi dan masukan
e Fk

vk
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x1 akan menghasilkan keadaan berikutnya Y4
e FL . e Fk

xl Yk

atau dengan kata lain :

suatu ruang vektor keadaan dimensi -k dengan barisan
masukan vang berdimensi-l oleh transformasi 7 akan
dipetakan ke ruang vektor keadaan berikutnya vang
berdimensi- k, sedemikian dapat ditulis 7 : Fk + 1 —> Fk

Diperoleh keadaan berikutnya ialah

B ]
vi
Y1 ai1 a1z ... a1k ba1 baz ..., bil .
Y2 azdi azz ... azk bzi1 bzz ... b1l :
= vk
Dl T e X1
Yk aks aki ... akk bki bkz ... bkt :
|
Y1 ai11 gi2 .. .aik vi bi11 baz ..., b1l X4
Yz azi1i azz ...azk vz bz1 bzz ... b1l X2
Tl T
Yk akt akz ...,akk vk bk1 bkz ... bkt xl
Atsu dapat ditulis keadaan berikutnya
Y = Ay + Bx
Dan untuk setiap waktu ¢t, maka persamaan matrik
characterizing unthk keadaan berikutnya adalah
Y(tr) = y(t+l) = Ay(t) + Bx(t) ... (3.3. 1)

dengan

Y = [ Yi] e g A = {aij] kxk ; B = [bij]kxl
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v = [{wvi] k x 4

Kemudian untuk transformasi linier o : Fk+l —> Fm
» valtu oleh transformasi 1linier w maka sustu ruang
vektor kesdaan vyang mempunysi dimensi-k dengan suatu

ruang vektor masukan vang berdimensi- 1 akan menghasilkan

ruang vektor keluaran vang berdimensi-m, sehingga
diperoleh
. yi
z1 c1d4 c12 ,,. ct1k di1 darv ., dat .
zz c21 g2z ..., c2zk dz1 dzz ... dzt .
= vk
: e e e e e e e e e e e X1
Zm amit amt .., amk dmi dmz ... dkl )
XLl
Z1 ci11 12 ,,.cik yi dis1 d1z ... d1l X4
z2 c21 ¢c22 ,,.c2k vz dzt: dzz ... dil x2
A e
Zm cmi Ccmi . . Cmk vk dmt dmz .. dml xl

atau dapat ditulis persamasan keluarannya ialah
z = Cy + Dx
Dan untuk setiap waktu t, maka persamaan matrik

characterizing untuk keluarannysa adalsah

2(t)= Cy(t) + Dx(t) ... ..ol (3.3.2)

dimana : z = [zi] met, vy = [yi] ket C = [cii] rxk dan

D = [dij] mxt

Matrik-matrik A, B, C, D pada persamaan
Y = Ay + Dx dan 2z = Cy + Dx adalah merupakan

matrik charakterizing darl M, sehingga mesin linier M =
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[Fk, F1, Fm, 7, ] dapat ditulis sebagai M = [A, B, C, D]

Contoh 3.3

Didalam sistem kerja pergeseran register arus maju

vang mempunyal gambar sirkuit sebagai berikut

> : o .
’ l

aB ak~1 at @
| I o —d—y
2 vz 1 i

| Yk vk Yk-1 yk-1

Gambar 3.3 Pergeseran register Arus Haju

Akan diperoleh persamaan

? Yk = akx, Yk-1 = yk + ak-1 x, » 11 = yz 4+ ax
% Z = y1 + ao x
: Sehingga diperoleh
[y T 010 ... 00] [[yr 7 (a1
: Yz Cco01...080 vz az
§ ) + ‘ [x]
| Yk-1 0090 ... 01 vk-1 ak-1
j Yk 600 ...00 vk ak
; L _ L — e - L. .
L. T y1 ]
- .
| [z] = (100 ... 00] C | + [mollx]
i yk-1
vk
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A
L]

Jadi diperoleh bahwa matrik-matrik charakterizing dari
pergeseran register arus maju vang mempunyai k-~ ugnit

tunda adalah sebagai berikut

D10 ...0 0] [as ]
001 00 az
A = . : ; B = . ;C: [100..-0];
000 ... 01 ak-1
000G ... 00 ak

D = [ao]

Jadi diperoleh bahwa : A

1§

Mat k x k
B = Mat k x 1
C =MHMat 1 x k

D =HMat 1 x 1

Teorema 3.3.1

Jika suatu mesin linier M = (A, B, C, D) mempunyai
waktu awal t = 0, dan keadaan awal v (0), maka

keadnan-keadaan selanjutnya pada waktu t adalah
y(t) = a'y(D) + T
i

Dan keluaran-keluarannya pada waktu t adalah

L1
z(t) = CA'v(0y + £ ca‘"™'"

L=0

i

B x (1)+Dx(t) ...(3.3.4)



: ]
|
Pukti
Dismbil £ = 1 pads perssmasn 3.3.3 ,

maka diperoleh

y s L o ) o _
y(1) = Ayw(0) + A~ B x(0) , karena A =z I maka
4 dipercoleh
0, l
y(1ly = Ayddy + T B x(0) = & v(0) + B %x(0)
Andaikan berlaku untuk t = n , makas persamaan 3.3.3.
akan menjadi b
ol )
e 1 - M1 =3 .. PR, N
viny = A y(0)Y + A B x (i1 ..., (5.3 Fa
]
SGekarang akan dibuktikan berlake untuk £ = n + 1
Dari persamnaan 3.3.1 untuk t = n , diperoleh
y{n+rly = & v(n) + B xnd ... (3.2.1a8)
é Kemudian substitusikan persamaan 3.3.3a ke persamaan
3.3 1la , diperclsh
. R
. . n - - Eet B ! . L
vin+ly = A] A y(OY + £ A B ox(i) + B ox{n
L=
N r
i . - e L - — - . o om .
1 vin+1l) = A rilly + X B xCiy  ...... (5.3.3b)
] L=
dari persamaan 3.3.2,untuk t = n + 1 akan diperoleh
z(n+tliz C yin+l) + Dxin+l) oL {(3.32.%2a)
Dengan wmensubstitosikan persamaan 3.32.3b ke persamaan
3.0 %, diperoleh
| ™ .
. ok . - =i . -
| zinbkiyz O A y(uy + £ A B x(i) + Dx{n+1)
i L rO
. re ¥ o e . "= . .
i 2tnilys C A vy 4 0 0 Boxtiy 4 Dt
- V=0

| Karena berlaka untuk sewmua harga 0,

i . S 3.3.1 terbukti

mala Leoremo
-
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3.3.1 Jenis-Jenis Mesin Linier
Definisi 3.3.1.:

Mesin linier Autonomous adalah mesin linier yang
tidak mempunyai barisan masukan, atau dengan katsa
lain 1 = O vang berarti ruang vektor input F1 =
Fo = [0], yang berarti pula bahwa matrik B dan D

tidak ada, sehingga diperoleh persamaan

veE) = Ay(0) . (3.3.5 a)

z(t) = CA'Y(0) = Cy(t).......... (3.3.5 b)

Pada mesin linier Autonomous ini digunakan sistem

kerjs pergeseran register arus balik.
Definisi 3.3.2.:

Mesin linier Inert adalah mesin linier vang
mempunyail keadaan awal y(0) = 0 sehingga
diperocleh persamaan keadaan berikutnya dan

pPersamaan keluarannya pada waktu t adalah

L-1 .
y(ty = = A" 'Bx iy ... .. (3.3.6 a)
L0
dan
L1 e
z(t) = ¥ CA "B x (i)+Dx(t)..(3.3.8 b)
L=0

Pada mesin linier Inert ini digunakan sistem

kerja pergeseran register arus maju.
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3.4. Tungsi Transfer Rasional

r—~1

Jika diketahui m(¥) = mo + ms X + ... 4+ mr-a+ X "+
X' adalah polinomial monik atas field F, maka dapat

didefinisikan
Pefinisi 3.4.1

A adalah matrik bujur sangkar dan Jjuga merupakan
matrik karakteristik dari mesin linier M, maka

polinomial monik m(x) atas field F disebut polinomial

r .
monik minimal jika : m(A) = T mi A’ =0
& , o

Contoh

Diketahui : A = [§ i] adalah matrik karakteristik dari

mesin linier dan polinomial monik m (X) = Xz - 33X + 1,

maka diperoleh

1]

m{A)

G- D6

[0 0] |

00

Jadi m(X) merupsakan polinomial monik yang minimal matrik A.
Untuk membicarakan fungsi transfer dari mesin linier

maka terlebih dshulu akan dibicarakan mesin linier

M = (A, B, C, D) vang mempunyai keadaan awal y(n), untuk

suaﬁu n € N, maka daril persamaan 3.3.3. akan diperoleh

Lt )
ynaty = A yeny + £ ATV Bx (n o+ 1)

ji=0

Kemudian dengan mensubstitusi t = J untuk 0 = j = r maka
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.
D)

akan diperoleh bentuk polinomial keadaan

r . r . i-1 . .
L miy(n+j) = = mj [A’y(n) + = a7t LBx‘(n+i)]
jso i=o i=0
r . r i-1 4
= [z nj A"] vn) + £ = mj A7 By (n+i)
ji=0o j=0 i=zo
Karena padsa mesin linier M = (a, B, C, D) mempunvyai

matrik chracterizing A, maka untuk polinpmial monik minimal

r -

dari matrik A sedemikian sehingga berlaku m (A) = T mj A’

) ico
= 0, maka diperoleh
r r . r ji-1 S
X mj y{n+3j) = [Z‘ mjAJ} v(n) + & 2 mj A’ Bx (n+i>
i=o i=o i=o i=0

r—1 r Py
=0+ [ T mj A’ B] X (n+i)
L0 “izied :
r ) g §
mjy(n+d) = ¥ Mix (n o+ i) ... (3.4.1)
i=o L=0
r '_1_..
Dimana : Mi = £ mj A" 7B, untuk 0 < {1 S r-1
jeirt

Untuk Mr = 0, maka persamaan 3.5.1 bisa dirubsah
menjadi
r ) r
Emity(n+j) = £ Miox (n o+ i) ..., (3.4.2)
I I LE0

Kemudian untuk keluaran yang mempunyai keadaan
awal y(n) maska dari persamaan 3.3.2 akan diperoleh

2 ntlh) = Cy (nil) + Dx(n+1)
Dengan mensubstitusi @ 6 = Jountuk U £ 3 £ r, maka bentuk

polinomial darj keluarannya ialah
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-
mj z(nd+jd) = X mj [Cy (n+3) + Dx (n+3j)]
&) =0

r
J=

r r
= CEw y(n+j) + D T mj x (n+j)
j=0 i=o

Karens dari persamaan 3.4.2 maka

r r
Zmi y(n+j) = £ Mji x(n+j) , Jadi
j=o ji=o
r r ‘ r
Zmj z2(n+j) = C £ Hj x(n+j) + D £ mj x {(n+3j)
j=0 j=o ji=o
r
= ¥ [CHMj + mi D] x (n+3)
j=o
Atau
r r
Lomioz(nd+d) = Z Lix (n+3) (3.4.3)
J=0 i=o

dimana : Li = CHj + mi D

Dengan mensubstitusikan : t = n + r, maka persamaan 3.4.3
menjadi

T r

Zmj 2(t-r+j) = T Lj x (t-r+j) : untuk semus t <

j=o j=o :

Karena disini yang dipelajari adalah mesin linier dan
dua terminal, dimana 1 = m = 1, dan matrik Lj = [1i)]
adalah merupakan matrik 1 x 1.

Karena Lj atau {1j) adalah matrik 1 x 1, maka

persamaun 3.5.3 akan menjacdi

r

r
Eomi za(l-v+3) = £ 1j x (L-r+3) (3.4.4)

j=0o _j:()

Untuk mr = 1, maka persamagn 3.5.4 dapat tulis menjadi



r—1 r
z{(t) + ¥ mj z{t-r+j> = £ 1j.x (t-r4+3) ... . ..., (3.4.5)
i=o . =0 :
atan dapat ditulis
r-1

l

i x(t-r+3) Zmiz (t-r+j), untuk semua t = r
s} i=o

z2{(t) =
J

N ™M~

sehingga menyatakan bahwa keluaran vang sekarang padsa
waktu t adalah kombinasi linier dari masukan sekarang dan
masukan sebelumnya dan juga kelusran pada waktu t - r,
t-r+ 1, ..., t - 1.

Jika persamaan 3.4.4 dijabarkan, akan diperoleh
mo z(t-ri)+mt z(t-r+l) + ... + mr-t z(t-1) + mr z(t) =

lo x(t-r) + 11 x (t-r+1) + ... 4+ lr-1 x (t-1) + 1lex(t)

dan apabila ditulis bentuk operator tunda D, dipercleh

mo ,Drz + mt quz + ... 4+ mr-1 Dz + mr 2z =
. r r—1

lo Dx + 12D "x + ... + 1Ir1 Dx + 1r x
(mo D™+ mi D" ... 4 mr-s D + me)z =
(lo D'x + 14 D™ ... 4 Lr-t D + 1Ir )x

m (D) = h (D) x (3.4.6)
Kemudian apabila bentuk polinomial dari operator
tunda D,dirubah kebentuk polinomial dalam variabel X vang
terletak dalam F[x], maka m (D) dapat ditulis menjadi
m(X) = me X+ mt XM L 4 meet X 4 ome o= XTm(1/X)
adalah polinomial reciprocal (berbanding terbalik) dari

polinomial m(X) e F(X]} dengan degree -r

Menurut persamaan 3.4.3. bahwa mr = 1 maka diperoleh

persamaan
m (D) =mo D me DN L. 4 me—t D+ 1......... . (3.4.7)

Didalam perssmaan 3.4.7 ;(D) mempunyai bentuk konstan
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vang tidsak nol yaitu mr = 1 = 0, jadi H(D) mempunyai
invers.

Sehingga persamaan 3.4.86 dapat ditulis sebagai berikut

. (m (DM7Hm (D)) . z = (m DN (h(D)) x

| 1.z =(m (D)™, h (D) x
; h(D) |
Z = ——X (3.4.8)
mn (D)

dimana h(D) / m(D) adalah fungsi transfer dalam operator
tunda D yang digunakan wuntuk menghubungkan barisan
keluaran dengan barisan masukan (fungsi transfernya
merupakan hasil bagi dari dua polinomial).

Sekarang akan ditunjukkan bahwa dengan gambar

berikut akan diperoleh suatu fungsi transfer rasional

b(D) bo + baD + ... + bk D*
b(D) / a(D) dan = ”
a(D) 1 + ash + ... + ak D

Untuk itu Lerlebih dahulu dapat dilihat pada gambar sirkuit

berikut ini

x } ’ > D e

bk k- c,! ls)

G __>.__[:|_,_;,>,,®n_>..[::}_>- e >—&[r1:] yi:»-@

(o &
T

%< b b Cee =g

k
Gambar 3.4.1 Tungsi transfer (bo + baD + ... + bk D) /

(1 + aiD + ... + ak DX )




Dari gambar 3.4.1 diperoleh

Yk = bk x - ak z

Yi = yise + bi X - ai 2z ; untuk 1 € i € k-1
Yi = D(Yi+1} + bix - ai z
dan
zZ = yi + bo x
= D(Y1L) + bo x
= D{(DYz + b1 x - at z) + bo x
= D*Yz + b1 Dx - at Dz + bo x
= p® (DYs + bz x - azz) + b1 Dx - a1 Dz + bo x
z = D'(DYk + bkt x - ak-t z) + bk-z D¥%x
- ak-z D% 4 + b1 Dx - aiDz + bo x
= DYk + bk-D"'x - ak-0*'z 4+ brz D%
- ak-2 D% 2z 4 ... 4 b1 Dx ~ asDz + bo x
= Dk(bk x — ak z) + bk-1 D" *x - ax-1 D¥ 'z
+ bk-z D*%x - + biDx - a1 Dz + box
z = bk D*x - akD*z + bk-t D*'x - ak-4 D'z

+ bk-z D" %~ ... + b

k
ak Dz + ak-1 z + + a1 Dz + 2z

k
(ak D + ak-1 +

+ a1t D + 1) z

a(D)

| Jadi terlihat bahwa fungsi transfer

N
n

Dx -~ aiDz + box

= bk d*x + bk-1 D%
+ ... +biDx + box

= (bk d* + bk-1 Dy
+ ... +biD

+ bo )x

b(D) x

b(D) x
a(D)

rasional dari gambar

33
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3.4.1 ialah
b(D)  _ 1:.)o+l:uD+...+bk—1Dk_1+kak
alD)y + 24D + ... + ak-1 D*™* 4+ ax DF
Jadi diperoleh bahwa ao = 1 atau ao # 0O
Definisi 3.4.2
Suatu polinomial monik d(x) disebut pembagil

persekutuan terbesar dari polinomial vyang bukan nol
a(X), b(X) € F [X], Jjika

a) d(X) adalah pembagi persekutuan dari a(X) dan b(X)
b) Setiap pembagi persekutuah dari a(X) dan b(X)
adalah juga pembagi d(X) dan biasanya ditulis : (a(X),
b{X)) = d(X)

Untuk'memperoleh polinomial monik d(X) dapat diperoleh

melaluli algoritma berikut

ALGORITHA EUCLIDEAN

Untuk setiap pasangsn dari bentuk polinomial bukan
nol a(X) dan b(X) € F{X] maka bisa diperolehpembagi
persekutuan terbesar dari a(X) dan b(X) dengsn proses
pembagian vyang dilakukan secarsa berulang-ulang,
sehingga menghasilkan polinomial sisanya ra(X) >
r2(X) > ..., Misal pembagian antara a(X) dengan b(X)
maka akan diperoleh polinomial-polinomisl q(X), r(X)
e F[X] vaitu
1) a(X) = gi(X) b(X) + r1(X)

Jika 11 (X) = 0 stau deg r1 (X)) < deg b{(X) maka
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qi(X);dan b(X) adalah faktor dari a(X)

ii) Apabila r: (X) # 0, maka diperoleh :
i b(X) = q2(X)r1(X) + rz2(X) .
Jika rz(X) = 0 atau deg rz (X) < deg ri1 (X)
naka gz(X) dan ri (X) adalah faktor dari b(X).
1ii) Demikian seterusnya, sampai pads

rk-2(X)= k(X)) r x1(X) + rk(X)

Jika rx(X) = 0 atau deg rk (X) < deg rk-1(X)
maka gk(X) dan rk-1 (X)) adalah faktor dari
rk~2(X)

iv) Sampai akhirnya dipercleh :
Jika rk-1(X) # 0 dan rk(X) = 0 atau dapat tulis
rk-1(X) = gk+t (X) rk (X) + O
Jadi didapat bahwa rkfX) adalah pembagi

persekutuan terbesar dari a{(X) dan b(X).

Contoh
Diketahui : fungsi transfer dari
b(DY - D%+ D° + 20* + 1
a(D) 20+ D* + D? + 2D + 2

Terletak pada GF (3)
Kemudian fungsi transfer diatas akan dirubah menjadi
f:- ' benpuk vand sudah tereduksi. Untuk itu fungsi
transfernya terlebih dahulu dirubah ke dalam bentuk
polinomial-polinomial dalam F[X] yaitu : b(X) = X%

¥+ 2X*+ 1 dan a(X) = 2X° + X* + X°

+ 2X + 2, kemudian akan dibagi b(X) dengan a(X)
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i
menurut aldoritma Euclidean, hingga diperoleh

X%+ X7+ 2x%+ 1

C2X+1 ) ¢ 2X° + X* + X+ 2X + 2 )
TNG SEFTD G GRS

| ra(X) = X+ X+ X% 4 2

2X7+ X X% 2% + 2 = (2R+2)(X* + X+ X% 4 2y+(2x°  +

2

2X + X+ 1)

rz¢¥) = 2X° + 2x2 + ¥+ 1

o x* 1%+ 2 (2K (2K 2X%4 X o+ 1) 4 (2% X +2)
ra(¥) = 2X2+ X + 2

2X* 4 2X7 + X 4+ 1 = (X + 2)(2X%+ X + 2) + O
re(X) = 0 |

Jadi pembagi persekutuan terbesar dari (a(X), b(X)) =
2x% &+ X + 2 = d(X), dan karena d(X) adalah merupakan

polinomial monik, maka

d(X) = 2 (2X%% X + 2) = X% 2X + 1
Kemudian dengan membagi a(X) dan b(X) dengan d(X) akan

diperoleh

a(X) = 2X° 4+ X* + x% 4+ 2% 4 2

2

(X% 2%+ 1) (2" + X+ 2y

b(X) = X% X + 2x% 1

I

4 i

X5 2% 1y xt e 2 X o+ 1)

.
I

Jadi fungsi transfer yang Lelah tereduksi ialah

b(D) D” + 27 + DT+ 1 20 + D? 4 2D + 2

a(D) 2074 D 4 2 D+ 2D + 1
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Terlihat bahwa untuk menggambar fungsi transfer diatas

maka

b{D)
z =—— x stau : a(D)z = b{(D) x
a(Dy - :

(D*+2D+1)z = (20*+D7+2D+2) x

z = -(D"+ 2D ) z + (20* + D° + 2D + 2) x

Karena terletak dalam GF(3) maka

z = (20%+ DYz + (20° + D° + 2D + 2) x

Jadi bentuk gambarnya adalah sebagai berikut

x ¥

1 |

L—@ﬁ@—ﬁﬂ—oa—wﬂ—»rﬁz—rm@——»{l—lmx
@

< |

Gambar 3.4.2 Fungsil Transfer Tereduksi

3.95. Tanggapan Impuls (Impuls Respon).

Didalam bab ini akan dibicarakan mengenai mesin
inert vang mempunyal dua terminal, dimana didalam mesin
ini dianggap bahwa mesin mempunyai barisan masukan x(0)
x(1) ... x(w-1) dengan panjang " berhingga W, dan
menghasilkan suatu barisan keluaran z{(0) =z{(1) ... z{(w-1)
vang juga mempunyal panjang w.

Mengingat bahwa disini digunakan suatu barisan

vang mempunyni panjang Letap W dari suatu mesin
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inert, maka dengan menggunakan definisi 3.2.1 dari operator

tunda D akan diperocleh
Definisi 3.5.1

untuk Dt dengan i1 > 0 maka dalam operator tunda D,
vang bekerja pads suatu barisan masukan dengan panjang
tetap, w, akan berlaku

Di( o4 o2 L, ,, Ow) = IG 00 e 0 ou oz ... Ow~-i
§

digeser sebanyak i

Definisi 3.5.2

Dalam suatu mesin inert yang mempunyai dua terminal
maka didefinisikan bahwa Tm : Fv -—> Fwv atau
Tm (harisan masukan) = (barisan keluaran)

atay Tm io = v , dengan ie = 1000 ... GO

Dengan mengingat bahwa suatu impuls respons v dengaﬁ panjang
w adalah sekaligus juga merupakan barisan keluarannya Jika
barisan masukkannys adalah io = 1000 ... 00 (panjang w).
Sehingga dengan menggunakan pengertian diatas dan
definisi 3.5.1 dan 3.5.2 dapat dihitung suatu impuls
respon v yang juga barisan keluarannya dari suatu mesin
vang mempunyai barisan masukan x{(0)x(1l) ... x(t) 000 ...0

Jika diketahui impuls respon v

TM(x(0)x(1l) ...x(%)000...0) T™ (x(0)ic + x(1)Dic +

+ x(t)D'io

|

x(0) TMio + x(1) Tm (Die) +
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.. + x(t) Tm (D%o)
TM(x(0)x(1) ...x(%)000...0) = x(0) v + x(1) Dv +
4 x(t)D'v

Contoh :

9,

Piketahui : w

F

GF(5)},
impuls respon (v) = 103210000,
barisan imput (x) = 314000000,

maks barisan keluarannya ialah :

TM(314000000) = 3 v + 1.Dv+ 4D°v + 0 + 0 + 0 + ... + O
= 3.103210000 + 1.010321000 + 4.001032100
= 304130000 + 010321000 + 004023400
= 313424400
Terlihat bahwa barisan io = 1000 ... 00 adalah konstan

(setelah bagian awalnya 1), sehingga dapat dikatakan bahwa
impﬁls respon v adalah merupakan barisan vyang periodik
setelah bagian awalnya tidak periodik, dan sebaliknya
apabila diberikan suatu barisan impuls respon v yang pada
bagian skhirnya periodik maka akan diperoleh suatu mesin
inert dua terminal yang mempunyai impuls respon v. untuk

lebih jelasnya dapat dilihat bahwa dalam contoh berikut
Contoh

Diketahui suatu barisan tanggapan impuls v =
1021201212012 12 . . i it ittt ettt e (3.5.1.)
vang terletak atas GF(3), dimana terlihat bahwa bagian

akhir dari barisan tanggapan impuls v-nya adalah
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periodik, sehingga bisa ditulis tanggapan impulsnysa

menjadi

v = 01212012120121201212 ... + 12000

v = vp + vk
dengan : vp = bagian periodik dan vt = .bagian
transient.Barisan masukan x dengan x = io = 1000

00 akan menghasilkan suatu barisan impuls respon Vv

vang juga merupakan keluarannya, sehingga diperoleh

bahwa

vt = x + 2Dx = (1l +2D)x ..., (3.5.2)
sedangkan

0x +1.Dx + 2D%x + 1b%x + 2D*x + o0D®x + 1D°

vp =
+ 207 + 10% + 20%x +
= Dx + 20°x + D?x + 20%x + D® + 207 + D%
+ 2D%x +
vp = (Dx + 2D°x + D'k + 2D*x) + D® + (Dx + 20%
+ D%x + 2D%x)+
vp = ( 1+ D%+ 0¥+ ... 5D + 20® + D® + 2p%) x
Deret 1 + D° + D*®+ ... adalah merupakan deret vang

berhingga sebab D” = 0, untuk u > w.
Akibatnya 1 + D° + D'+ ... mempunyai invers, vyaitu
-1 5

(1 4+ D%+ D" .. > =1-D" =214+ 20° (karena atas

GF(3)) atau oleh karenn

(1 - D%y¢1 + ™ + b+ .. .)=1 - p%- 1% + p'° - p*°
= 1
Jadi
D + 2D%+ '+ 20*
vp = 5 X i e e e (3.5.3)

14 2D
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Dengan menggabungkan persamaan (3.5.2) dan (3.5.3)

diperoleh

v = vp 4+ vt
b + 2p%+ p’+ 2p*
= - x + ( 1+2D) x
1+ 2D
_ (D _+ 20%+ D%+ 2D%)x + (1 + 2D)(1 + 2D%)x
1+ 2D°
_ (D + 2%+ D%+ 20%yx + (1 + 2D%+ 2D + D%x
1+ 2p°
_ 1+ 2p° + D+ 20* + 2D° + D°
v = X

1+ ZD5

Dengan menggunakan Algoritma Euclidean, akan direduksi

fungsi transfer dari

b(D) 2 9 4 5 S

1 4+ 2D + D+ 2D + 2D + D
= - , atas GF(3)
a(D) 1 + 2D

Terlebih dahulu fungsi transfer diatas akan dirubah
kedalam bentuk-bentuk polinomial-polinomial dalam

F[x], vaitu : b[x} = 1 + 2X°2 + x> + 2x* + 2Xx° + ¥° dan

a(X) = 1 + 2X5, sehingga menurut algoritma FEuclidean
diperoleh
X%+ 2x% + 2x% X% 4+ 2x® + 1 = (2% + 1)(2X° + 1)+(2X°+1)

+ (2X%+ X% 2x% X

re(Xy = 2X° + X7 + 2x% + X

2X%+ 1 = (X+1)2x*+x%+2x% X)(2x+1)

1
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r2(X) = 2X¥ + 1
2X* + X% 2%% X = (X% X) (2X+1) + 0

ra{X) = 0

Jadi pembagi persekutuan terbesar d(X) dsari (a(X),
b(X)) adalah 2X + 1 karena d(X) selalu dalam bentuk
polinomial monik maka : 2(2X+1) = X + 2.

Kemudian dengan membagi a(X) dan b(X) dengan d(X)

diperoleh
a(X) = 2X° + 1 = (X+2) (2X* 2X%+ 2X%+ 2X + 2)
bCX) = X% +2K%02X % X%2X%+ 1 = (X+2)(X°+ 2X%+ 2X +2)

Jadi fungsi transfer yahg telah direduksi islsh :

b(D) p% + 20" + 2D + 2 2D + D% + D + 1

a(D) 20* + 20 20" 2D + 2 D* + D® + D* 4+ D 4+ 1

Untuk menggambarkan diagram balok dengan fungsi-

transfer diatas, maksa :

b(D)

v o= X atau a(D) v = b(D)x

a(D)
(0% D™ D*+ D + 1)v = (20%+D%+D+1)x
v. = (D% D% D% DO 4+ (20° + D% + D + 1)x
Karena atas GF(3) maka

v = (20% 2D% 2D% 2D) v + (20° + D® + D + 1)x

Bentuk diagram balok dari suatu sirkuit dengan

dimensi-5 dari suatu barisasn tanggapan impuls v padsa




persamaan (3.5f1)'

" X 7 \[

2

[0} +)—->m>%)—>@}x%—»m—>é§->@{é

~<

Gambar 3.5.1 Fungsi transfer (ZD5 + D5 + D+ 1) /

(0*+ D+ D3+ D + 1)
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