RAB IX

BILANGAN STABILITAS

Sebelum membahas bilangsn stabilitags, akan diberikan
beberapa definisi tentang graph parsial, klik, himpunan

artikulasi, dan titik artikulasi.

2.1. Graph Parsial .
PDefinisi 2.1,

Subgraph 6°= (X" ,E") dari graph & = (X,E) adalah
graph dengan himpunan titik X° dan himpunan ruas E-* yvang

memenuhi X* <« X dan E* < E.

Contoh 2.1 _

6 = (X,E) :

'gambar 2.1,

Graph 6°di atas mempunyai X-°= {XE,XE,XE,X4} dan E°=
{e ,,e,,e ,e }. Karena X“c X dan E-“c E, maka graph G-
4 2 : | <

adalah subgraph dari graph G,
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Definist 2.2, :

Graph parsial (partial graph) 6° adalah graph G yang

tidak memuat E -~ E*, sedangkan himpunan titik X“= X.

Contoh 2.2,

Berikut inl salah satu graph paraial G-darl graph G
rada gambar 2.1 :

6" = (X",E*) :

gambar 2.2.

Pada gambar 2.2, graph 6° merupaken graph parsial,

karena X*= X = {xt.xz,x,,x‘,xs} dan E* = {e,, ar 952016},

2.2. Klik,
Definisi 2.3, @
Suatu klik (clique) dari graph G didefinieikan

sebagai himpunan K < X, sedemikisan sehingga setiap pasang

titlk yang berbeda di dalam K adalah adlacent. Klik - n

adalah graph lengkap dengan n titik, diberi 8imbol Kn.

Contoh 2.3, :

G = (X,E) -
xi xz
Xe Xg
gambar 2.3.
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K1 K, , dan Ka dari gambar 2.3 dapat digambarkan
sebagal berikut :

K1 : °X, 5 °X, 5 °X, , dan °X,
X.z Xi
M ) H y T 3 e -] ; dan
41 b
KZ x F X &< X b: | X i x b §
xﬂ x4
K, . |
X‘R ‘x’.‘Nﬁ{z
x". . XB xa
gambar 2.4.

Definisi 2 4.

Jika 4 = (Ki,}i;,...,}&) adalah partisi X ke dalsm k
klik, meka ©(6) = min [4] adalah banyaknya anggota
4
terkecll dari klik-klik hasil partiei X.

Contoh 2.4, :

Klik-klik darl graph 6 pada gambar 2.3 berupa :
K=1{x}, K={x,}, B={x,1, K={x 1}, £={x,,x%,},
Kd={x1 Xy }s K.,=:{x1 ,x‘}, Ka ={xz Xy 3> sz{xa Xy b
K o=Ix, ,x,,%x }, dan K, ={x ,x,,x 1.

Partisi dari X ke klik-klik adalah :

- 3
1}

T KB LELED) = (X 3, {x, 1, (), {x 1),

[~
]

2 = KB = (x ,x, ), {x_,x 1),
o = (LLK) = ({x,,x ), {x,,x}),
P (JYZ"XIA) = ({xz_}’{?_xz’xs”.‘a})’

> &
T

!

s = (KK o) = ({x, ) {x ,x,,x 1), dan

&)




8, = (K LK LK) = ({x,},{x },{x ,x_ }).
Jadi ©(6G) = min [8] = |4,] = |8 | = |8
s

2.3. Himpunan Artikulasi dan Titik Artikulasi .
Definisi 2.5, :

A dikatsakan himpunan artikulasi (articulation aset)

dari graph terhubung G, Jjika subgraph dari graph 6 yang

dibangun oleh X —~ A adalah tidak terhubung.

Contoh 2.5,

G = (X,E) :

gambayr 2.5.
Himpunan artikulaei dari gambar 2.5 adalah :
A= {xi,xs}, B = {x;,xs}, C = {x,}, dengan A,B,C < X
A, B, dan C adalah himpunan artikulasi, karena X - A,
X - B, maupun X - C menghasilkan subgraph-subgraph tidak
terhubung, yaitu : | |
1. X - A XX, %%, 1 - (X .x.} = (x,,x )

2. X - B = (X ,X,,X ,% .} - {x,,x.}

{x,x}
3. X -¢C = (R0 %,0%,,%,} - {x,} = {x ,x,,x )}

Ketiga subgraph tidak terhubung di atas dapat
digambarkan sebagai berikut :




éambar 2.6.

DEFINISI 2.6, :
Graph terhubung dikatakan graph separabel ( separable

graph ), Jika hanya mempunyai satu titik penghubung.

Contoh 2.6, :
Pada gambar 2.5 adalah contoh graph separabel dengan

X, adalah titik penghubungnya.

DEFINISI 2.7. ¢

Titik artikulasi (articulation point) adalah titik

dari graph separabel yang meniadakan keterhubungan graph.

Contoh 2.7, ¢
Dari contoh 2.5, titik X, adalah titik artikulansi,

karena X ~--{xa} menghasilkan subgraph yang tidak terhubung.

2.4. Himpunan Stabil dan Bilangan Stabilitas .
Definisi 2.8, : )

. Diberikan graph sederhana ¢ = (X,E). Suatu himpunan
S © X disebut stabil, jika tidak ada dua titik pada S vang

adjacent atau FG(S) NS =6,




DEFINISI 2.9, :

Bilangan stablilitas ( gtability number ) darl graph G
didefinisikan sebagai Jjumleh anggota dari himpunan stabil
vang mempunyal anggota terbesar ( maximum ), diberi simbol

a(G).

Contoh 2.8, :

G = (X,E) :

gambar 2.7.
Himpunan-himpunan stabil S dari graph G adalah :
8, = 1x,%,X.}, 8= {x,,x,X,x.}, §,= {%,,%x,,%x,} dan § =
{xi,xs,x 4 P Karena S2 adalah himpunan stabil vang

mempunyai Jjumlah anggota terbesar (maximum), vyaitu 4,

maka a(G) = 4,

Definisi 2,10, @

Diberikan graph s8ederhana 6 = (X,E) dan suatu
himpunan stabil S € X. Suatu barisan selang-seling yang
terhubung ke § (alternating sequence relative ke §)
didefinisikan sebagal barisan :

9 = (a,,b ,8,,b ,8,,...)
yvang terdirli dari titik-titik vang  berbeda gecara

berselang-seling dan merupakan anggota dari A = X ~ S dan

g




B = S, serta memenuhi ayarat sebagai berikut
1. a € A.
2. b_; B - {b1' z,...,bi_i}, dan

FG(b\.) ] (ai’az"'f’ai.} " Q_

3. a. € A - {ai,az,...,a.t}, dan

rG(ai,H) N {b‘,b ,---sbi_} L ﬂ,

!G(a.

) N (88, ,8) = 0.

Contoh 2.9, 1

6 = (X,E)
*=8,  %=b %5 =8, *,=b, %5
Xe Xe Xs Xp =8y X0

gambar 2.8.
Alternating sequence relative ke B pada graph 6 di
atas adalah o = (a‘,bi,az,bz,aa,ba), un}liuk B = 5§ =

{b, ;b,,b_} dan A

"

X-§ = {xi-’xz’xa’x-c’xs’xa’x'?’xa’xo’xso}
- {xa,x.?,xm} = {xi,xz,x‘,xs,xd,xa,xp}. Pada rangkaian di

atas =x = a, ,X,= a

N 2> XyT &, Sekarang dilakukan

3
pemeriksaan terhadap syarat-syarat pada definisi di atas,
1. X, = a € A
2. Untuk 1 = 1, b€B-{}

b € B

rG(bs.) n ‘{8‘1} = {x1=a1,xz,x‘,x5=az}ﬁ{a‘_}

= {6‘1} = 0,
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Untuk i = 2, b, € B - {b}
b, € {b,,b,,b,} - (b} = {b,,b_}
Fetb,) N {a, .8, ={x=a, .x =8, ,%x }N(a ,8,}
s =
Untuk 1 = 3, b, € B - {b,,b}
b, € {b .b,,b} - {b,,b,} = {b,}

Felby) N {a,,a,,a,} = {xB:aa}ﬁ{aa,az,aB}

1]

{a,} = @.
3. Untuk 1 = 1;
&ZE A - {6-1} = {xj.’xz’xd.’xs’xd’xa’xp} - {x’.:a’.}

= {xz,x4,x5—az,x6,xs,xp}

Fgla,) N {b} = {x,=b,x,,x,%x} N {b} = {b} = &

FG(aZ) N {ai} = {xs:bi ’x‘-’xd’}(‘?} n {a’.} = { } - g-

Untuk 1 = 2,

a,€ A—{ai,az} = {x1,xz,x4,x5,x6,xazaa,x9}—{xi:ai,xzzas}

= { X, o X s X X T8 X }.

il
t

Fglay) N {b,b} = {x,=b,,x =b } N {b,b,} = {b,} = @

1

Felag) N {a,,a,} = {x,=b,,x =b} " {a,8,}={1 =8,

Dengan demikian syarat-syarat terpenuhi.

DEFINISI 2.11. 3

Suatu  alternating sequence  dikatakan  maksimal
(maximal), Jika tidak ada lagi titik-titik yang dapat

ditambahkan tanpa merubah syarat (2) dan (3).

Contoch 2.10, :

Pada contoh 2.9 di atas merupakan alternating

sequence maksimal, karena :
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- Apsbila dalam barisan ¢ ditambahkan titik x, sebagai a,,
maka. I"G(a‘) N {&1’8‘2'&3'} = {x’l:a‘,xa,}':‘} N {al,az,aa} =
{ai} * &, Jadl eyarat (3) tidak terpenuhi. |

- Apablla dalam barisan ¢ ditambshkan titik x, sebagai a,,
maka I‘G(a‘) n {aﬁ,az,a,} = {xz,xa,xb,az} m {ai,az,aa} =
{az} # @, Jadi syarat (3) tidak terpenuhi.

- Apabila dalam barisan ¢ ditambahksn titik i; sebagai a_,
maka I‘G(a‘) N {a ,a8,,a) = {x,=a,} ~ {a,,a,,8.} = {a,}

#* @, Jadi syarat (3) tidek terpenuhi.

*-Apabila dalam barisan ¢ ditambehkan titik X, sebagai a,,
maka FG(a4) N {at,az,aa} = . {x,;.xn:aa} N {ai,az,ag} =
{ab} * &, Jadl syarat (3) tidak terpenuhi.

Karena penambahan satu titik lagi tidak memenuhi
syarat (3), meka barisan o = (al,b1,az,bz,a3,b3} pada

ocontoh 2.9 adalah makesimal.

Definist 2,12 1@

Jika suatu graph tanpa sikel ganiil memiliki partisi
(A,B) dari titik-titiknya ke dalam dus himpunan stabil A
dan B, maka partisi yang demikian dikatakan sebagai

pewarnaan dua warna (bicolouring) dari titik-titiknya.

Contoh 2.11, :

Graph 6 di bawah ini graph tanpa sikel ganjil :
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G = (X,E) :

Xy ‘ Xe Xa
' X
: =
xd< M
3
) . % % X0

gambar 2.9.

Graph G di atas terdapat sikel -masihg—masing
(xﬂ,xa,xg,x7,x3) dan (xi,xz,xa,x4,x5,x6,x1) dengan ranjang
genap. Oleh karene itu titik-titik pada graph 6 di atas
dapat dibentuk partisi yang terdiri dari himpunan stabil A
= {xi,xa,xs,xb} dengan warna putih dan himpunan stabil B =
{xz,x‘,xd,xﬂ,x7,xﬂa} dengan warna hitam, sehingga partisi
{(A,B) dikatakan sebagai bicolouring terhadap titik-titik

rada graph G.

Lemma 2.1 :

Jika G adalah suatu tree dan (A,B) adalah suatu
bicolouring dari titik-titiknya dengan (Al £ |Bl|, maka
graph 6 mempunyai sedikitnya satu titik pendan pada B.
Bukti : |

Andaikan bahwa semua titik pendan dari 6 berada dalam
A. Misal A< A adalsh himpunan titik pendan, B, B adalah
himpunan titik pendan dari tree GXHA1 » A A adalah
himpunan titik pendan dari tree Gx—Ai_Bi’ dan seterusnya.

Diperoleh lA l'2 |Bl, karena setiap titik pendan
dari Gx_A‘bukan pendan dalem 6, dan dapat dipetakan pada
salah satu dari titik-titik persekitaran dalam A1 dengan

satu masukan. Demlikian pula IE&I 2 iAzl,.dan scterusnya.
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Jadi dapat ditulis,
IAiI = !E&t 2 IA,l-E IEgI A IEgI = {A |,
Bq » 0 dan Bq“ = &,

Akan diselildiki dua kasus, yaitu :

~ Jika A # 2, maka diperoleh
q+d a a

At > £ 1Al 2 £ |BJ = IBI
i=1 i=1

- Jika Aq_H = &, maka himpunan Qq menjadi titik tunggal

(bukan titik pendan dalam GA Up Y.
g 4q
Jadi 1A | > |IB |, dan
q a « a
IA| = = 1Al > £ IB]I = IB].
i=4 =1

Dalam dua kasus 4di atas terjadi kontradiksi.

Pengandaian harue diingkar, dan vang benar bahwa dalam G

terdapat sedikitnya satu titik pendan berada dalam B. @

Lemma 2.2, &

Misal 6 adalah svatu tree dengan order n dan (A,B)
adaleh suatu bicolouring terhadap titik~titiknya,
sedemikien sehirgga (Al = Bl atau |Al = IBl + 1. Maka
terdapat suatu alternating sequence (atJ%,azfg »s--) yang

2

menggunakan setiap titik dari graph 6 tepat satu kali.
Bukti @

Dalam hal ini akan dibuktikan dengan hipotesa
induksl matematika, yaltu :
- n =1, dalam 6 terdapat satu titik, yaitu a< A dengan
1A} = IBl + 1= I{a} = 10| + 121 =0+1=1=1,

Jadi alternating sequencenya bérupa T 0 = (ai).'

14




- n =2, dalam G terdapat a< A-dan the B dengan [Al = |BI
= I{al}l = I{tu}l = 1 = 1. Jadi alternating sequencenya
berupa : o0 = (aa,b‘).

- n = 2k, dalam 6 terdapat 2k titik, yaitu 8.,8,,...,8¢€ A

dan b ,b,,...,b € B dengan lAl | Bi o l{ai,az,--.,ak}l
= Lﬂa,ba,...,t%}l¢ k = k. Jadi alternating sequencenya
berupa : ¢ = (ai,bt,az,bz,...,ak,bk).

-n=2k +1, dalam 6 terdapat 2k + 1 titlk, yaitu
8,58,,...,8,,8 € A dan b‘,bz,...,bke B (lnenurut lemma

2.1, a berada dalam A) dengan 1Al = |IB] + 1 =

k+1
I{a,,8,,....8,8 2 = I{b,b,,....,0} + 1 » k + 1

=k + 1> k.
Untuk graph Gx“{$+‘ }terdapat alternating sequence
(8,,b,,2,,b,,.. ,,bk) vang memuat semua titik dari A dan B,
dan dengan hipotesa induksi diperoleh alternating sequence

yang dikehendaki, yaitu (a,b ,a,b,,... DA ) u

_'i'eorema 3.1, ¢ _

Suatu himpuhan stabil B adalah meksimum, Jika dan
hanya Jika tidak ada alternating sequence maksimal dengan
ranjang ganJil.

Bukti :

1. Jika suatu alternating sequence, yaitu ¢ (ada),
maka B bukan himpunan stabil maksimum, karena B’ (B - 4a)
U (¢ - B) adalah sustu himpunan stabil dengan 3Jumlah

anggota terbasar.
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2. Misal A adalah himpunan stabil maksimum dan misal
B adalah himpunan etabilidenggnlel < fA]. .~
Akan diperlihatkan bahwa terdapat suatu alternating
sequence maksimal dengan panjang ganjil yang relatif ke B.
Misal B,= B - A dan A= A - B, schingga IB,| < I_|.
Misal Au 'B‘, AVB,..., Av B adalah komponen-

komponen terhubung dari subgraph G A Un

» Bedangkan Atc A
(] [¢]

dan B< B, untuk i=1,2,...,k. _ '
Jadl Z- B = IB| < IA | =X A |, terdapat suatu indeks
1 dengan 1B I<lA L.

Misal i = 1, 5ika IB,1 < A1 =» tB! + 1 = 1AL,
maka spanning tree dari subgraph terhubung 6 A UB,
mempunyal bicolouring (A,,B,).

Menurut lemma, 2.2, titik-titiknya membentuk alternating
sequence maksimal dengan ranjang ganjil, yaitu o vang
relative ke B,, sehingga barisan ¢ merupakan alternating
seéquence relative ke B untuk 6.

Selanjutnya barisan o adalah alternating sequence
maksimal, -sebab b @ B - 0, maka salah satunya b  B-A = B,
dan b tidak adjacent dengan &€ 0, atau b € B N A dan b
tidak adjacent dengan 8 o (karena A adalah himpunan
stabil).

Jika IBl +1 < A |, meka titik-titik pendan dapat

dihapus dari spanning tree GA us., ° Sampal tree yang
1

‘ 1
tersisa mempunyai bicolouring (At',Bi) dengan IB‘[ + 1
= IAi’I » menurut lemma 2.1 titik-titik merupakan barisan ¢

vang dikehendaki. »
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