BABII
MATERI PENUNJANG

2.1. Logika Proposisi
2.1.1. Bahasa
Definisi 1 : {proposisi)
Proposisi adalah :
1.Simbol kebenaran : benar atau saiah.
2.Simboi proposisi : P, Q, R ,S,Py, Q1, Ry, S, Py, g, R, &2, .
Definisi 2 : (kalimat dalam logika proposisi)
Untuk membentuk kalrrat dalam logika proposisi, proposisi-proposisi
dihubungkan dengan penghubung proposisi, vaitu @ Hidek, ealau, dan,
Jika....maka, jka dan hanya jika, js‘?{&r.....maka. ..jika tidak maka
Aturan-aturan yang digunakan adaiah :
1. Kalimatyang adamenggunakan smbol E,F, G H.
2. Setiap proposisi merupakan kalimat.
3. Jika F kalimatmaka negasinya, yaitu tidak F juga kalimat.
4, JikaF, G kalmat maka konjungsinya, yaitu (F dan G} juga kalimat.

5. Jika F, G kalmat maka disjungsinya, yaitu (F atau G) juga kalimat.




6. JikaF, G kalmat maka i"np!ikasinya, yaitu (ika F maka G) juga kalimat. F disebut

anteseden dan G disebut konsekuen dan implikasi. Kalimat jika G maka F disebut -

konversi dar kalimat jika F maka G.

~J

. Jika F, G kalimat maka equivalensinya yaitu { F jika dan hanva jika G ) juga kalmat
I disebut sisi bagian kiri dan G disebut sisi bagian kanan dari equivalensi.

8. JikaF, G, H kalimat maka { jika Fmaka G jka tidak maka H } juga kalmat F,G
dan H masing-masing merupakan anak kafmat dan itk maka jka fidak maka dan
kondisional ( jika F maka G jika tidak maka H ).

Setiap kalimat vang digunakan untuk membentuk kalmat E memuat E itu sendin
yarg merupakan sub kalimat dari E. Dengan dennikian sub kalmat dari E adalah E itu
sendiri, kemponen E dan sub kabmat dan .kf:-mponen-kcmpﬂnen tersebut  Sub kalmat
dari kalimat E selain E i sendin merupakan sub kalimat sebenamya dan £

Pada kalimat vang panjang digunaan tanda kurung { ), pasangan okalodz |

] dan pasangan kurawal{  } dan untuk mempenelas strukiur kalmat serng pula

dilakukan perﬁu’kusan . o

Contoh 1 (kalimat dalam logika proposisi) :

Kalimat E:

{ tidak ( P atau Q) } jika dan hanya jika { { tidak P ) dan (hdak Q) }}.

Merupakan kalimat karena :

P kalimat




Q kalimat
(P atau Q), idak P) dan (idak Q) merupakan kalimat
; {tidak (P atau Q)} dan {(idak P) dan {tidak Q)} merupakan kalimat
{{ tidak { P atau Q )} jika dan hanya jika {(tidak P ) dan {tidak Q)}} juga merupakan
! kalimat
Delapan kalimat di atas merupakan sub kalimat dari E, tujuh kalimatnya (selain E)

merupakan sub kalimat yang sebenarnya dari E.

2.1.2. Arti Sdhuah Kalimat
Bener atau salhnya kalmat logika proposisi ditentukan oleh informasi- -
mformnasi tentang kebsnaran daii proposisi-proposisi yang membentuk  kaimat
tersebut. Informask-infermasi tersebut diperoleh dari suaty intempretasi
Dsfinisi 3 : finternretas])
Suatu interpretasi memberikan nilai kebenaran Benar atay Saleh pada sefiap
simbol-simbol proposisi. |
I merupakan interpretasi suatu kalimat jika I memberi nilai kebenaran pada
setiap simbol yang ada dalam kalimat tersebut dan 1 akan disebut interpretasi kosong
unfuk suatu kalimat jika I tidak member informasi lengkap sesuai proposisi pada

kalimat.
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Definisi 4‘: {aturan semantik)

Nilai kebenaran dari E ditentukan sesuai aturan-aturan sebagat berikut:

1.

w

fAturan proposisi

Nilai kebznaran dari masingimasing proposisi sesuai dengan nilai pada
p

'E.

Aturan benar

Kabmat benar bemnilai benar terhadap L.

Aturan salah

Kalimat salah bernilal salah tethadap 1

Aturan negasi

Kalimat tidek F bernilai benar jka F berrilai salah, dan sebalknya.
Aturan konjungsi

Kalimat F dan G bemilai bener jika F dan G keduanya bemilai benar.
Aturan disjungsi

Kalmat F atau G Eemi!ai benar jika F atéu G bernilai henar.

Aturan implikasi

Kalimat jika F maka G bemilai salah jikaF benar dan G salah.

Aturan equivalensi

Kalimat F jka dan hanya jika C bemilai benar jika F dan G mempunya nifai

kebenaran yang sama.




9. - Aturan bersyarat
Kalimat jika F meka Gﬁ%& tidek maka H mempunyal nilai kebenaran yang -
sesual dengan G jili:a F benar. Sedang apabia F salah maka nila

kebenarannya sesuai nilai kebenaran dari H.

2.-1 .3. ifat-sifat Kalimat

Definisi 5 : (absah, terpenuhi, kontradiksi, berakibat, setara, konsisten)
Kalimat F adaiah absah bila F bemilai benar terhadap setiap interpretasi I -
untuk F.
Kalimat F disebut terpenuhi bila F bemilai benar terhadap suatu I untuk F.
Kalimat F disebut kontradiksi bita kalimat tersebut bemilai salah terhadap seliap
interpretasi T untuk F.
Kalimat F disebut berakibat G bila F berniial benar terhadap I, G juga bemilat
benar'terhadap L |
Kalimat F dan G disébut setara bila untuk seﬁap 1, F dan G bemilai sama. Fj,
Fa, F3, ..., Fn disebut‘konsisten jika terdapat I sedemikian sehingga sstiap Fi

bernilai benar terhadap L
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Contoh 2 (terpenuhi tetapi tidak absah'} :
Kalimat

Jika P maka Q
untuk interpretasi yang memberi P benar dan Q benar, kalimat tersebut bernilai benar. -
Tetapi kalimat tersebut akan bernilai sa!é;h terhadap interpretasi yang memberi P nilai
benar dan Q nilai salah, sehingga P terpenuhi tetapi tidak absah.
Contoh 3 Gt_cniradiksitetapi absah) :
Kalimat

jika (salah) maka tidak (satah) absah
tepat bila salah terhadap setiap | bernilai salah, tepat bila tidak (salah) bemilai benar
untuk setiap |, tepat bila tidak (salah) absah.
Contoh 4 (berakibat, absak)
Ralimat

jika (F berakibat G)

maka (ika F maka G) absah.
F berakibat G, tepat bila untuk setiap [ untuk F dan G, bila F benar maka G benar, tepat

bila jika F maka G benar, tepat bila jika F make G absah.




Contoh 5 {setara dan absah} :
Kalimat
jika £ dan G setara
maka F jika dan hanya jka G absah.
F dan G setara, tepat bila F dan G memiliki nilai kebenaran yang sama, tepat bila F 3ka
dan hanya }ik.a- G benar, tepat bila F jika dan hanya jika G abszh.
Contoh 6 {konsisten dan absah) : |
Kalimat
F1 dan F; konsisten
Untuk setiap | jika F1 : jika P maka Q dan F2 ; jika idak {Q) maka tidak {P).
Maka tepat bila untuk sefiap | yang memberi nilai P benar dan Q benar, Fy bemial
penar, tepat bila untuk setiap | yang memben nilai P benar dan Q benar, &2 pemilal

benar, tepat bila (F+ dan F} absah.

2.1.4. Subsstitusi

Deﬁnfsi 6 : {substitusi total)
Jka F, G, H kalimat, maka notasi F<<= {G « H} disebut substitusi total.
Menyatakan kafimat yang diperoleh dari kalmat F dengan mengganti setiap
pemunculan G denganH. Sedangkan operator <<= disebut operator substiusi

total.




Contoh 7 (substitusi total) :

[{P danQ) dan

i :l<:<= P dan Q) « (i R make §)}

hasiinya adalah :

{ika R maka S} dan
o)

Operasi substitusi tidak akan berpengaruh jika sub kalimat yang akan digant
tidak ada dalam kalimat.
Contoh 8 (subsiitusi):
{Pdan Q<<= {(Re 9}
hasilnya tetap (P dan Q).
Dufinisi 7 : {subsiitusi pareial)
Jika F, G dan H adalah kalmat maka notasi F <«<— {G « H} menyalekan
kalimat yang diperoleh dari F dengan mengganti satu atau lebih sub kalimat G
dengan kalimat H atau tidak mengganti sub kalmat G sama sekali. Proses ini
disébui substitusi parsial dan operator <<— disebut operator substitusi parsial.
Contoh 8 (substitusi parsiai) :

[P atau P} <<—{P <«—Q}




hasil dari proses substitusi parsial di atas adalah :

P atau P (tidak ada penggantian F)’

Q atau P (penggantian kejadian partama dari P)

P atau Q {penggantian keiadian kedua dari P)

Qatau Q {penggantian semua kejadian P)

Dart conton di atas dapat dilihat bahwa substitusi total merupakan salah safu
substitusi parsial. Dslaw operasinya, sugst'&usi total maupun substitusi parsial dapat
dikerjakan secara berurutan.

Contoh 10 {urutan substitusi)

Darn kalmat-

{PatauBlcec= [P Bl <<c={0«F}

Hasil substitusitotal |:  (Batau)

Hasil substitusitotal ;. (PatauP).

Hasil substiusi parsial | : 1. (Patau 6)

| 2. (Datau 6)

Hasil subsbitusi parsial | : 1. (P atau )

2. (PatauP)

3. (Oataus)
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4. (P atau 6)

5. {6atauP)
Terlihat bahwa hasil akhir pada substitusi total adalah (P atau P) bukan (P
atau €). Dengan demikian dapat dilihet bahwa operator substitusi total tidak dapat
dibalik, sedang pada substitusi parsial salah safu hasil akhir adalah { P atau

8). Dengan demikian substitusi parsial dapat dikembalikan.

2.2. Logika Predikat
2.2.1. Bahasa
Liafinisi 8 : {s*imbcl-simhﬁ}
Katimat logik= predikat terbentuk atas simbaok-simbol sebagal benkut:
1, Simbol keberaran : benar, salsh
2. Simbol-simbolkonstanta: g, b, ¢, a', bY, ¢!, ay, by, ¢4, & ...
3. Simbol peubéh TU VW, X, Y, Z, U u‘,l wt x!, vl 21 12,
4. Simbol fungsi:f, g, h, fi, g1, he, 5, ...
Dalam setiap simbol fungsi terdapat bilangan positif n yang menunjukkan

banyaknya argumen dari fungsi tersebut dan disebut anty smbdl fungsi.
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5 Simbol predikat : p, q, 1, p1, G, F4, P2, ..
Dalam setiap simbol fungsi terdapat bilangan positif n yang menunjukkan
banyaknya argumen dar predikat tersebut dan disebut arity simbol
predikat.
Bahasa logika predikat dibangun melaldi tiga tahap vaitu pembentukan tem,
.. pembentukan proposisi dan pembentukan kalimat dan dalam bahasa logika predikat
tidak rmermuat simbol berupa huruf besar.
Definisi 9 : {tern)
Temm merupzkan ekspresi yang menyataken obyek.
Pe_mbentukan term mengikuli aturan-aturan sebagai berkut :
1. Konstanta a, b, ¢, ... merupakan femn.
" 2. Varabelu, v, W, X, Y, %, ... merupakan term.
3. Untuk sebuah bilahgan asli n jika ty, t2, &, ... by merupakan term dan f adalzh
fungsi dengan arity n maka fity, t2, b, ... b} juga merupakan fem.
4. Jika F merupakan kalimat, s dan t merupakan term maka “jika F maka s jka
tidak maka t” juga merupakan tem.
Contoh 11 {term} :
Simbol fungsi f biner yaitu dengan arity dua dan simbol fungsi g memiliki arity tiga

{temary) maka




f(a, x) tem, karena a dan x term dan f merupakan simbol fungsi hiner.

a(a, %, f{a,x)) juga temn, karena x, f{a,x) dan a adalah term dan g merupakan

simbol fungsi ternary.

Definisi 10 : (proposisi)

Proposisi menyatakan relasi antar obyek yang pembentukannya mengikuti

afuran-aturan sebagal benkut : |

1. Simbol kebenaran {benar atau salah) merupakan proposi#i.

2. Untuk sebuah bilangan asli n jika t4, t 2, b, ... .} adalah tem dan p
merupakan simbol predkat dengan arity n maka pits, t 2, &, ... h)
rnerupakan proposisi.

Contoh 12 {propesisi dalam logika predixat) :

Jika p adalah sebuah smbol predkat ternary, maka p(a, x, f{a, ) merupakan sebuan
proposisi karena a, x, f(a,x} adalah tem dan p merupakan simbol predikat temary.
Definisi 11 : (kalimat dalam fogika predikat)

Kalimat dalam logika predikat dibentuk menurut aturan- aturan sebagai berikut :

1. Setiap proposisi merupakan sebuah kalimat.

2. JikaF, G dan Hmerupakan kalimat maka fidak £, F dan G, F afau G, jka F
maka G, F jika dan hanya jika G, jka F make G jika tidek maka H masing-

masing merupakan kalimat.




3. Jika x merupakan sebuah peubah dan F merupakan sebuah kalimat maka -

a. {untuk semuax)F adalah kalimat
b. {untuk suatu xF adalah kalimat

Prefik “untuk semua” dan "untuk suatu” masing-masing disebut quantifier

universal dan quantifier eksistensial, sedangkan F merupakan skup quantfier.
Contoh 13 (kalimat dalam logika predikaf) :

Simbol fungsi f dan g biner yaitu mempunyai arity dua dan simbol predikat g

biner dan simbol predikat p ternary {mempunyai arity iga) maka :
pla, x, f(a,x}} adalah kalmat karena merupakan proposisi.
Halb, x), y) adalah kalmat karenamerupakan proposisi

((untuk suatu y) q{g(b, ¥), y)} adalah kalimat karena quantifier eksistensial

(untuk suatu v} adalah kalimat.
Definisi 12 : {ekspresi)

Ekspresi adalah term atau kalimat




Definisi 13 : (sﬁb term, sub kalimat, sub ekspresi)

s Setiap tetm. dapat digunakan untuk membentuk term t ( termasuk t sendir) atau

kalimat F disebut sub tem dari t atau F.

o Seliap kalimat yang dipakai untuk membentuk term t atau kalimat F (termasuk F

sendin) disebut sub kalmat dari t atau F.

* Sub term bersama dengan sub kalimat dari term t {temasuk t sendiri) disebut sub
ekspresi dari t Demikian pula, subterm dan sub kalimat dari kalimat F (ten'nésuk F

sendir} disebut sub ekspresi dari F.
Contoh 14 (sub term,sub kalimat dan sub ekspresi) :
Dalam term kondisional t : jika (untuk semua x) gx, f(a))
maka f(a)

jika tidakmaka b.
Sub termnya adalah : x 3, f{a), bdant.
Sub kalimatnya adalah : q(x, f(a)) dan {untuk semua %) g(x, f(a)).
t mempunyai dua kejadian dari sub term x, dua kejadian dari sub term a, dan dua
kejadian dari sub tem f{@). Semua sub tem dan sub kalimat adalah merupakan sub

ekspresi dari t.




2.2.2. Peubah Bebas dan Terikat
Definisi 14 : (pemuﬁculan terikat dan bebas, peubah terikat dan bebas)
Pemunculan peubah x di ekspresi E (kalimat atau temm) dikatakan :
8 Pemuncuian terikat, jika x terdapat dalam skup sebuah quantifier di E.
Terikat dengan quantifier yang paling dalam yang berisi pemunculan x.
2 Pemunculan peubah x di ekspresi E dikatakan pemunculan bebas jka x
tidak terdapat di dalam skup semua quantifier di E.
® Peubah x dikatakan terkat di E jika dalam E paling sedikit terdapat satu
pemuncutan peubah x yang terikat
B Bila dalam E terdapat paling sediki satu pemunculan peubah x yang bebas
maka x disebut peubah bebas.

Contoh 13 {(pemunculan terikat dan bebas, peubah terikat dan bebas) :
Kalimat E : (untuk semua x) Z::, "
{unfuk suate v) qly, 2)

maka

) x merupakan peubah terkat di E, sebab pemunculan x di p(x, y) terkat

oleh universal quantifier “untuk semua X




. y merupakan peubah tenkat di £ sebab pemunculan y di q(x, y) terikat
quantifier eksistensial “untuk suatu y", tetapi y juga merupakan peubah
bebas di E sebab pemunculan y di p(x, y) bebas dan quantifier "untuk

. semuax.
+  zmerupakan peubah bebas.
Definisi 15 : (kalimat tertutup)
Kalimat lyang tidak mengandung pemunculan bebas dari semua peubahnya
disebut kalimat tertutup.
Definisi 16 : (simbol bebas)
Simbol-smbol bebas dari sebuah ekspresi E terdiri atas peubsh bebas dari E
semua simbol konstanta, simbo? fungsi dan simbol predikat dar E.

Contoh 16 (simbo bebas) :

£ {untuk semua x) :::', A
{untuk suatu ¥) gy, fla, 2}

maka :
Simbol bebasnya adalah peubah-peubah bebas y dan z, konstanta a, simbol

fungsi f, simbal predikat p dan q.




2.2.3. Arti Sebuah Kalirﬁat

Definisi 17 : {interpretasi)
Sebuah interpretasi I selaly dikaitkan dengan domain D yang menpakan
himpunan dari obyek-obyek, dengan demikian himpunan D tidak kosong.

Indeks T menyatakan nilai sesuai interpretasi yang ada.

. Interpretasi I memberi nilai kepada

1. Setiap konstanta a sebuah elemen g di D.
2. Setiap peubah bebas x sebuah elemen x di D.
3. Setiap simbol fungsi f dengan arity n, sebusgh fungsi dengan arity yang
sama yaitu fi{dy, do, ds, ..., dn) di D.
4. Setiap simbol predikat p kdengan anty n, sebuah predikat n-ary, yaitu ps(ds,
&, ..., &) dalam D illinya benar atau salah.
Dalam logika predikat, I dikatakan interpretasi jka I memberi nilai kepada
masing-masing simbol bebas.
Contoh 17 (interpretasi dalam kalimat) :
E: plx, {x}) — {untuk suatu v} p(a, y)
Karena peubah y terikat pada quantifier eksistensial (untuk suatu y}, maka
untuk sebarang interpretasi I, y tidak boleh dibeni nilai. Sesuai dengan penjelasan di
atas, apabila D adalah himpunan orang, sedang I adalah :

ai = Lidya




X = Adi

fi(d) = lebih tua dari d

pilds, d2) = dy adik dq
Maka ekspresi E berbunyi:

Jika Adi adik dan orang yang lebih tua darinya maka terdapat y sehingga Lidya
adik y. |
Definisi 18 : {perluasan interpretasi)

Bila I merupakan suatu interpretasi dengan domain D maka setiap konstanta a
dan d pada domain D dapat didefinisikan perluasan untuk interpretasi I yartu J tetap
dengan domain D dengan notasi:

Jicaed,sl
yang berarti ;

1. memberi nilai d pada konstanta a

2. nilai konstanta yang lainnya sesuai [

3. peubah x, fungsi f dan predikat p nilainya tetap sesuaiI puia.

Analog untuk peubah x dengan notast (<x<«ds 1
fungsifdengan notasi :<fed, I
predikat p dengan notasi i <p<-d4 1
Contoh 18 (perfuasan Interprétasi) :

I adalah sebuah interpretasi dengan domain bilangan integer




x adalah 1.
y adalah 2.
Perluasan interpretasi :<x <34 L
Berarti sekarang nilai x adalah 3, y tetap 2, dengan kata lain dalan<x« 3,4 I
x adalah 3

y adalah 2.

2.2.4 Aturan Semantik
Definisi 19 : {aturan semantik)
E adalah sebuah ekspresi dan I adaiﬁh interpretasi untuk E dengan domain D

maka nilai dari E dalam I ditentukan berdasarkan aturan semantik :

—

. Aturan konstanta : nilai dan konstanta a adalah elemen domain a..

rd

. Aturan peubah
nilai dari peubah x adalah elemen domain x.

3. Aturan aplikasi
nilai dari aplkasi f{ts, &, &, ... , 1) adalah merupakan elemen domain
fi(di, da, ds, ..., dn} dengan fiadalah fungsi f dan di, d, ds, ... , dy nilai-nila
dari term-ferm ty, b, 63, ..., b dalam L

4. Muran-aturan benar dan salah

benar bemnilai benar dan salah bemilal salah.



5. Aturan penghubung logika :
jika, dan, atau, jika...maka.... , jika dan hanya jika, jike....maka..__jika tidok
maka....dflakukan antar term atau antar kalmat,
6. Aturan quantifier "untuk semua” adalah sebagai berikut :
interpretasi I untuk F dengan domain D pada kalimat {untuk semua X F
bemilai benar jika untuk setiap d 'eiemez-} D mengakibatkan F bernilai benar
terhadap perluasan<x <« d 4 1. Sebaliknya F bemilai salah jiké terdapat
d elemen D sehingga F bemilai saah terhadap perfuasan <x«d, T
7. Aturan quantifier “untuk suatu” adalah sebagai berikut :
interpretasi I untuk F dengan domain D pada kalimat {untuk suatu x} F
bernilai benar jika untuk 'setiap d elemen D yang mengakibatkan F bemilai
benar terhadap perluasan <x < d 4 I. Sebaliknya F bemiai salah jka
terdapat d elemen D sehingga F bemilai saiéh terhadap perluasan
interpretasi %x —ds L
Kebenaran F pada umumnya dikaitkan dengan suatu interpretasi tertentu.
Sedangkan untuk menentukan kefidakbenaran F cukup difakukan dengan jalan
menunjukkan salah satuI sehingga F bernilai salah.
Contoh 19 (aturan semantik dalam kalimat) :

1). F: (tidak p{y, f(y)) atau (p(a, f{a))))

Dengan D = hmpunan bilangan cacah




danl: a=0
yi=2
fldy=d+1
pi(ds, ) =di < dy
Ftidak (2<3)atau (0< 1)
Sehingga dapat dismpulkan bahwa F bemilai benar.
2). F: Jika (untuk semua x) {untuk suatu y) px, y)
maka p(a, f(a)).
Dengan D = Hmpunan bilangan riil
| =a=1
fi(d) = Ja@
pa(dy, dg) = di =
Kalimat F di atas merupakan kaimat majemuk. Sub kalimat antéseden yaitu
{untuk semuax) (untuk suatu yiplx, y)
akan bernilai benar apabila sub anak kalimat
(untuk suatu y) p(x, v}
akan bemilai benar, yang berarti p(x, y) berilai benar terhadap perluasan
majemuk

<ye-dyexedyl
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Dengan mengambil d! = d + 1 anak kalmat anteseden berniai benar terhadap y

karena untuk sebarang d elemen D pasti dapat ditemukan d* = d + 1 yang juga
merupakan elemen D sedemikian sehinggad= d+ 1.
Angk kalimat konsekuen yaitu p(a, f(a)) sesuai dengan interpretasi I akan bernilai
salah sebab 1 = 4, dengan demikian karena anteseden benar dan konsekuen
salah maka implikasi F bemilai salah. |
Definisi 20 : (kesepakatan antar interpretasi)
Dua interpretasi I dan J bersepakat pada sebuah simbol (yaitu simbol peubah,
konstanta, fungsi atau sinbol predikaf) jika I dan J memberikan nilai kebenaran
yang sama tethadap simbol tersebut atau I dan J keduanya tidak memberkan
nilai kebenaran pada kedua smbol tersebut
Analog untuk suatu ekspresi E.
Contoh 20 (kesepakatan antar interpretasi) :

D= himpunan bilangan bulat

I:a=0 Jra;=0
bi=2 %=1
% =-1 fad)=d-1
fildy=d+1

1dan J bersepakat pada konstanta a, karena nilainya sama yaitu 0.

I dan J tidak bersepakat pada b.




1 dan J bersepakat pada simbol predikat p karena tidak ada nilai untuk simbeolini. .~ o=

I dan J tidak bersepakat pada x.

I dan J fidak bersepakat pada smbolf.

IdanJ bersepakat pada ekspresi f(x), karenafi=(-1})+1=0danf;=1-1=9.

I dan J bersepakat pada f{y} , karena tidak ada interpretasi untuk ekspresi ini.

1 dan J tidak bersepakat pada ekspresi f{b), karena I merupakan interpretast untuk fb}

sedangkan J tidak .

2.2.5, Closure Universal dan Closure Eksistensial

Dsfinisi 21 : {closure)
Misal x5, %, X3, ... % adalah peubah-peubah bebas dengan urutan sesual
munculnya dalem F maka :
Closure universal dari F dinotasikan dengan {untuk semua *)F adalah kalmat
teftutup {untuk semua x.1) {untuk semuax)} ... (ﬁntuk .semua X F.
Closure eksistensial dan F dinotasikan dengan (unfuk suafu *)F adalah kdinvat
tertutup (untuk suatu xi) {untuk suatu X} ... (untuk suaki x,) F.

Contoh 21 {closure universal dan closure eksistensial} :

Peubah bebas dari kalmat :




, Z)
F : {untuk suatu 2) Fi 7 eleu 18 }

{untuk semua W) ply, z, W)

adalah y dan x, karena ifu closure universal {untuk semua *)F adalah :

{untuk semua V) afy, 2) atev ry)
{uniuk suatu z} |{dan
{unfuk semua X (unfuk semua w) ply, 2z, 9

Closure eksistensial (untuk suatu*) F adalah

furtuk suafu y) qly, ) atau ri
funtuk suafu z) |dan
{untuk suatu ] {untuk semuz w ply, z, W)

2.3, Logika Predikat Lanjutan
2.3.1. Substitusi Pengamanan
Definisi 22 : (substitusi pengamanan total)
Jika F, G dan H adalah ékspresi—ekspresi, dimana G dan H keduanya tem étau
kafimat, notasi :
F4{G«H}
mempunyai arti :
W Gantilah semua pemunculan bebas dari G dalam F dengan H.

m Jika peubah bebas y dikat dengan quantifier (untuk setapy) atau




{untuk suatu y) dalam F maka sebagai hasil penggantian di atas, peubah y
diganti nama menjadi peubah baru y', sebeium melakukan penggantian ; y
diambil mjenjadi peubah yang belun muncul dalam F, G atau H.

Contoh 22 (substitusi pengamanan total) :

Hasil substitusi pengamanan total dari

{untuk semua ¥ fpb¢ dan riy)]
dan

{p() < aiy)}

jika ply
[ maka {unfuk semua v} [p() dan ry)] ||

adalah kal'maf :

{untuk semua x) [p(x) dan r{y)]

dan

jika afy) maka {untuk semua ¥') [aly) dan r{y)]
Dapat dilihat bahwa pemunculan pertama p{x), yang terika_t tidak digant dengan
substitusi ; dua pemunculan p(x) lainnya yang bebas harus diganti. |
Definisi 23 : (substitusi pengamanan parsial}

Jika F, G danH adalah ekspresi-ekspresi, dmana G dan H keduanya tem atau

kalimat, notasi:

F<{Ge«H}

mempunyai ari ;




m Gantilah §, 1 atau lebih perﬁunculan bebas dari G dalam F dengan H.
m Jika peubah bebas y dikat dengan quantfier (untuk setiapy ) atau
(. untuk suatu y ) dalam F maka sebagai hasi penggartian di -_ atas
peubah ¥ diganﬁ nama ,thenjadi peubah baru y', sebelum me(ak&an
penggantian.
Contoh 23 {substitusi pengamanan parsial) :

Hasil dari substitusi pengamanan parsial dari :

(urtuk semua ) pfi{bd, )
[dan }<{f(x)4-z}

{unfuk sualu z) riz, f64)

adalah :
{untuk semuay) p(f(x), v) {untuk semua y) piz, ¥)
dan dan
{untuk suatu 2) iz, f{x)) {untuk suatu z) r z, f{x})
(untuk semua y} p{f(g, v) (untuk semua y) piz, ¥)
dan dan

(untuk suatu 2} f(Z’, 2) {untuk suatu ¥} iz, 2}




2.3.2. Sustitusi Kesamaan
Proposisi : (substitusi keaamaan)
Untuk sebarang kalimat G, H dan F(G), closure universal dari :
jka G jika dan hanya jika H
maka F{G) jika dan hanya jika F{(H}
Adalah absah.
Akan ditunjukkan untuk sebarang interpretasi I, jika anteseden
G jika dan hanya jika H
adalah benar tehadap I, maka konsekuen ;
F(G) jika dan hanya jika F(H)
adalah benar terhadap interpretasiL
Misal anteseden benar terhadap I, dengan aturan jika dan hanya jka maka :
nilai G terhadap 1
adalah sama
nifai H terhadap 1.
Sehingga nilai
F(G) terhadap 1
adalah sama

nilai F(H) terhadap L




| Dengan kata lain (juga dengan aturan jika dan hanya jika) -
F(G) jika dan hanya jika F(H)

adalah benar terhadap L

2.4, Teori-teori Khusus
2.4.4. Teori
Definisi 24 : {teori)
Suatu teori terdiri dari bahasa dan himpunan kalimat { yang disebut aksioma).
Bahasa teori adalah bahasa logika predikat yang batasannya adalah konstanta, -
fungsi dan simbol dengan vocabulary yang spesifik, yaitu sub himpunan partikular dari -
simbol-simbol yang terdapat dalam logika predikat pada umumnya.
Definisi 25 : {vocabulary)
Vocabulary dari sebuah teori adalah suatu sub himpunan ;
W ¢y, Gy, Cg, ... dari konstanta logika predikat
m f,f;,f, ... darifungsilogika predikat
B Dy, po, p3, ... dari predikat logka predikat
Definisi 26 : {(aksioma)
Aksioma suatu teori adalah himpunan kalimat tertutup A, A, As, ...dan teor
yang seluruhnya bernilai "benar” dan dapat dikatakan bahwa teon didefinisikan

dengan aksioma-aksiomanya.




Contoh 24 (aksiomz; dan vocabulary dalam teori) :
Misal akan didefinisikan suatu teori hubungan dalam keluarga. Dalam interpretasi -
keluarga I, domainnya adalah himpunan orang, yaitu

f(x) adalah ayah Séﬁ X

g(x} adalah ibu dari x

p{x,y) berarti y adalah salah seorang dan oréng tuax

q{x,y) berarti y adalah kakek dari x

r{x,y) berarti y adalah nenek dari x
{lebih tepatnys, p{ d, e ) terpenuhi jika e adalah salah seorang dari orangtua d ; g
(d, e) terpenuhi jika e adalah kakek dari d ; i {d, &) terpenuhi jika e adalzh nenek dan
d). Dengan demikian vocabulary dari teon mi terdiri dari simbel fungsi f dan g, smbol
predikat p, g ‘dan 7 dan tdak ada smbol konstanta. Aksioma teori ini merypakan
himpunan kalmat tertutup sebagai berkut
Fi: (untuk semua x) p(x, f(x)} " -~ (ayah)

(ayah setiap orang adalah orangtuanya)

F2 : {untuk semua x) p{x, g(x)} (ibu)

{ ibu setiap orang adalah orang tuanya)

F,: (uniuk semua ¥ [jika px, v) (kakek)
{untuk semua v} | maka gfx fiy}}

(ayah dari orang fua setiap orang adalah kakek)




Lo

Y i
G

F,: (untuk semua x) {jika ;:.\(x, V) ] (nenek)
(untuk semua y) | maka rix giy))

(ibu dari orang tua seﬁ:ap orang adalahr nenek)
Definisi 27 : fmodel, va!ixiitas, konsistensi)

Suatu interpretasi I:merupakan model untuk sebuah teon jika setiap aksioma A

dari teon benar da;am L

B Schuah kalmat tertutup S dani suatu teori, adalah absah dalam teori jka S
benar daiam setiap model untuk teori.

# Sebuah kalmat S berakibat sebuah kalmat T dalam teor, jika benar dalan
sebuah model untuk teor, T juga benar dalam model.

W Dua kalimat S dan T equivalen dalam teori, jka S dan T mempunyai nilai
kebenaran yang sama dalam setiap model untuk teori.

® Suatu teori adalah konsisten jika terdapat paling sedikit satu model untuk

teon.

2.4.2. Keterhubungan Antar Teori
Definisi 28 : (ketermuatan, equivalensi)
Jika vocabulary dari suatu teort A merupakan sub himpunan dan vocabulary

teori B dan sefiap kalimat yang absah dalam teori A juga absah dalam feon B,




maka teori A termuat dalam teori B. Jika teori A termuat dalam teori b dan teori- -~

B juga termuat dalam A maka A dan B mérupakan teori yang berequivalensi.
Definisi 28: (ketermuatan})
Jika vocabulary dari teon A adalah sub himpunan dan vocabulary teori B dan

tiap-tiap aksioma A absah dalam B, maka teori A termuat dalam teoti B.

2.4.3. Teori Relasi Equivalensi
Definisi 30 : {relasi kesamaan)
Untuk suatu simbol predikat biner p, teori relasi equivalensi dari p memenuhi -

aksioma-aksioma sebagai berikut :

(untuk' semua % -,
. Jka x =y d = i
- {untuk semua ) [ r:aakax xi;n y Z] {transitif)
{urfuk semua 2}
O {untuk semua X [Jika X =y }  (simetri)
funtuk semua v) | maka y=X
Qa: (unfuk semuax) x=x] (refieksif)

Jadi dalam suatu model untuk teori yang didefinisikan dengan Qy, Qz dan (s
merupakan relasi equivalensi. Relast equivalensi p{x, y ) akan diganti denganx~y

yang menunjukkan relasi yang memenuhi aksioma-aksioma Qi, Q dan Qa. Dengan

demikian Qi, Oz dan (s dapat ditulis dengan :




34

1% {untuk semua y)

{uniuk semua zj

{unluk semua x}
[ maka X m=z

Jka x =sy dan ysuzjl : {transitif)

Q, : lntuk semua X} [ Jka x =y (simetr)
funfuk semua yj | maka yxx]
Qs {untuk semua X)X ~ %] {refleksif)

Contch 25 (relasi kesamaan) :
Ditentukan interpretasi pada integer yang menetapkan ~ sebagai relasi kongruensi
modulo 2 atau = yaitu untuk setiap integer d dan dy, di = 0y

tepat bila

d1 dan 62 keduanya genap

atau
d1 dan d2 keduanya ganjii

dengan demikian 2 ~ 6 tetapi fidak 1~ 2.

2.5. Teori Kesamaan
Vocabulary dari teon kesamaan terdiri dari simbol predikat biner = dan sebuah
himpunan tak spesifik dan smbol-simbol konstanta, fungsi dan predikat yang lain.

W Aksioma-aksioma dasar:




{unluk semua X} r ... .
. Jikax = ydany = 2z W
g, (umuk semus y} [maka x =z :I (t{ansltf)
{urtuk semua 2z} ‘

i

£° {untuk semua %) [ Jika x =y ' ' (simetri) ’
{funtuk semua v) | maeka y=x
gs: {untuk semuax)  [x=x . (refieksif)

m Skema aksioma subshtusi

Untuk setiap k-simbol fungsi fdanruntuk setiap | dari 1 sampai k,

{untuk semua'é]} o
M

_ _ jikax =y
a4 {untuk sernua x)(untuk semua zj_ 1) fmaka
M £(Z10 v Zim1s T 24 }s s 2RI T

{untuk semusa ¥)(untuk semua zy )

M
(untuk semua zy)

Mzt o 2j— 10 ¥ 241 1 2k )

(substitusi fungsi untuk f}.

Untuk setiap | simbol predikat q (selain dari =) dan untuk setiap j dari 1 sampail,

{untuk semua zy)

M jlkkax =y i
& (untuk semua x)(untuk semua Zj_}) maka
M {215 w1 2j=10 Ky Bj41s ooy B S
(untuk semua y)(untuk semua zj4 1) | q(zy, ..., Zi_ 1 V5 Zj4y, '"-ZI}
M

{untuk semua_zl)

{substitusi predikat untuk q).




S
)
I
:

Keduanya, skema aksioma ‘substiiusi fungst é4 dan substitusi --predkat.ss :
mewakili himpunan-himpunan aksioma-aksioma, satu atau lebh untuk masing—masn;ng
simbol fungsi dan simbol predikat. Jika ada sejumiah simbol-simbol fungsi dan predikat
tak terbatas dalam vocabulary, maka aksioma-aksioma substitusi fungsi atau subsﬁiusi
predikat renjadi tidak terbatas. |
Contoh 26 (kesamaan) :

Untuk sebuah fungsi biner g, hal-hal yang berkorespondensi dan ‘aksioma fungsi

substitusi fungsional €4 adalah

(untuk semuax) |fka x=y
(untuk semua v} | maka

(untuk sermua 297 g 22} =gl 2~} l

dan

. _
(untuk semua x) | ka X =Y
(untuk sernua ¥} ; riaka
tuk semua 23) L gz, ) =
(untuk semua 23) L g iz, = g 2,3}
-

Untuk sebuah predikat unar P, hal-hal yang berhubungan dari aksioma

substitusi predkat &5 :

jika x =y

funtuk semua xl maka p(x)

{untuk semua ) iika dan henya jika
P




Aksioma-aksioma untuk teori kesamaan memasukkan aksioma-aksioma =
transitif, simeti dan refleksif dari teori relasi equivalensi. Dengan kata lain, = adalzh
sebuah relasi equivalensi.

Proposisi : {aturan semantik untuk Eesamaan}

Jika T adalah mode! untuk teori kesamaan, maka terdapat sebuah nterpretasi
untuk tem-term t; dan f.

jika

nilai t; dalam I

adalah sama dengan

nilal f dalam I
maka
t =t

Hasil 1 = t; int disebut “peraturan ="

Bukti :



-
L,

Andaikan term-term ty dan & mempunyai nila;i sama yaitu d, yang merupakan
elemen domam dalém L Akan diperfihatkan bahwa kélimat t =1, benar dalam L
Dengan mengambil =, menjadi relasi biner untuk simbol predika kesamaan = -
dalam 1 Maka (dengan aturan semantik proposisi, kérena nilat-nilai dari ti dan b
‘masing-masing adalah d).
Nitai dari t; = & dalam 1 adalah di = dz.
Akan dtunjokkan bahwa
d = d adalah benar.
Sudah diasumsikan bahwa I adalah sebuah model untuk teori kesamaan. Sesual
sksioma refleksif :
(untuk semuax)x =X
adalah benar dalam I, maka kalimat :
t = i benar dalam 1.
Sudah diketahui bahwa nilai t dalam I adalah d, sehingga
Nilai t1 dan t; dalam I adalah d = d
Karena itu d = d benar.
Ini merupakan rumusan dari teori kesamaan yang mempunyai modeHmodel
simbol predikat biner =. Untuk setiap model I, kalimat t = © benar dalam I, tepat
bila term-term t; dan t, mempunyai nilai sama dalam L Secara implikatif jika ty dan &

mempunyai nilai sama dalam I maka kalimat t1 = & benar.




2.6. Teori Grup

2.6.1. Operasi Biner

Definisi 31 : {operasi biner)

Jika S adalah suatu himpunan yang tidak kosong maka operasi biner o pada S
adalah suatu pemetaan (ungsi) yang mengawankan sefiap pasangan
berurutan :
{a, b) e S x S dengan tepat satu elemen {@ o b) e S.
Secara simbolik definisi di atas yaitu definisi operasi biner o dapat ditulis sebagai :
0 :SX8—S.

Contoh 27 {operasi biner) :

1. Himpunan bilangan asli genap A = {2, 4, 6, ...} dengan operasi penjumiahan +.
Operasi penjumlanan + merupakan operasi biner pada A, sebab jumlah sefiap dua -
biiahgan asli genap selalu merupakan bilangan ash genap dalam A

2. Himpunan bilangan asli ganjil B = {1, 3, 5, ...} dengan operasi penjumiahan +.
Operast penjumlahan + dalam B bukan merupakan operasi biner, sebab terdapat

hasil penjumiahan dua anggota B yang merupakan anggota B.




2.6.2. Grup
Definisi 32: (grup)

- Suatu himpunan G yang tidak kosong dan suatu operasi biner o yang
didefinisikan pada G membentuk suatu grup jika dan hanya jika memenuhi
sifat-sifat berikut ini :

1. Operasi o pada G bersifat assosiatif, yaitu untuk setiap a, b, ¢ G
makaf{ac b)n c=a0 bs g).
2. G terhadap operasi biner o mempunyai elemen identitas, yaitu unfuk setiap
a € G terdapat e € G sedemikian sehinggaao e=eo @=4a
3. G terhadap operasi biner c mempunyai invers, yaitu unfuk sefiap a € G
terdapata’ e G se.danikian sehinggaao a*=a'o a=e.
Contoh 28 {grup} :
Himpunan hilangan bulat B ={ ..., -2 4, 0,1, 2, ..} terhadap operasi biner
penjwﬁlahan + merupakan grup karena: |
1 Sifat assosiatif dipenuhi, sebab penjumlahan bilangan-bilangan bulat

hersifat assostatif.

2. B terhadap operasi penjumlahan + mempunyai elemen identitas yaitu

0,sebab untuk setiap a € B terdapat a* = 0 sehingga 2+ 0=0+a=0

3. B terhadap operasi penumlahan + mempunyai elemen inverse, sebab

untuk sefiap a < B terdapat &' = -a sehingga a +-a)=(a)+a=10.






