BAB III

OPERATOR

b
"y

5.1, OPERATOR LINEAR DAN OPERATOR ADJOINT

DEFINIST 3.1.1.

'Fungsi T yang mengawankan setiap elemen f € D sedemi-~

kian hingga Tf = g € H disebut operator dalam ruang H.

DEFINISI 3.1.2,

Operator identitas yaitu operator yang memetakan se -

tiap vektor ke dirinya sendiri, ditunjulikan oleh E,

DEFINISI 3.1.3%.

Jika operator T merupakan pemetaan satu-satu

D> A maka terdapat invers yang memetakan A ———D

1

Operator invers ditunjukkan dengan simbol T_1 dan T g = f

Jika dan hanya jika f = Tg. Selanjutnya :

D_lEAT ' A =D

T s T

di mana D = domain danArange.

DEFINISI 3.1.4.

Operator T dari ruang Hilbert H ke dirinya sendiri

disebut operator linear bila memenuhi sifat :
T-(O<u+@v);~;O(Tu+@nTv

u,v dalam H dan &/, @ skalar.
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DEFINEST 3.1.5.

Suatu, operator T terbatas pada domainnya ( DT ) Jika
untuk setiap u € Dy , terdapat konstanta ¢ sedemikian
ningga |Tu] e Ju -

Norm T didefinisikan :

|zl
” T “ =; sup _ coevegees (%)
b ol ¥l
atau : |
r ] - e Dl
[ull= 1

DEFINISI 3.1l.6.

Migsal T : Hy — H, operator linear terbatas di mana
H1 dan‘H2 ruang Hilbert,
Maka operator Hilbert-adjoint 7" dari T adalah operator

2 H H

sedemikian hingga untuk setiap x € Hl dan y € H2

<Tx ’ y'> = <x s T*y>'

Jika T terbatas dan T = T maka T self adjoint.

TEOREMA 3.l.l.

Jika <vl R w> = <v2 , w> untuk setiap w dalam

inner product X, maka UL




Pada khususnya <&i s w;> = O untuk setiap w & X berarti

BUKTI :

‘ Ditentukan untuk setiap w;
<vl—v21,w>=<v1,w>-<v2, w>=0'
untuk . -
W = v, = v, diberikan “ Ve = V Iia = 0
1 2 1 2 -
karena itu»vi ~ v, = 0 sedemikian hingga Vi = Vs

Pada khusuénya :

'<vl,w>=0denganw

4

}
vy deberikan

il

0.

i

llvllla :10 sehinggg Vi

TEOREMA 3,1.2.

Misal Hl , H2 ruang Hilbert,

S

LL]

h—H
T.: Hl————>H2
Operator linear terbatas dan X suatu skalar, maka :
A 3 !
a.<Ty¢:x>=<y,Tx> s erl,yeH2
b (s e ) =8 s

. * hralr

CO(NT) =O(T'

d. (T

It
H
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BUKTT :

stnthnenepp—

a. Menurut definisi 3.1.6. didapat :
b . ) *
<(Tx s yl> = <'x sy T yj}
Menurut definisi 2elbel, maka 3
»*
Tx , y‘> = (x, Ty
sehingga <y y Tx> = ,<T*y N x) atau
; o * '
<QF Y }c;>' =<% y Tx;>

b, Menurut definisi 3.l.6. untuk setiap x dan y

<x,(s+.T)*y> {svmim, y)

: | <Sx + Tx ,_-y>
CEIERECTE),
Gosp s Gy
<x, (s +1 )y>

sesual dengan teorema 3.l.1l. didapat

H

k1)

* *

(s +T) =8 "+ 71

¢e. Menurut definisi 3.1.6. didapat :

<(0LT= )x y} = Q (o )*3>

menurut definisi 2.4.1.

r"<(O(T )x ,,_y> = <x ’ (5<T )*V>
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Sehingga :

AMaigia QQT 'y x>

Qf, (LT )x>
<(0(T)_*y; x>
P

<(0(T)*y;x>
<y, (O(T)x>
oLy, ™)
pari <y,T5c>= T*y,x>

I

tt

H
A
=]
E
>
b
~

il
VAN
By
=
*®
L
L
~

Sesuai dengan teorema 3.l.1l., didapat :

| (1) =T
¢ 77 atau T

dan y € H,

<_( T ) x ‘,'.y> = <x., T*y>
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. Menurut definisi 3.1.6. maka untuk setiap x &€ Hy

- Menurut (a) <T*y , x> = ‘<y R Tx> dan menurut

definisi 2.4.1.

<'I?y,x> <y,‘]}x>
*',

QaTy> <Tx9y>

maka :

QT*)*x,y>=<Tx,y>

sesual dengan teorema 3,1.1,

0

* *

(T ) =T
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6. Menurut definisi 3.1.6.
<i% , ( sm')*y:> <(( ST Jx , y‘;>
: . .
' _<fo sy S Y :>

* *

sesuai dengan teorema 3.l.1.

*

(sT) =13

CONTOH 3.1.1,

"y

Misal B ruang Hilbert dan a skalar.

Operator T dari H ke H sedémikian hingga Tu = au
'Akan dibuk%ikan T merupakan operator linear.
Ambile(, @ skalar dan u,v & H

maka. : -

T (C(‘u_+ @'v )

a(o(u+ Bv)
sl u+aBy

X (au) +® (av)
=X Tu + PV

sehingga memenuhi definisi 3%.1l.6.

I

Maka T merupakan operator linear,

CONTOH 3,1.2.

Operator nol dinyatakan O, Tu = O.u = 0 untuk setiap u & H
Misal &, @) gkalar dan f,g € H. ‘

T ( i'0(+g.e;) =0. (e +e 6)
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= 0.t + O;g. @
=0((0.£) + B(0.g)
Xmi) + O T(g)

= .0 + Qb.o': 0
ol 1ol
T = sup - = = 0
“ {"u“;éo“u“ ““H

' Operator tersebut linear dan punya norm O.

CONTOH 3.1.3,

Piberikan A : Rn-———__?.Rn suatu operator, di mana perka-
lian setiap vektor suatu bilangan real untuk matrik M ber

ukuran n x n , sedemikian hingga :

A(x) = Mx untuk x ¢ R"

]
Untuk Mt matrik yang berkorespéndensi dengan opsrator

adjoint A .

Diambil : x = dan e dimana Bi adalah vektor unit de-

°r s?
ngan 1 dalam elemen ke-i dan lainnya O,

t . t
Mrs = Msr , Behingga M” transpose dari M,

Dimisalkan :

o34
M={ 5 2 8
6 1 9

maka : |
L 5 6




A
A;X) =-Mx = S
1 6
_‘.<A§J'C)’ 3>= ( L
= (0
A*(y)=Mty‘=
| _ L
<x ,’A*(y')> = (
. =0

sehingga didapat :

0

+
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0 (h
ol =1 8
1 9
L0, 1)

= O O
"
W = &

6,1,9)

<A(X) ,,y> =<'x , A*(y)> |

Jadi didapat operator adjoint A .

CONTOH 3.1.k,

Operator identitaa E adalah opsrator yang didefinisikan

oleh T(u) = E.u = u untuk ¥V u &H,

Operator ini merupakan operator linear. .

Misal : Q¢ , @'skalar dan f,g & H,
Tl(fo(+gf?,) =E ( £OC+ g'@) =E.f.°(+E.g.,@
, - =W(Rf)+@(&g)

=T + B1(g)






