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BABII

MATERI PENUNJANG

2.1. Matrik

Definisi 2.1
Sebuah matrik adalah susunan segiempat siku-siku dari bilangan-bilangan.
Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan elemen dalam matrik.

Jika A adalah sebuah matrik, maka akan digunakan aj untuk

menyatakan elemen yang terdapat pada baris 1 dan kolom j. Jadi sebuah matrik

orde mxn secara umum dapat ditulis sebagai berikut:

ay,  a Ay,

A= a4y ayn a3,
aml am2 a'nm
Definisi 2.2

Jika A adalah matrik mxn maka transpos A dinyatakan oleh A' dan
didefinisikan dengan matrik nxm, yang kolom pertamanya adalah baris

pertama dari A, kolom kedua adalah baris kedua dari A, dan seterusnya.

Transpos matrik A (A") dapat ditulis sebagai:

a,  ay an
Al = a;, dp ma
a[n a2n anm




Contoh 2.1
3 5 =2 3 4 2
A=|4 1 7 {,maka A' = —6
2 -6 5 -2 7 5
Definisi 2.3

Jika A dan B adalah dua matrik sebarang yang ukurannya sama, maka jumlah
A + B adalah matrik yang diperoleh dengan menambahkan bersama-sama
elemen yang bersesuaian dalam kedua matrik tersebut. Matrik yang
ukurannya berbeda tidak dapat dijumlahkan.

Contch 2.2

Misalkan

3 2 1] 2 2 2
A= ,B=

4 5 6] 1 2 3

5 4 3
maka A+ B =
5 7 9

Definisi 2.4

Jika A adalah matrik mxr dan B adalah matrik rxn, maka hasil kali AB
adalah matrik mxn yang elemen-elemennya ditentukan sebagai berikut.
Untuk mencari elemen baris i dan kolom j dari AB, pilihlah baris i dari
matrik A dan kolom j dari matrik B. Kalikanlah elemen-elemen yang
bersesuaian dari baris dan kolom tersebut bersama-sama kemudian

tambahkan hasil kali yang dihasilkan.




Contoh 2.3
4 2
i 3 2 1
Misalkan A={4 5 6}’ B=|1 2
35
A+ 2D +1U3) A2y+2(2)+1(5 17 15
Maka AB = (B+2M+1(3) 32)+22)+105) | _
HA)+5()+6(3) 4(2)+5(2)+6(3) 39 48
Theorema 2.1

Misalkan bahwa A = a;; dan B = b;; keduanya matrik mxn, dan C = ¢;; adalah
matrik nxr, maka (A + B)C = AC + BC.
Bukt:

Misaalkan D =d; = (A+B)C dan E =¢; = AC+ BC

a’y. -z:(aM +b, },,y dan e; —Zam% +Zb,,‘cb

k=1

Z ay +by }‘fg Zamckj + szkckj
k=1

sehingga dj = ¢;j, maka (A+B)C = AC + BC.

Definisi 2.5
Matrik satuan (identity matrix) adalah matrik I = (&) berorde nxn dimana:

s o [b Jikai=]
P70, jikai=j

Seperti halnya dengan bilangan 1 bertindak sebagai satuan untuk
perkalian bilangan real, maka terdapat matrik khusus I yang bertindak sebagai
satuan untuk perkalian matrik, yaitu: JA = AI = A untuk sebarang matrik A

berorde nxn.




Secara umum matrik identitas X dapat ditulis sebagai:

1 0 « 0

01
I=\

0 0 - 1
Definisi 2.6

Suatu matrik A berorde nxn dikatakan invertible (dapat dibalik) jika terdapat
matrik B sehingga AB = BA = 1. Matrik B disebut sebagai invers perkalian
dari A.
Contoh 2.4
3 2
1
Misalkan A={4 } dan B = [4A é}
5 )
- 2
RV
maka A adalah invers dari B dan B adalah invers dan A.
Invers dari suatu matrik bujursangkar A dapat dicari dengan
menggunakan operasi baris atau kolom elementer. Caranya dengan
mentransformasi A menjadi matrik identitas 1 melalui operasi baris atau kolom
elementer, selanjutnya dengan urutan operasi baris yang sama, matrik I diubah
menjadi A™

Untuk memudahkan, matrik A dan I dibuat dalam satu matrik [A | I]:




sedangkan matrik hasil transformasinya adalah [I | A

1 0 - Olg, &, - qa,

01 - Oa, a, - a,

0 0 o l anl Enl Tt a_m:
Contoh 2.5

1 2 {0
Misalkan: A = dan matrik identitas 7 =
4 3 . 0 1

Akan dicari invers dari matrik A dengan transformasi elementer baris.

(1 2]l 0] Hy™® 1 201 0] u® [5 10]5 0] g,
4 300 1] 7 [0 -sk4 1 Hz(z? 0 -10-8 27

5 0 -3 219,  [1 o]-3/5 2/5
0 -10[-8 2]|H,T® [0 1]4/5 -1/5

Jadi invers dari A adalah matrik yang terletak disebelah kanan tanda pemisah:

A_,_-3/5 2/5
| 4/5 =1/5

2.2, Vektor

Vektor adalah suatu potongan (ruang, segmen) garis yang mempunyat
arah. Suatu vektor dapat digambarkan dengan memberi tanda panah pada titik
ujung suatu potongan garis itu. Notasi dari vektor dapat dituliskan dengan

memberi tanda panah atau garis diatas suatu huruf atau dengan huruf tebal, yaitu:

A4, A, 3,A, dan a. Selain itu penulisan vektor dapat juga dipakai titik awal dan




titik ujung, misalnya OB adalah vektor yang mempunyai titik awal O dan titik
uj ung B.
Definisi 2.7
Jika u = (uy, uy, ..., Up) dan v = (v, va, ..., V) adalaii' sebuah vektor di R",
maka hasil kali dalam (inner product) v.v didefinisikan:
wy =uvy tpvet+ . Hugvy

dan panjang/norma dari vektor u didefinisikan:

o] = (wu)® = Ju +u,” +obu,

Ruang Vektor
Definisi 2.8
Misalkan V sebarang himpunan yang tak kosong yang dua operasinya
didefinisikan, yaitu penambahan dan perkalian dengan skalar (bilangan riil),
maka V disebut ruang vektor jika memenuhi aturan berikut:
1. Untuk setiap vektor u,veV dan k adalah skalar, maka u+veVdan kueV
2. Untuk setiap u,v,weV barlaku (utvw = uH(viw)
3. Terdapat 0eV, disebut vektor nol, sedemikian sehingga untuk setiap
ueV berlaku u+0=0tu=u
4, Untuk setiap ueV, terdapat -ue V sedemikian sehingga u+(-u)=-u+u=0
5. Untuk setiap u,veV, makau+v=v-+u
6. Jika adalah sebarang skalar dan w,veV, maka k(u+v) =ku + kv

7. Untuk setiap skalar k,m dan ueV berlaku (k+m)u = ku + mu
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8. Untuk setiap ueV berlaku lu=u.

Definisi 2.9

Jika S adalah himpunan tak kosoﬁg dari suatu ruang vektor V, dan S
memenuhi syarat-syarat berikut:

i. kueS jika ueS untuk sebarang skalar k

ii. vtveSjikaueSdanveS

maka S disebut ruang bagian (subspace) dari v,
Definisi 2.10
Misalkan vy, va, ..., Vo adalah vektor-vektor dalam suatu ruang vektor V,
jumlah vektor-vektor berbentuk kivy + kova + ... + kyv, , dimana k... .k,
adalah skalar-skalar, disebut suatu kombinasi linmier dart vy, va,...,vn.
Himpunan semua kombinasi linier dari vi, va...., vy disebut ﬁentang (Span)
dari v;, Va,...,vo. Rentang dari v, Va...,vo akan dinyatakan dalam
Ren(vy, va,...,Vn).
Definisi 2.11
Dua vektor u dan v didalam R" dikatakan orthogonal jika u.v = 0.
Suatu himpunan vektor-vektor $ = {uj, uy, ..., uy} didalam R” dikatakan
saling bnhogonal jika vektor-vektor itu orthogonal sepasang-sepasang,
dengan kata lain w.u; = 0 jika i # j. Sedangkan jika vektor-vektor didalam
himpunan S yang saling orthogonal itu semuanya vektor satuan, maka
dinamakan himpunan itu ortonormal, dengan kata lain u.u; = 0 jika 1] dan
wiu; = 1 untuk i = 1,2,...,n. Himpunan ortonormal yang juga membentuk

suatu basis bagi R” dinamakan Basis Ortonormal bagi R".
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2.3. Regresi Linier Berganda
Prosedur regresi linier digunakan untuk membuat hubungan antara
sebuah variabel dependen (variabel terikat) dengan satu atau lebih variabel
independen (variabel bebas). Jika variabel dependen dihubungkan dengan
beberapa variabel independen, maka persamaan regresi yang dihasilkan adalah
regresi linier berganda.
Model regresi linier berganda dapat disajikan dalam bentuk persamaan
umum: |
Y=o+t o Xt aaXyt ... +apXy +u (2.1a)
Dengan ay, ..., 0, adalah konstanta atau parameter yang nilainya harus diestimasi,
dan u; adalah kesalahan pengganggu.
Persamaan regresi berganda secara ringkas dapat ditulis dalam notasi matrik:
Y=Xa+U (2.1b)

dan dalam bentuk matrik adalah:

Y, Loxy Xy 0 X | O u,
1 x X e X a u
y.z = 12 ey :[12 :I +] 2| (2.1c)
yn 1 xln x211 o xpn ap un
nx1 nx(p+1) (pr1)xt mx1

Pada umumnya, model regresi terdiri dari suatu himpunan asumsi-
asumsi mengenai distribusi kesalahan pengganggu w, dan hubungan antara
X dan Y. Diasumsikan bahwa u, merupakan variabel bebas dengan nilai harapan
sama dengan nol dan varians = o,°, untuk semua nilai X. Selain itu X dianggap

konstan dari sampel ke sampel, dan Y merupakan fungsi linier dari X,




Asumsi-asumsi ini secara ringkas dapat ditulis sebagai berikut:
E(u) =0, untuk semuat,t=12,...,n
E(u) = Var(u) = o2, untuk semua t
E(u,u4;) = Cov(u,y;) = 0, untuk t # j
X, konstan dan Y, = oo + o X+ 0aXa + ..t apXp T

Metode Kuadrat Terkecil
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Metode kuadrat terkecil adalah suati metode untuk menghitung

G, , &, -, 0, sebagal estimasi o, ), ...,0 sedemikian sehingga jumlah kuadrat

error memiliki nilai terkecil, atau dapat ditulis sebagai berikut:

Zug?‘ =Z[Y‘ -0y — 0oy X|, ----—OLPXm]z

dimana Z u,” adalah jumlah kuadrat residual.

(2.2)

Dalam notasi matrik, meminimumkan » u, sama dengan

meminimumkan u'u, karena:




. R . oA - ) .
Untuk memperoleh taksiran/estimasi c,,---,G, dengan 2“1 sekecil

mungkin, dilakukan dengan cara mendifferensialkan secara parsial persamaan

(2.2) terhadap oy, ..., oy dan menyamakan hasilnya dengan nol.

BZu ="2Z( o, —Zu'jxlj)’ (2.3)

aZu =23 (Y, o, - T X X, ) (2.4)

J
dimanat=12,..,ndanj=12,....p
Proses ini akan menghasilkan (p+1) persamaan normal dalam (p+1) variabel,

yaitu:

oL, + 0, 3 Xy +0, 0 Xy +ooto, 2 X, =2,
aolet "'allet2 +a22X]IX2l +'"+0‘sz1|pr = ZXJIYI

0‘ozxz: +0~12X11X2: +C’-ZZX2:2 +'“+apzxznxpl =ZX2[Yt

O > Xy +0, 2 X Xy + 0, 2. XK X, ok, 2 X, =2 X, Y,
Dengan menggunakan pendekatan matrik akan dicari vektor taksiran

kuadrat terkecil untuk ¢ yang meminimumkan jumlah kuadrat error, yaitu:
2 __
>u, =u

= (Y -Xa) (Y -Xa)

=YY -aXY-YXa+aXXa




karena o'X'Y adalah skalar, maka (a’X'Y), = Y'Xa, sehingga didapat:

Sul =YY-20XY+a'XXa (2.5)
dengan merninimumkan Zutz terhadap elemen-elemen o

a 2
U Y 42X X =0
o

sehingga didapat:  a = (X'X)"'X'Y - (2.6)

2.4 Analisis Runtun W;Aktu

2.4.1 Fungsi Autokovarian
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Fungsi autokovarian menyatakan tingkat ketergantungan antara

pengamatan pada waktu ke-t dengan pengamatan pada waktu sebelum t.
Definisi 2,12
Fungsi autokovarian proses stokastik {u;, te T} adalah:
Tugy, = COV(ULU )

= E(uux)

Untuk proses stokastik stasioner, fungsi autokovarian hanya bergantung

pada selang waktu antara t; dan t;. Misal untuk proses stasioner, selang waktu

dinyatakan dalam k, maka fungsi autokovarian menjadi:
Yist+k = Cov(uy,Ut)

= E{uus) (2.7)
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dimana fungsi autokovarian y; memiliki syarat-syarat sebagai berikut:
1. yo=var(uy)
2. Inlsy
3. =Yk
Definisi 2.13
White Noise adalah barisan variabel acak €, €., .... yang masing-masing
tidak berkorelasi, dimana €, ~ N (0, cxf,z).
Fungsi autokovarian lag k white noise adalah:
Cov(euenx) = E[(& - E(€)) &k - E(&e4))]
Karena E(g() = 0, sehingga:
Cov(e,err) = E(E€us)
Untuk k=0 ——> Cov(e,euk) = E(E€unk)
=E(eg) = o (2.8a)
Untuk k20 —= Cov(e,euk) = E(8€uk) =0 (2.8b)
2.4.2 Proses Autoregresif (AR)
Bentuk umum suatu proses Autoregresif tingkat p atau AR(p) adalah:
W= QU + Qaliy . T Qplp T & (2.9)
yaitu nilai sekarang suatu proses dinyatakan sebagai jumlah tertimbang nilai-nitai
yang lalu ditambah satu sesatan/goncangan random sekarang. Jadi dapat
dipandang u, diregresikan pada p nilai u yang lalu, sehingga parameter-parameter
Ply -ees (pprdapat diestimasi dengan metode kuadrat terkecil seperti halnya pada /

regresi linier, yaitu:




16

»=(0'T)"'UY (2.10)
dimana

@, u,  u,, u, u,,

@, Uy Uy Unp Uy

dengan p adalah orde dari proses AR dan N adalah banyaknya pengamatan.
Untuk menentukan fungsi autokovarian ciari proses AR(p) yaitu dengan
mengalikan persamaan (2.9) dengan u. dan mengambil eksﬁéktasinya: |
E(uauy) = 0E(uaue ) +.. + GpE(uxtnp) + E(ue)
sehingga diperoleh:
Y = P1¥k-1 T O2¥k2 ... T QpYip untuk k>0 (2.11)
2.4.3 Proses Rata-rata Bergerak atau MA
Proses Moving Average tingkat q atau MA(q) didefinisikan sebagai:
W= et Mg Tt A (2.12)
dimana g, adalah variabel random dari sesatan/goncangan random yang
independen dan berdistribusi normal dengan rata-rata 0 dan varians konstan.
Untuk menentukan fungsi autokovarian dari proses MA(q), persamaan (2.12)
dikalikan dengan u.y dan mengambil ekspektasinya sehingga diperoleh:
E(uu) = E[(g+ Mg + .0+ AgBeg)( i + MEka + ..o+ AgBikeg)]
Untuk k=0:
o= (1+h .. +Ag) (2.13a)

untuk k>0:
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— A, +A A, ek A A, k=1,2,..,
YL={( k t l\+l+ -k q) q (2]310)

0 s k>q

2.5 Matrik Transformasi P

Jika residual-residual dalam sebuah model regresi linier sederhana
berkorelasi, sehingga model regresi yang diperoleh tidak memenuhi asumsi non-
autokorelasi, maka akan ditentukan matrik transformasi P sedemikian sehingga
didapatkan persamaan regresi tertransformasi yang tidak berautokorelasi.

Fungsi autokovarian dari himpunan variabel stokastik uy, ua, ..., u, yang
berdistribusi normal dengan Eu, = 0 dan Buw; = ’y; jika ditL;ﬁS dalam bentuk

matrik adalah sebagai berikut:

i, Yo Yiz ot Yia

u, You Y22 7 Y2
t=E *u, u, u, =] !

_un Yn,l Yn,Z T yn,n

Untuk mencari matrik P sedemikian sehingga PtP’ = [, sebagai benkut:
Ditentukan suatu himpunan bagian dari S yaitu vy, v, ..., v, dan matrik P dengan

elemen p,; yang memenuhi batasan-batasan sebagai berikut:

(Vl.Vj) = E(Vlv_i) =1 t :J (2 14)

(vev))  =Ewv)=0 t+] (2.15)

Vi = > P,y t=1,2,...,n (2.16)
=

E(vyv;) didefinisikan sebagai perkalian dalam (inner product) dari dua elemen v,

dan v; dalam S atau (vi.v;) = E(wivy).
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Dari ketiga persamaan tersebut terlihat adanya‘ proses ortonormalisasi yang dapat
ditulis dalam bentuk matrik sebagai v = Pu dan Evv’ = 1, dimana u dan v adalah
vektor (nx1) dengan elemen-elemen u, dah v, . Ataudan v=Pudan Evv’ =1,
maka:

E(Pu)(Pu)’ = E(Pu)(w’P’) = PE(uu’)P’ =PP’ =1,

Dengan menggunakan teori aljabar linier secara lengkap maﬁik P dapat
diselesaikan sebaéai berikut:

Didefinisikan h, sebagai proyeksi u, atas ruang bagian S, yang direntang oleh u;,
U, ..., U.g (t=2,3,..,n), maka S, ferdiri dari segala kemungkinan kombinasi linier
dari uy, b, ...,u. dengan t=23,...,n. Didefinisikan w, sebagai elemen orthogonal
(tegak lurus) terhadap h; dalam ruang bagian S, jika t = 2.

Wi = I (2]7)

W= U -y t>2 (2.18)
U
Wy
W Iz g
dan v, =——, t=1,2,....n (2.19)
w. ]

maka jika diambil o, = ||w,|}, dari persamaan (2.17) didapat:

o1 ={y, )" (2.20)

sehingpa dengan menggunakan persamaan (2.16) dapat diketahul matrik P dengan
elemen-elemen p,;j sebagai berikut:
Misalkan akan dicari elemen baris pertama kolom pertama dari matrik P (py).

Dari persamaan (2.19) dan persamaan (2.16) didapat:
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— _]______ -1/2
pu= = tu) (2.21)

1
Selanjutnya diasumsikan bahwa v, vy, ..., v, adalah suatu basis orthonormal pada

ruang bagian S; yang direntang oleh uy, ua, ..., u, dan v ditulis:
) .
V=2 Py, 1<kst (2.22)
Fl

Untuk mencari elemen-elemen piw;j dari baris ke-t+1 pada (nxn) matrik P adalah
sebagai berikut:

Ditulis hy yang merupakan proyeksi dari u.+) pada ruang bagian S; sebagai :
1
Ny = 2 dus Vi (2.23)
k=l

dan jika didefinisikan wy; sesuai dengan persamaan (2.18), maka dihasilkan:
Wil = et — Bt (2.24)
karena vy, va, ..., v adalah orthonormal maka didapatkan:
G1x = Eop vk (2.25)

persamaan diatas dapat ditunjukkan seperti dibawah ini:

i

hy = Zdlﬂ.k Vi

=l
=du Vi Hdwizva .. F duv

dl+l,1

_ [ diaa

dl+l.l

Dari persamaan (2.24) dapat ditulis:

W1 = Wit T D
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+ W

dl+|.t

selanjutnya persamaan diatas dikalikan [v|, v2,...,va]’ dan mengambil

ekspektasinya, didapat:
-1
dyi ViV ViV, e VY, Vil 0
dH.I.Z -k VZ'VI VoV, oo Vz."u r ‘.’zL‘lu—l B 0
dt+l,l ViV ViV, e ViV Vil 0

karena w.; dan v; orthogonal jika j <t+1

D] Wit

-
hen
t
h, = Z d1+l.k Vi
k=l

Wit L hyp maka wy L Vi jikaj < t+1

karena E(vv;) = | untuk t = j dan E(v,v;) = 0 untuk - j maka didapatkan:

d,., 10 -~ 0| |vu

1+l Vilig

diya 0T e O oty | | Vol
L= ) =E °.

dl+|.! ¢ 0 .1 Vil Vil

di1x =Eugvigdengank=1,2, ..., t.

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.22) ke persamaan (2.25) didapat:

k
dwrx= Zpk,ﬂ’m,j (2.26)

=1
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dari Phytagoras didapat:

Il + Pl =hoal’

il =hocal” = I’

1
— 2
= Totarl — E( Zdu-l.kvk )
k=1
dikarenakan v,, vs, ..., vi adalah orthonormal maka:

!
”w1+1 || = (Yl+l.l+1 - Z(dl+l.k )2 )”2
k=1

W] =0 = Groren — D {du)™)"” (2.27)
k=1
Jika didefinisikan:
v,, = ot (2.28)
G T

maka dengan persamaan (2.18), (2.22), (2.27) dan (2.28), nilai dari v+ dapat

ditulis sebagai berikut:

1 Zt Z‘ ,
Vi) = —-G (UH‘] - ( dl"'l.kpk-jjuj] (2.29)
1

kel \ k=j

sehingga dari persamaan terakhir ini dapat ditentukan nilai .. j yaitu:

Puu, -1 jikaj=t+1 (2.30)
Gin
1 ¢ L
Prry = —— 2, duinPy; »Jikaj < t+l (2.31)
t+l k=)

dengan menetapkan p;; sebagai nilai awal, maka untuk mencari nilai p; yang

lainnya dapat menggunakan persamaan diatas.






