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MODEL REGRESI LINIER GANDA

2.1. Model Regresi Linier Ganda.

Seringkalil dijumnpal dalam penelitiaﬁ- vang
menggunakan analisa regresi, digunakan lebih dari satu
variabel pediktor. Model 1regresl linier ganda pada

pengamatan ke i hagian sesgatan normal adalah

| Yi = ﬁo + ﬁl Xil + ...+ ﬁp—l Xp—l + Ei . (2.1)
dengan
Yi = harga variabel respon pada trial ke i

H

Xil harga variabel prediktor ke 1 pada trial

ke 1.

P4
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2 harga variabel prediktof ke 2 pada trial ke i.

Xip = harga variabel prediktof ke p pada trial
ke 1.
BU ﬁl s e e ﬁp—l = parameter-parameter vang tak
diketahui.
Gi = suku sesatan random yang saling bebas dan

berdistribugi normal dengan mean 0 dan variansi 02.
Model (Z2.1) hisa juga dinyatakan dengan bentuk matriks,

dan ditulis, sebagai berikut
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2.2. Estimator-~estimator Kuadrat Terkecil

Kita bisa mendapatkan vektor estimator—estimator_

kuadrat terkecil £, dengan meminimumkan
n

| |
SCR)Y =X €2=¢'e= (Y-X3) (Y- Xp)
& r o Se e Ol & - X6
Perhatikan bahwa S( £ ) bisa dinyatakan sebagai
. I
sSCcpY=Yv-pxy-Yxp+ax'ys
=¥y -2a8%x'y+ p'x'x (2.3)

Karensa B‘X'Y adalah sebuah matfiks-( 1 x 1 ), dan
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transpose ( ﬁleY) = Y]X 7 , maka merupakan skalar
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yang sama. Estimator-estimator kuadrat Jterkecil'_harué

memenuhi
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dengan bentuk sederhana

xxp = X'y (2.4)

Persamaan (2.4) adalah persamaal-persamnaan normal
kuadrat terkecil éehingga estimator kuadrat terkecil
dari pBadalah :

g o= x'ntxly o (2.5)

Bentuk matriks dari persamaan normal (2.4): adalah bisa

ditulis deﬁgan bentuk skalar
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Tampak bahwa (X‘X > adalah sebuah matrik simetris (pxp)

' !
dan X Y adalah sebuah vektor kolom (pxl). Elemen-elemen

diagonal (X‘X} adalah Jjumlahan kuadrat elemen-elemen

pada kolom X dan elemen-elemen lainnya adalah Jumlahan

perkalian elemen-elemen pada kolom X.

Selanjutnya
elemen-elemen X'Y adalah jumlahan perkalian kolom X dan

penganatan-pengamatan ke Yi'

Estimator—-estimator

kuadrat terkecil untuk

persamaan (2.5) adalah tak bias dengan variansi minimum,

vaitu E(%) = 13,
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1'% = I, jadi B adalah
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Karena E (€) = 0 dan (X X0

estimator tak bias untuk 3 , dan dengan variansi minimum

dibuktikan

~ -~ ~ ~ [

Var (B) = V(B) = E (B~ BX(H- B)
=E (X' X'y - @'t x'y -om
= E x'x) ¢ X't - p] [‘_{'X<X‘X>"1 - Al
= E [(xX'07x vy’ - 2vsk + xesky Tt xexo Tl
= x0T xE el xEn!
= 6% (¥xy1

Dimana (XX)"l adalah sebuah matriks (pxp) vang elemen

diagdnal ke j adalah wvariansi dari ﬁﬁ dan elemen

~

diagonal ke 1ij adalah Lkovariansi antara ﬁidan ﬁj.
1 paka variansi R;adalah
2

Selanjutnya jika G = (X'X)~

6zcjj dab kevarian antara %i dan ﬁjadalah &

C. ..
1J
Seperti dalam regresi 1linier sederhana,

kita bisa mengembangkan sebuah estimator 62 dari Jumlah

kuadrat residual (8SE)

n ~ 9
SSE = ¥ (Y. - Yi)
i




“berhubungan denganhya, karena parameter p merupakan
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Subtitusi e = Y - X 13, kita dapatkan

~ ~

SSE = Y'Y - 2 p'x
l .y

Karena X Xp3 » bersamaan ini menjadi

1
b
g

SSE = Y'Y - p'xly - 2.

Jumlah kuadrat residual mempunyai nxp derajat bebas yang

estimasi didalam model regresi.

Rata-rata Kuadrat resgidual adalah
SSE '

MSE = 225 (2.8)

merupakan estimator tak bias untuk 62, sedemikian hingga
E (MSE) = 62 : , (2.9)

Bukti

SSE = Y'y - g'x'y
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Sehingga
E(S58E) = E(€‘€) - E (€ X (X|X)_1 X e { 2.10 )
1

Perhatikan sekarang € X x'xy™t x'e. Jika X x'tHr %= a

maka bentuk ini bisa ditulis sebagail bentuk

kuadrat € A € , Maksa

E(€ A €) = E (f f €5 €5 3;5)

K4

= I
E‘(_ 63

L

aii) - B { f:? 24 j €.1 ejj— ( 2.11
Kalau aij merupakan unsur A padé baris ke-i dan kolom
ke—j. Akan tetapi diketahui bahwa :

Q0 vntuk i % 3
E gei ej) =

6 untuk 1 = jJ
Sehingga

E(€ A €) =6°%, a,. + 0 = & Tr A = &Tr X' %"

. Untuk mengetahul berapa nilai Tr A, baik dikemukakan

dahulu dalil berikut

~Kalau A = (aij)mn dan B = (bij)nm , maka
pkuran Tr AB = Tr BA.
Bukti
n m -
AB = (Eélartbtp)mn" sehingga Tr AB = 521
n
L art btr‘
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9! n
BA = (¥ a., b,.) » sehingga Tr AB = T
k=1 ik"kJ ‘nn =1
m
L _Pik ®ki
Akan tetapi
nom in n
TEBASE B Pk fa TELE ey By
n m
= 521 22:1 a. by, =Tr AB

Dalil ini dapat digunakan terhadap matriks A

T X't x =T xty @'t
NXp PpPXp  pPXn pXn nxp  pxp

Oleh karena Tr A = Tx I = p, sehingga
E (SSE) = n 6% p 6% = (n-p) 6%(2.12)
Akibatnya estimator kuadrat terkecil Bagi 62 adalah

_SSE 47 (2.13)

nilai n-p dinamakan derajad bebas dari SSE.

2.B. Koefisien Korelasi Parsial.
Jika koefisien determinan ganda mengukur poporsi
variansi Y yang disebabkan oleh hubungan dengan semua

variabel X1 , X X

2° " Tk
Secara serentak, maka koefisien  korelasi parsial
mengukur proporsi dari satu variabel prediktor pada Y,

Jjika variabel-variabel pfediktor lain sudah ada dalam

model. Pengertian koefisien antara dua variabel
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prediktor juga dapat diartikan sebagai ukuran korelasi
antara dua variabel prediktor sedangkan
variabel-variabel lain dianggap konstan. Pandang. model

regresi ganda yaitu

0 _
Yy = bWy b by, k... kbW 4 B
i=1,2,3, ...,n (2.14)

Kita definisikan fungsi variabel sebagai

— i=1,2, ..., n
X.. - X.
W.. = 1J J
i3 g 1/2
33
— J =1, 2, , k {( 2.15 )
Y. - Y
y0 - i i=1, 2 n  ( 2.16 )
j 1/2 El 2 ’ -
vy )
dimana‘
n = .2
S..= L. - .
~33 §=1(X13 X357
o =12
5 = Y. - Y
vy g;l( 3 ]
Vektor koefisien regresi kuadrat terkecil adalah
b= (wiw) L wly® (2.17)

Dan matriks wlw merupakan bentuk dari sebuah matrik

korelasi yailtu

1 r12 r13.. ,rlk
T, 1 Tog Tok
1 _ ) .
WoW = r13 123 1
| T1k T2 Tsx L]




dimana

_ E (Xpq — %90 Ky - X0 B4y

Toae 1/2 - . 1/2
v=1 (S35 555 (845555

adalah korelasi sederhana antara variabel prediktor

i
iJ

dan Xj , Secara sama wlygadalah

[ -
Ty
r,y
1,0
WYy = ray
dimana ‘
- v — v [a)
pooew as T H) Gy 7 X0 By
iy - — e 1/2 B o 1/2
y=1 (Sii ujj) <uii Sjj)

adalah korelasil sederhana antara variabel prediktor

dan variabel respons Y.






