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III.1l. Tegangan dan Regangan Dalam Kontinum Elastis

Dengan mengambil sebuah elemen kecil dalah sumbu
koordinat kartesius dimana panjang éisiwsisinya dinya-
takan dengan dx, dy dan dz. Akan diperlihatkan hubungan
antara tegangan dan regangan pada suatu kontinum dal-
lam sistem koordinat kutub ( silinder ) yang dinyatakan
dengan dr, d® dan dz.

Gambar berikut akan memperlihatkan ‘elemen kecil

tersebut.
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Kedua tegangan tersebut akan menibulkan regangan



normal yang dapat didefinisikan sebagai berikut :

€, = 8u/bx Gy = S§v/8y €, = Bw/bz

dimana u, v dan w merupakan translasi dalam arah x, y

dan z. Sedangkan urtuk regangan gesernya dapat dinyata-

kan dengan rumus.

ny = 8u/8y + Bv/Ex = ryx
rxz = 8u/8z + Bw/Ex = sz
ryz = &v/8z + Bw/by = rzy

hubungan tegangan dan regangan untuk material Isotropik

diturunkan dari teori elastisitas sebagai berikut :

Rumus Umum Elastisitas : E‘= /€ fivennnannaal1>
dimana  E = Elastisitas

o = Tegangan

€ = Regangan

Apabila ditentukan gaya searah sumbu x maka didapat :

€, = UK/E Gy = —v(uy/E) . &, = ~v(Uz/E) (a)
kearah sumbu y :

&g = V(0. /E) e, = 0 /E €, = -v(0g,/E) (b)

kearah sumbu z P

€, = "V(UX/E) Ey = —V(UY/E) €, = o,/E (c)
dimana v = konstanta Poison’'s Ratio

ket : v baja = 0.3 , selain baja = 0.25

Dari ketiga persamaan simultan tersebut dapat

disusun satu persamaan simultan yaitu

€, = (1/E) (0, - Ve, = vo, )
= (1/E)(g, - v(cry + oy))
€y = (1/E)(Uy - vie, + ;)
€, = (I/E)(a, = v(o, + a,)) (2)

Apabila Modulus Geser didefinisikan sebagai

B = E /7 2(1+v) (3)




dan I' = 7/G ( rumus elastisitasg ) (4)

maka J vy = (1/8)(¢xy)
Tyz = (1/6)(71y;)
Fox = (1/6)(1,,) (3)

dalam bentuk matriks , hubungan yang terdapat pada per-

samaan (2) dan (3) dapat dituliskan sebagai :

€ =C ¢ i _ (6)
dimana . _
- 1 -V -v & 0 0 -
-v 1 —v o] o -0
C=1(1/E) -V -y 1 O‘ 0 o (7)
0 0 0 2(1+v) 0 0
0 0 0 0 2(1+v) ©
L 0 0o 0o 0o 0 2(1tv) |

matrik t merupakan operator yang menghubungkarn vektor
regangan € dengan vektor tegangan o dan dengan
meginverskan persamaan ( & ) akan didépatkan hubungan
tegangan—-regangan sebagai berikut :

T =E € _ ' (8)
dimana E merupakan Invers dari C

apabila C = ( 1L /7 E ) A

maka ( untuk mempermudah penulisan pada matrik berikut,
maka kami definisikan : a = 1-v ; b = 1+; 3 o= 1-2v )
- Bab* Bwe*  avp* o o o .
gvb? Bab? gvb? 0 0 0
gvb?* avb? Bab® o 0o o
Agjoin = 0 0 o 4kt o o
0 0 0 0o 4ch? o
L o 0 0 o 0 4cp? |
Determinan A = | A | |
=8 (1 +v)° (1 ~2v)
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a ! = ad

join 7/ | A |
— a/bc v/bc v/be O Q 0] -
v/bc  asbc v/bc © 0 0
= v/be wv/bec a/bec 0 o) O
0 0 0 1/2b © 0
0 0 O o] 1/2b O
L 0 o] o] 0 0 1/2b |
— a v A 0 0 O
v a v 0 O O
1
= v v a 0 O o
be
0 4] 0 % O Q
0 0 0 o] %o 0
L o 0 o] 0 0 % -

sehingga didapat E = £ A~1

~l-v v v 0 Q o) -
v 1-v v 0 0] 0
v v 1-v O -0 (0]
E
e et 0 0 0 %(1_2v) ] 0
(1+v)(1-2v}
o o o0 o 0 %(1-2v)]

Matriks E adalab suatu operator vyang menghubungkan
vektor tegangan o dan vektor regangan €.

.

III.2. Metode Elemen Hingga yang didasarkan pada Usaha
Virtual. ‘
Prinsip Usaha Virtual :
"Bila pada suatu struktur dalam keadaan seimbang,
dikerjakan suatu peraliban virtual yang kecil dalam

batas—batas deformasi yvang masih dapat diterima, maka

usaha virtual dari beban luar tadi sama dengan energi



regangan virtual dari tegangan dalamnya”.

Apabila prinsip tersebut diterapkan pada elemen

hingga, akan diperoleh :

U = BW (1)
dimana §U = Energi regangan virtual dari tegangan
dalam
8W = Usaha Virtuai beban luar yang bekerja

péda elemen
FPandang .suatu elemen hingga tiga dimensi vyang

terletak Pada salib sumbu cartesius dengan koordinat X,
Y dan 7 aengan arah translasinyalu, v dan w. Dari situ
dapat kita buat beberapa definisi sebagai berikut :
Peralihan umum didefinisikan sebagai

U={ u, v, w }.
Gaya Tububh yang bekerja didefinisikan gebagai

b=¢{b

b b, 7.

¥y Sy By

Titik Nodal didefinisikan sebagai
a={4q;}
Caxi » 9yi s 9z5 2
= {uy; , vy 5 w; } (a)

Sedangkan titik nodal dari gaya tubuh adalah

p={p; 7
= 0 Pyi s Pyj » Pyi 2 . (b)
dengan i = 1 s/d Naps dimana ng, = Jumlah titik nodal

elemen. .

Apabila didefinisikan fungsi bentuk peralihan'sebagaiA
u=fqg (c)

dimana f adalah suatu operator berbentuk vektor yaﬁg

menyatakan bahwa u sepenuhnya tergantung pada q-

sedangkan hubungan Regangan-—peralihan didefinisikan -
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sebagai

€ = du (d)

dimana operator d adalab suatu operator deferensial

linier vyang menghubungkan vektor € dan vektor u. Maka
déngan mensubstitusikaA kedua persamaan tersebut akan
didapat suatu persamaan

€ =d Ff q ;tau € = H g dengan B =d f (e)
Matrik B menunjukkan regangan yang terjadi pada seba-—

rang titik dalam elemen akibat satu  satuan peralihan

titik nodal. Apabila diketahﬁi bahwa o = E €, maka de--

ngan mensubstitusikan persamaan tersebut ke persamaan
(e) maka akan didapat

¢ =EBGq ' (f)

"dimana E B menunjukkan tegangan pada sembarang titik

bila terjadi satu satuan peralihan titik nodal.

Untuk mendapatkan kedua nilai-SU dan &8W tersebut,
diasumsikan adanya peralihan virtual (semu) kecil § gq.
Sehingga

Bu = f § q dan &€ =B § q (g)

mengingat rumus  energi regangan virtuwal (semu) pada’

batang :
U=F alLlL . dimana F = gaya
=F (AL /7L )L ‘ L = Panjang batang
F=0A ab = Perpanjangan
=g (&L /L )AL A= LUas Penampang
=oc{al /7L )V V = Volume Benda
sehingga . o= fegangan
U =0 eV | € = regangan

Dengan meganalogkan antara rumus energi regangan vir-

tuad pada batang dan rumus emergi regangan virtual pada

e



plat maka dapat kita tuliskan

su=[,8eTaav (2)

(ket: agar perkalian antara € dan o bisa menjadi skalar

atau ordo 1 x 1 maka salah satunya harus ditransposekan
dan diletakkan didepan).

Sedangkan Usaha Virtual luar dari gaya titik nodal
dan gaya tubuh adalah sebagai‘berikut. untuk lebiﬁ jie-

lasnya bisa digambarkan sebagai berikut:

— a3 — 83

Py > % 3 > XK -
—————————— SININININININININY Pj = gaya titik nodal
—————————— 2[ANININININ/N/N/N] @ = Peralihan Titik
——m—he———— >IN/N/N/ U INININS/ " nodal
e it RAVA VAV AN A A AVAY b = gaya tubuh
—————————— PININININININININS u = Peralihan Umum

pp—>> Pg—->—

— Az — 94

apabila "Usaha = Gaya x Perpindahan” sehingga didapat :

T

il

sWw=38q' p+ [, suTb av (3)
sU = &u
<=> [ s€Toav = sa'p + [ suTbay
diketahui se = BSq <=> 5e! = plgqT
dan Su = f&q - <=> sul = fTSqT
<=> [, 88T8q70dv = sqTp +[ 6 sqTbav | sg
<=> [ 5BTedv = p +[ 8¢ bov
diketabui ¢ = E € dan € = B q
<=> [, sBTE€QV = p +[ 8¢ Thdy
<=> fQSBTEde ) a = p +[,6f bav
Apabila diasumsikan persamaan tersebut sebagai :
Ka=p+p, (4)
dimana k= [, 8 BT E B av ; (5)
adalah matrik kekakuan elemen, yaitu gaya yvang

terjadi pada titik nodal sebagai akibat dari

adanya satu satuan peralihan titik nodal



o T

pp = [ 8¢ bdv (6)
adalah gayé nodal equivalent, yaitu gaya yang
diakibatkan oleh bekerjanya gaya tubuh dalam

vektor b

- TIT.3. TEGANGAN DAN REGANGAN bUA DIMENSI

Bila suatu pelat tipis dibebani gaya dalam arah
sejajar dengan bidang pelat, maka keadaan tegangan dan

deformasi pada pelat tadi disebut tegangan bidang.

.\\ \\
\ 1 N
N , .
~
| ¢://r//lk\\
< Ny
N
{ X
o NR
! ~
\\
tegangan bidang Regangan bidang

Jika sebuah benda pejal prismatis dapat dibebani
oleh beban konstan pada arah normal terﬁadap sumbunvya,
maka benda tersebut dapat diarmalisa sebagai sebuah
keping kecil dua dimensi persatuan tebal vyang disebut
sebagai regangan bidang.

Gambar berikut memperlihatkan sebuah elemen kecil
sekali dengan ukuran dx kali dy yang memiliki tegangan
normal o, dan v, yang békerja dengan arah x dan Y
sedangkan tegangan gesernya Tyy Yang bekerja pada sisi

x ‘arah y dan Tyx Yang bekerja pada sisi y arabh x. Dari
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ketiga tipe tegangan bebas ini dapat dibentuk sebuah
vektor sebagi berikut :

o =4{ 0o, , 0, , T

Xy

<

4
4 >o

an ar en [ e we v am N

/quuocq-unnl-ndxnn-tvn---u-cu.uo/

2T <
/ v

a
N, Y

tegangan dua dimensi
Sedangkan gambar berikut memperlihatkan tegangan

dalam arah miring, dimana tegangan dalam arah x° dan vy’

membentuk sudut © terhadap sumbu x dan y.

tegangan dalam arah miring

Apabila kita perhatikan pada segmen 1, maka dengan

mudah dapat didapatkan hasil jumlahan gaya dalam arah
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X' sebagai berikut :

apabila F adalah gavya
g adalah tegangan

A adalah luas sisi

Fy = o, t dx
Fyr = 0 -t dx = F, coso +-Fy'sine
= (o, cos® + Tyy sin®) cos® t dx + (Uy 5ino +
Tyx cos®) sind t dx

[]

(urx cos?2e + Uy sinze + 2 Txy s5in® cos®)t dx
sehingga
Ty = 0, COS20 + Uy sinze + 2 Txy sin® cos® ...(b)

Dengan cara yang sama, pada segmen ke 2 didapatkan :

Uy' = UX

Pada akhirnya penjumlahan gaya dalam arah y’' pada gam—

in2o + 2@ j
sin?o Uy cos?e 2 Txy sin® cosé _ (c)

bar segmen 1 akan didapatkan :

Ty y = =(o, - Uy)'sine cose + T (cos?28 ~ sin29)

X'y Ry

crmsees. (d)

Apabila diasumsikan bahwa g = To o

dan To merupakan operator yang berbentuk

cos?29 5in% 0 2 sin® cose
To = sin?e - cos?e -2 sin® coso (d}
~51N9 coso sing cosé. c0s20 ~ s5in2o

'maka matrik ini penting digunakan_ untuk menghitung
tegangan miring yang membentuk sudut © terhadap arah x
dan arah vy.

Dengan mensubstitusikan identitas sudut ganda ke-
dalam persamaan (b), (c), dan (d) akan dibasilkan :

Oyr =% (o, + o)) + % (0, ~ 0,)cO820 + 1

x 5inZ2e {2)

ry



Oy = % (o, + uy) + % (o, — Uy)qosze T Tyy 5in26 (f)

y )sinZ26 + Ty cos26e (g)

jika (e) + (f) ==> Ty + Ty = Oy + oy,

ley- = - % { Uy — T

ini membuktikan bahwa jumlahan tegangan normal akan se-
lalu tetap meskipun arahnya berbeda.

Untuk mendapatkan arah tegahgan utama dengan cara
menurunkan persamaan (e) terhadap € dan - menyamakan

hasilnya dengan nol.

dqx./ de = — ( g, — oy } sinZ26 + 2 Txy cos20 = 0
sinZe = 2 Txy cos2e / ( g, - oy )
maka :
tan20 = 2 Ty /L0y = gy )
sehingga:
i = 2 - 2
51n26p ( 2 TKV Y /4 (2 Txy )2+ Ty Oy )
s - 2 - 2
c0529p ( Ty Uy Yy /4§ (2 Txy } f ( o, uy )
dimana ep = @ tegangan utama

Dengan mensubstitusikan kedua persamaan ‘tersebut ke

persamaan (e), (f}, dan {(d) akan didapatkan persamaan

tegangan normal utama dan tegangan desernya sebagai

berikut

Opt = Uy = Rlo,40 )+ (Koo ))Z + ( T, )2

pl X Y Xy
= ¥ max
Opz = Oy = %040, )T (Blog-u ))12% Ty )2
= 9 min
Ty y' = 0 : (h)

Jadi tegangan geser akan nol jika tegangan normal
merncapai nilai ekstremnya.
Sebaliknya, sudut tegangan geser maksimum T max

dapat dicari dengan menurunkan persamaan (g) terhadap ©

dan hasilnya sama dengan nol seperti berikut : 5



" dengan jenis regangan @

dr, ., 7/ d6 = - ( o, = oy ) cosZe - 2 Ty

Xy

maka tg 20, = ~ (o, - Uy)/ZTxy
dimana ©8g = Gp + n/1 = © tegangan geser maximum.
sin26, = ( o, — 0, )/2 4 moC o, — gy, )P [Ty )?

€os26, = Ty, /28 o, = oy )2+ Ty, )?
Jika Ty'y” = - %.( 0y, = Uy ) 8in20 + Ty, cos20
Maka T max = rnw (o, - a, 12+ Ty )2
dan Oyr = Oy = % (o, + o, ) ‘ (i)
Tegangan—tegangan ini selaiu terjadi pada sudut 3t n

terhadap arah tegangan ufama

Gambar berikut menunjukkan. regangan dalam dud di-

mensi dengan perpindahan sehesar u dan v arah x dan vy.
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€ = { &, , ey ’ rxy S (i)
dimana €, = Su/bx €y = 8v1§y *
'ny = §u/8y + Bv/bx U & 8
€, dan Ey adalah regangan nDrmal. sedang ny gdalah
sebagai |

regangan gesernya. Regangan-—regarngan tersebut
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akibat dari tegangan seperti vyamng ditunjukkan pada
persamaan o = { o, , LIV Txy }- persamaan {k) tersebut
disebut " hubungan regangan—peralihan " dimana dalam

bentuk vektornya : € = du ..a.....:......(l)

5/6x 0

1

dimana d 0 - 85/8y dan u = {u,v}

§/8y°  8/5x

sedangkan regangan dalam arah miring ( x° , y¥° ), untuk
menelitinya bisa disamakan antara sumbu utama dan bukan
utamanya pada kepadatan energi regangan virtual kom—

plemennva.

(60 )W e =(s50) €
apabila diketahui o' = Ty @ ==> § ¢° = 8§ T, o
Jadi ( § T, e )T € = (80 ) e
(5o )T Tlem = (6507 ¢
€ = Tge'

) —_ ""'T- 1
atau . € = TD € (m)
dimana

. cos2e sinz o sin® cosHd

T,V = | sinze cos20 —sin® cose

-2 sin® cos® 2 sind cos® cos2O-s5in?o

operator Tc."'T adalabh Invers transpose dari operator Tal

apabila
€, = €, CcOs20 + €y sin?2 0 + rxy siﬁe cos® (n)
Ey' = €, sinze + ey cos2e -~ ny.sine cCoso

rx'y' = -7 (E)< - Gy)sine cose + ny {cos2g -.Sin2e) (o)

dengan mensubstitusikan identitas sudut ganda maka di-

-dapat :

€0 = % (ex + Gy) + %‘(Ex - Ey)cq520 + 2 ny 5in26‘




€, =% (e, +‘eyd - % (e, - ey)cosze - 2T, sin2e
rx'y‘ = —(€, - Eyjﬁinze + ny CcosZ26 . (p)
de€,./de = — { € Ey )sin26e + 4 Fx* Cos28 = 0

tg26 = 4T, / (€ - )

SinzZ® = 4T, / & ( 4 Fyy 12 + (g, - €y 12

COS20 = (€ - € ) / £ (4T, )12+ (e, - €, )2 (q)

sehingga persamaan Regangan normal utama

 x'max = € max = % (€, - €yt + 1 (e, - €yl? * (2T, )2
"€ min = % (e, - ) — I 4 (e, - €)% + (27,12
r*.y. = Q (r)

Sedangkan regangan geser maksimumnya :

dr

H-y'/de = -2{ €, = Ey lcos20 -~ ZFKY s5in26 = 0
tg2e = - ny /e, - €y )
s5in26 = - rxy A rxy )2+ (e, - €y )2
cos20 = ( €, - €, ) /T Fyy 12 + (&, - €y 12
Cmees e en e (s)
1—'>-c'y‘ma>< = I”max
= ((ex"ey)rxy + ny (Ex—ey)) / J(Txy)2 + (€, - Ey)z
= Zl‘xy(ex - ey) / I(FXV)T + (ex - ey)z
sehingga : €,. = Cy: =% (e + e ) ' (t)

Dengan mengasumsikan material Isotropik, dapatrdiu
cari hubungan tegangan-Regangan, baik untuk tegangan
bidang maupun regangan bidang.

Tegangan bidang didasarkan atas asumsi bahwa

(1] = = = 0 s T

b Xz Yz =0 5 & # 0

xz I-'yz A

Dengan menuliskan regangan sebagai fungsi dari

tegangan, dapat diperoleh -

€, = ( O, — Vv Uy ) / E

Ey = -a, + Uy ) /7 E

€, =~ (o, + a, ) v / E

r =T / B_= 2 (1 +vwv )T / E {u)

Xy



Apabila Tegangan adalah fungsi dari Regangan, maka per-

samaan tersebut akan menjadi

o, = E ( €, + v Gy Yy /(1 — w2 )
e, = E ( ve, + ey ) /£ (1 — w2 )
Tyy = E rxy /2 (1 4+ v)
=E R rxy /(1 - v2 ) (v)
dimana B = (1 — v ) / 2
Apabila diketahui € = C o
1 -V . 0
i .
dimana € = —_ -v 1 0
E ‘ {w)}
0 O 2(1+v)
dan o =E €
1 v 0
dimana E = C ™t = E / (1 - vz ) v 1 o (x).
0 0 fi
menunjukkan hubungan tegangan—regangan untuk keadaan

Tegangan Bidang

Keadaan Regangan bidang didasarkan atas asumsi

€2 T Tz = Tyg =05 Tyy = Ty =0 3 0, # 0
Persamaan regangan dalam fungsi tegangan :

€, = ( Oy =V O, = VvV 0, Yy / E

ey = ( — v o, + gy, TV 0, ) / E

€, = { — v o, m‘v Ty + o, ) / E =0

Tyy =2 L 1L +v) 7, /E (y)

Eliminasikan o, dari €,

o, = v o, +v Ty

=v (o, + Ty )
Sehingga €, = ( ( 1 - v2 o, = v (1 + v ) Ty )
= (1-v)eo, ~vo, J(1+v e

dan €, = ((=v )l +Vv) g, + (L-v2)a )
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=(=vo,+(1-v)o9w

Dengan menggunakan Determinan Yacobi maka :

€, —v(1l+v)
€ {(1—v)
o, = E Y -
1-v2 =v(i4+v)
-v(l+v) (1-v2)

. (1—v?)Ex + V(1+v)€y

(1-v2 )2-v2 (1+v)?2

. (1-~v)(1+v)ex + v(1+v)ey

(1l-wv)?2 (14+v)2—v2 (1+v)?2

(1~vjex +'vey
jadi T, = E (aa).
(1-2v) (1+v)

dengan cara yang sama didapat

o (l—v)ey + Ve,
g, = E (ab)

Y (1=2v) (1+v)
apabila ny =2 (1 + v ) Ty / E
maka Txy = E rxy /2 (1 + v )

= {E(1-v) / (1+v)(1=-2v)} (T} {((1-2v) /7 2 (1-v)}

............... (ac)
Sehingga bisa disusun matriks sebagai berikut
o, L v/(l-v) 0
E (1 - wv) '
Uy = : v/i{(l-v) i o (ad)
: (L+v)(1-2v)
Tuy ' 0 0 (1-2v)/2(1-v)
1-v v 0 P
E .
E = v 1-v o (ae)
{1+v) (1-2v)
0 0 (1-2v})/2
1+ v )
C = E‘l =
E
Y -V 0
= —\/ 1—-v 0 (af)





