BAB II
INTERPOLAST

II.1. INTERPOLASI DENGAN JARAK SAMA

RUMUS ~PRnus Interpolasi dengan jarak sama :

II.1.1.Interpolasi Gregory Newton forward (Interpolasi Depan):
| (1) (2) (3)

_ K 2 k 3 k

1t 21! 3!

-+ ¢« 8 0 s

ceef2.1)

II.1.2. Interpolasi Gregory Newton backward (Interpolasi Bela-
kang) : (‘—-4) | '

yk = yO +Ay__,1 LAY y_z —_— Tt A y_3
1! 2! It

IT1.1.3. Interpolasi Gauss'

Ve = ¥, Ay, — % A g ——F N4
X 1) 2! -3
(4)
A4y2 (k+1) T e s
41
Y = ¥, + AV E Ly (+1) %7 N (k+1) 77
11 21 3!
(4)
aty_, G2 (R (2.3)
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II.1.4. Interpolasi Stirling's :

= + = + +
Tk T 90 7 3 Yoq *AY, 10
1 1(2) (2)
AZZV__1 LS . (k+1) )+
2 2! 21
- (aoy_p + ry_q ) (.lfiﬁi) T oeeeranaaes (2.4)
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II.1.5. Interpolasi Bessel's :

ey s 1(1;(” (e-1)' 1)
Te T3 o TV 15T T T :
(2)
1 (<12y ] +1ﬂ2y ) L
° 21
J-1 ]2 + — + eeeeerenssl2.5)
31! 3!
IT.1.6. Interpolasi - Everett's
| v(vP=1) v (vP-a)
Y=V y,t . Y4+ ” V_p +ee-
v(ve_ 2_ 2 .2
. 1) (vo=4) ... (¥ k)Azky_k+’_.__.__
(2k+1) !
u(ul-1?) U(UP-1)(v%-4) ,
+ Uyy + Sy, t Lty 4 +o.
3! 51 B
U(U=12) (UP-4) .vu. (UP-K°)
+ A Fyge * ovees
(2%+1) ! -
zvm+VH%&2%+VQ%é4%+.““”;

v+la - (2 - U2 4
+ U Iyt 03 é ¥yt 03 é gt eee (2.6)

dengan v = 1-U atan v = 1-k
Rumus-rumis diatas bisa dilihat pada Lozenge Diagram hal.6
Untuk persamaan'diferénsinya bisa dilihat pada hal.b,

dengan keterangen sbb.

Diferensi I :
Ayy = ¥pmvy
Ayg = y3""Y2

A¥y = ¥ne1 =~ In



Untuk persamaan diferensinysa dapat dilihat dalam tabel

diagonal sbb. :

2 3 4
x y FAN A JAY A
‘O yO
Ay, ,
X‘1 y1 A\ Yo Q3yo
A:Y1 2 A4Y0
Xy ¥ AR ST
A JARS dst.
T2 2 L\d’ ¥
X3 y3 JAN Yo 1
4 T4 . A T3
X5 I

Diferensi II :
-2
Ay—] =Ay2 _Ay‘] :

5 .
AYo = DYy AT,

L]
.

AByn =Ayn+1 - Aynx
Diferensi ke - n :

n _- n-1

Ay =A

Ay = A ¥, - AT,

R N

ARy = AT g = AT T eeeeeeeeen (227)
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KETERANGAN TOZENGE DIAGRAM :

Aturan-aturan berikut ini untuk mendapat sebuah rumus in-
terpolasi : '

.-1.

Sebuah suku ditambahkan bilamana sebush kolom berisikan
diferensi diseberangkan dari kiri ke kanan kolom I

ditentukan untuk diferensi dari order nol.

Bila glur memasuki sebusgh kolom diferensi dari kiri

dengan . arah (slope) positip (mis. : Yo ke A Y_q Y,
sukn yang ditambahkan = hasil kali diferensi dalam koé—
fisien yang terletak langsung dibawah diferensi.

Bila alur memasuki sebush kolom diferensi dari kiri
dengan - arah  : negatif (mis. : Ay_1»ke Azy_1 ) , suku
yang harus ditambghkan = hasil kali diferensi dan
koefisien yang terletak langsung diatas diferensi.

Bila alur memasuki sebuah kolom diferensi dengan ~.g i-
. .rah; nol (mis. : dari 1 ke yo), suku yang ditambahkan
- hasil kali diferensi dan rata-rata jumlah koefisien
yang terletak langsung diatas dan dibawah diferensi.
Bila alur menyeberangi sebuah kolom antafa 2 diferensi
dengan . arah nol (mis.: y, ke Zlay_T), suku yang
harus ditambahkan = hasil kali koefisien antara 2 dife-
rengi dan rata~rata jumlah kedua diferensi tersebut.

Kebalikaﬁ dari alur merubah suku yang harus ditambshkan.

ATUR ZIG-ZAG dalam LOZENGE DIAGRAM untuk memperoleh ru -

ms Bessel dan Rumus Gauss ke IT ¢

a). Kite ilkuti alur yang bergaris terputus dalam gambar ka-—

rena alur mulai dengan 1 dalam kolom T tabe;_diﬁerensi

yaitu suku I dari rumus interpolasi dengan aturan 5 di-
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gandakan dengan rata—rata bilangan Yo dan ¥q digtas dan
dibaweh .1, yaitu |

1

5 (55 + ¥
" Begitu pula dengan aturan 4, karena alur melalui A ¥y, meka
suku yang harus ditambahken adalsh Ay, dikalikan rata-rata

koefisien yang langsung diatas dan dibawsh, yaitu :

N CN

2 1! 1!

Kemdian menggunakan aturan 5, sebhab alur melalui koefigien,
suku selanjutnya yang harus ditambahkan adalah k(z)/z,, di-
kalikan dengan rata~rata diferensi diatas dan dibawah koefd

sien térsebut yaitu :

(2) 1
T - (aFy_, +4%)

2!

Dengsn meneruskan aturan ini didapat rumus Bessel :

- + + 4 +
Tk T 3 (y ¥q) yo - -
SR (2) -
_(Azy_1 +42y0)£-4 + T I I A S R I A
2 2!
) Dengan aturan 2 bila kita memasuki Yo dengan T. arah ..,

negatip maka suku ke 1.y, dikalikan dengan koefisien 1 yang

terletak langsung diatasnya, maka suku ke 1 menjadi :
o 157,

‘Suku yang sama didapat bila diasumsikan alur yang memasuki
¥, dengan - arah positip / .arah negatip. . .|
&



Dengan aturan 3%, karena alur memasuki LXy;1 dengan a-
rah positip, suku ya ng kedua adalah ka‘1 dikalikan koefi-

sien yang térletak langsung dibawahnya, yaitu @

Kemudian menggunakan aturan 2, karena alur memasuki

4§y_1 dengan arah negatip, suku yang ketiga adalah tkgy“1
dikalikan koefisien yang terleta k langsung diatasnya, ya-

tu

Demikian seterusnya sehingga didapat rumusa Gauss ke

ITI sbb.:

Y = Yo +Ay__1 11 +Ay"' T -2 31

+‘I|l.‘.



I1.2.2. Dari Lozenge Diagram dapaf dibuktikan hal-hal sbb.:

1. Misalkan P menyatakan sebuah}alur zig-zag sekitar io -
zenge tertentu dalam gembar 1 , yaitu alur y;ng* mulai
dan berakhir pada diferensi yang sama. |
Buktikan bahwa gesual dengan aturan-aturan dimika.

Kontrlbu91nya =0

. Lozenge vwmum digambarkan sbb. :

(kmr)(n+1)

(n-1)!

An-jy

(kﬁr+1)(n—1)
(1)

Dengan aturan 6 kebalikan dari sebush alur merubah untuk .
guku yang ditambahkan. Jadi hanya diperlukaﬁ untuk membuk-
tiken behwa kontrlbu51 yang bersangkutan ke 3 alur &ari

‘zﬁn =1 I ke JQ Vi dalarn gambar diatas semua sama.
" Bila alur 1 dipilih kontribusinya adalah :

(k—r)(n)+Z;n+1yr~1(k—r+1)(n+1)___

n! - (n+1)1 | (2.8)

_ AN
€1 =48 Yy

Begitu pula bila alur 2 dan 3.dipilih, mzka kontribusinye

adalah o
adatst ) (k—r)(n)
Cp = 2 (‘A Vr-1 +‘A Tr ) n! &
1 ) | G
r-1 5 (n+1)! (n+1)! '

R -
10 (2.9)



(k—r)(n) +An+13fr-1 (_lf—_r)_(ﬂ cees 12.10)

T (n+e1)!

03 = Any

Dari persamaan (2.8) dan (2.10) didapat :

(n) (n+1)
_ (k-r) 1 (k—r+1)
(k_r)(ﬁ+1)
" (n+1)! )
_~a) 1
= (——————-knf) (AIH- yr—-1) N
. An+1y (k-r)(n)( (k-r-1) - (k-r-n) ) o (2.11)
=1 T n+1
(n)
_ e ety nety o) P
n! : n!

=0

Jadi cy = 03

Maka harge rata-rata dari P dan Cy adalah :

' (n)
1 e~ 1
> (cq+eq) = (—-{-—i—?— 2 ( A,y +An§’r) +
n+1 1 (k—r+1)(n+1) (k—r)(nf1) L.
A Ire1 3 ( (n+1)! R eLY )
o s e (2.12)
= 02

Jadi ¢, = Cp = 03
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(2) Buktikan bahwa jumlah kontribusi sekitar alur zig-zag

tertutup dalam diagram Lozenge adalah nol.

Akan dibuktikan hasil alur tertutup seperti
JEKLMNPQRJ dalam gambar dibawah.
Hal ini memuat 3 alur, yaitu I, 1T, IIX

L

Bila kontribusi diambil dari alur ke JK, yai.. melalul
kontribusi ij dan kontrivusi total sekitar sel ( alur )} I

yaltu 01, maka :

+ C + C +

C. + C + Cppp = ( Cox + Oy NR a7 }

I II

+ C

+ C

+ C

( Cgp + Cppq * Cyy *+ Cpg ) *

¢

( Cyy + Cxp + Opg * Cog !

+ C + C c + C +

= (Cq + Cxp, + O * Oy * Cwp *+ Cpg

CQR + CRJ + (CKN+CNK) + (CRN+GNR)
CIJKIMNPQRJ |
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Karena CKN = - CNK & CRN = - CNR y sehingga
CI =0, CII =0 , CIII = 0 , maka sesuai dengan
soal (1), Coprunpqry =

"3) Buktikan bila 2 alur zig-zag berakhir pada tempat yang
gama dalam diagrém Lozenge maks rumes interpolasi yang
didapat adalah sama/identilk.

Misalkan 2 alur zig-zag yeng ditunjukkarn oleh garis-
garis putus dan garis utuh dalam gambar dibaﬁah dua alur
1n: berakhir pada tempat yang sama meskipun mulal daril -

tempat yang berbeda.

~ 11

Kontribugi total ke rumus interpolesi dari alur garis pu -

tus diberiken sebagai :

Yp + AV

dengan R adalah sisa.

13



Begitu puia kontribusi total pada rumus interpolasi dalam

garis utuh adalah :

(k—r)(n)+ (k—-r—'l.)(”\) _
1! 11

;
2 (yp + ¥py1) +AVp - 5(

(1) -
Ay er-1) FR e eeeane . (2.14) .

T 11
Tanda negatip (=) dalam persamaan (2.13) dan (2.14) digu
nakan karena aturan 6. |
Untuk membuktiken bahwa hasil (2.13) dan (2.14) sama ,
hasuslah dibuktikan bahwa diferensinya adalah nol.

Diferensi tersebut adalah @

1 1 1 (k—r—1)(1) ! (k—-r)!
IR T T
T e (2.15)
Karensz Ipp1 = Vo +A Y maka persamaan (2.15) dapat dj:tu—-

iis sebaggl berikut :

1 (k—r——“l)(” __ (k—r)(”
szr [1 ¥ 11 11

y | .
=-A7Y, [1 + k—r-1-(k-r) ] = 0 terbukti.
2

P
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IT.2., INTERPOLASI LAGRANGE :
Bentuk Umum :
¥ = A, + AX + A x2+ A XD,
0 1 2 s " e 8 & w0 4 2 b n .
T Rumus dua titik dari Lagrange
y(x)= {x =xy)y +(___#g_ Y
(x4-%x,) (x4=x,)
1 1
- Rumus tiga titik dari Lagrange yang equivalen dengan
polynomial :
y =k, + A x.+ A,x2
1 2

(x -x, ){(x “xz).y L (T -x )X -xz)‘y

y(x) o -
(xo-x1)(x0—x1) (xy=%,)(x4=%)

+(x -xo)(x 'X1).y

Gc2-}-:0)(x2-x1)

- Rumus empat titik dari Tagrange ya ng equivalen deng-

a n polynomial :

Y = Ay + AX 4 Azxz PRI &
i o (x =%, )(x -x )...........:..(x -X. )
y(x)= 1 2 n’ .y
o (x -X Y(x —xz)..............(xo—xn)‘ °
(x =X, Y x -xz) treraeaea(x =x )..y
ferrnica=ne ............(x1-x )
+(x -xo)(x -x1)(x--x3)......(x —xn) Yy

(xz-xo)(xz-x1)(x2—x3).....;(xz-xh)

+lc-..-o--c.o.--l-llo--oocoo ----- .
+-.u-oocIoooo-l.-ocoo-o--ool-ootooc

+...-..‘..'...".ll.ll".-.l.lv..ll

+(x uxo)(x ‘—X1).----ooooooo(x -Xn_i).yn

(xnexo)(xn-x1).........s.;(xn—xn_1)

Cz.lé)'

q
'
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IT.3. INTERPOLASI IENGAN PEMBAGI DIFERENSI

II.3.1. INTERPOLASI IENGAN PEMBAGL DIFERENST TINGKAT I :
(INTERPOLASI GARIS LURUS) ‘

BENTUK UMUM :
v = £(x) = Ax+B  atau Ax+B-£(x) = O

Dititik tertentu (x1, yT) dan (x,, y,) didapat :

- — — - = . - 2 . l
Ax,4B-y4 = O AxX+B~y, = O ( 7
Dibentuk :
Yo~
Fq9 Tl T -
[ 1? 2] X=Xy
y = t(x) '

misalkan :f[x1,x2]_= [y1,Y2]
£(x,) - £(x,)
_ 2 1
:f:‘[x1,x2] -  Xp=X{

f[x1,x2] = f[xz,x.lj

Interpolasinya @
f(;) = f('x1). + (x—x.i)f X4 5%y

- (X"X-i)
f(X) = f(X,]) + ﬁ{‘z_"ET) {f(x2) - f(X1 )}

2(x) = T {(xz"x1)f(x1) +(m2y) #(3,) - (xoxy) f(XQ)}
1 | N
- % {(xz-x ye(x) - (X_—Isl)f(xz)-}
_ M f(x1) X, -
F = ' !
I |y x

16



f(x) =75

f(xjg =y,
£27(x5) = 35
C1 ¥ XX .
¥ ='jE;:§;* 7o rox ceeera(2.18)

4. . Garis Iurus pada suatu pembagi diferensi

adalah :

£(x) = yq + (x=xq) [Y13 Yg] ......‘...(2.19)'

II.3.2. INTERPOLASI DENGAN PEMBAGL DIFERENSI TINGKAT II :

' BENTUX UMUM :

¥y = £(x) = AXC+BX+C

Dititik tertentu (x., ¥4) (2,5 ¥p) don (xy, y;) didapat -
pérsamaan :

A2 +Bx+C0—F (x)

1}
OA

2 .
Ax +Bx, +C— =0
1TEE T . (2.20)
o _
Ax2+Bx2+G-—y2 =0
2 -
Ax3+Bx3+0-y3~ =0

f{x)

¥y =
[y{ '>".Y2’ y3j = f(x1, Xy x3]

f[x1, X x3] = f[xZ’ x;l_;1f[x1’ xz]

f[x1, Xo» x_.] = f[x1’ Xp? x3]

17



£, 5] - 2fx
f[xg, x, xJ _ (7o ix1 (212 %]

f[x ’ x] —f[x,, x]
- _ 1 2 1
f[£2’ X9 XJ - X=X

1 {f(x)—f(xQ) f(x2)—f(x1)}

f[xl, X, xJ = %%,

1 '.{f(X)“f(Xg) (XTX1) f(Xg) - f(xji}

K- X—X1 X2—X1

X“‘Xz X2—'X1

X-XD

1 X2—X1) f(X) + (X“Xz) f(x1)
(x=x() (x2-%1)

X—-X

[(X2-X1) + (x~x2)J f(xz)}_
(x-xq) (xp-x1)

1 ’ Xp [f(x) - f(x1)] - xq8(x) + xf£(xq)
- F=Xop (x=-x1) (XZ“X1)

(x-x¢) t(x2) }
(x~xy) (xp-xq)
1 { xp[£(x) = £(x9)) - x [£(x) - £(xq)

(x-x1) (xp—-x1)

X=X

x, f(x) - r(xq) - xq £(x) - xf(xyq) f(Xg)}

'(X—X;) (Xz—X1) X=X

X—XD

o [f(jc) ~ £(x)  xf(xy) - x £(xq) r(x2)}

X~X1 (x-xq1) (xz~x1) X9 =K1

o {f(x) - £(x,)  xf(xq) - f(x1)}

}[—X2 X"X.] X2—-X1
j
= ee— {f[x, x1] - :f:‘[x2, x.t]
X—Xz '
= F [xz, X1 s x] ................... (2.21)

. (x) = f(x.]) + (x—x1) f[x1’x2]+ (x—-xq) (x—-xz)f[}’c“xg,xﬂ
vy = r{x), omaka
f(x) = yq + (X-X1) [Y1: YQ] + (X—X1) (X“Xg) [Y15Y2sy3j

.................. (2.22)
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Pandang Determinasi Berikut :

x° X 1 f(x)
2 ]
X, x, 1 V1
=0
2
X5 X5 1 Yo
2 .
X3 %3 ! V3

Derivative/turunen dari determinan diatas adaleh hanya mem-

bedakan baris yang paling atas

2x 1 | 0 £r{x)
5 )
x4 X4 1 B
-0
>
X5 X5 1 g
5
%3 %3 1 V3

dengan cara yang sama maka didapat

) =.[y1: yz] + (2X-X1~X2)LY1’ Yoo y3] ceree (2.23)

II.3.3. INTERPOLASI DENGAN PEMBAGL DIFERENSI TINGKAT-n :

[a, b,-C’ --,n"‘b, C, toy Ilj

&, b, Cy very 1’1]3
a - n

eeees (2.24)
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II.4. INTERPOLASI PADA INTEGRASI

Untuk interpolasi pada integrasi ada beberapa cara.
Salah satu caranya adalah dengan Simphson 1/3 :

Pandang bentuk determinan berikut :

x2 X 1 f{x)
2
X X 1 y
1 1 1 =0
X2 x2 1 Yo
X z X 1 3
3 3 73

Dengan mengganti baris paling atas dengan integral, dimana

integral dari fungsi interpolasi antera a dan b adalah :
b

Jrf(x) dx

a

meka determinan diatas menjadi :

b b b b
fxz fx dx fdx ff(:{) dx
a 2. a a
' e
X4 Xy 1 ¥q
2
X5 x5 1 Yo
xy° X3 L Y3
_-:b3—o1 b b b b
—_ fx2 ax fx dx f dx ff(x) dx =0
.b,=b a a 8 a
T4 T2
ph
% % 1 V1
2 2
Xy kg Ko~y 0 Yo~V
2 2
Xy Xp Xy=Xp 0 ¥3~¥2

20



b b b b
fxg dx fx dx \j-d}: ff(x) dx
J=b3:(x2-x1) a a a . a
> 2 . .
. _ X X L Y4
) b4.(x3 XZ) 1 1
Kp+x, 1 0] [y1 ,yZJ
XyFX, 1 0 [ye,yBJ
b b b b
fxz ax fx dx fd}: f-f(x) ax
a a a a
b ,=b '
4 33 x12 X4 1 Y4
X2+X1 1 0 [y,] ,yz]
X3~X1 . 1 0 [?2sY3]_EY11yZ]
b b b v o
fxz ax fx dx f dx ff(x) ax
a a a a
.=b4:(x3—x1) )
- x, %y 1 ¥ 1
x2+x1 1 0 [y,i ,yz]
1 O 0 {y11y2sY3}

b b b
ELrf(x)' dx = érdx -yt {éf:: dx—x1)[y1,y2J +

b b b
f 24 f ax- Ix dx+x,%,)

Untukazszo; x2=h ;b=X3:2h,maka:
¢ 1 Yo I
y19y2 = = ’
L p. XZ—X1 h
'y v 1 _ Y3"y2 _ Y3_YQ _ y3-y2
, = = . =

.




h
(y3_y2 YQ"y1)
[ ] y2vY3 y11y2 h h
F41¥0r ¥ = =
13022973 _
XB X4 2h
3 Y3“2Y2"Y1
‘2h2 ‘
b 2h b 2h
erx = _[.dx = 2h j er dx = Jr X dx = 2h
a o} a, 0
b 2h 8
JPXZ ax = _f x° dx = - h ... e ..(2.25)
a o 3

Sehingga didapat :
2h

Vor¥qe. 8 Y4—2Y oty
£(x) ax = 2na(y,) + 2n2(-E=1) "+ (mnd-and) (2 —2-)
o} . h 3 2h2
3 .3 1 .
(5-11—36-1“—) (52) (y3=2y,%7)
h
= 2h(y1) -+ 2h(y2"y1) + (5) (Y3"2yZ+Y1)
N
= 2h(y2) + 5 (y3—2y2+y1)
h *
= 3 (y1 + 6y2 - 2y2 + JB)
oh .
. . Jﬁ f(x) dx = g (y1 + 4y2 + y3),' ..;.T.. (2.26)

O -

yang mana rumus ini dikenal sebagal Humus Simphson 1/3
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