BAR II
MODEL KONVERGENSI

Dalam mempelajari theorema limit, kita mengenal kon-

sep: konvergensi.
Definisi ¢ 2.1.:

Misal dipunyai suatu barisan dari bilangan-bilangan-
riil atau kompleks : Xy, Xp sev s Xy soesosses yang
tak berhingga, maka barisan { Xﬁ } konvergen terha-.
dap suatu limit A bila untuk setiap‘bilangan positif
& sebarang dapaf ditemukan suatu bilangan positif -

n, sedemikian hingga umtuk n > n, terdapatlah :

l X, - AI < € untuk setiap n > n  eee. (2.1.1)

| Definisi ini secara langsung dapat diterapkan dalam bentuk
barisan random variabel; sebab untuk barisan random varia-
bel { X&l} konvergen terhadap random variabel X. Selénjuj
'nya didalam teori prababilitas terdapat 3 buah model  kon
vergensi

1. Konvngen dalam prababilitas.

2. Konvergen dalam distribusi.

5. Konvergen hampir pasti.

II.1. KONVERGEN DALAM PROBABILITAS

‘Misal, X1, Xz, ceese 3 Xn ¢+ merupakan suatu ba~
risan random variabel. Diandaikan bahwa kumpulan variabel-

© berhingga mempunyai suatu distribusi berserikat.



Definisi : 2.2. .
 Barisan random-variabel { Xn]‘ dikataken konvergen da
‘lam probabilitas ke random-variabel X, bila untuk getiap =~
€E>o0 |
LUmit 2 ([ X ~X[>E) = 0 ....u.n. - (2.1.2)
n ———pc?
atau bisa ditulis sebagai : Xn-—~¥E~* X .
Konvergen dalam probabilitas mempunyai sifat Konvergensi -
Cauchy . Jika-{ Xﬁ_} suatﬁ barisan random-varisbel sedemi
kian hingga untuk setiap € » 0, 7 ‘>§)terdapat suatu n, 8¢
hingga : | '
'P‘(|Xn-Xm| Y€ ) L i, (241.3)

Untuk setiap n, m N,y maka terdapat suatu random wvaria-

bel X yang berdistribusi berserikat dengan Xh sedemikian =

‘hingga @ | |
A»P(r-l}fn - KI 7 &) konvergen ke 0; untuk setiap £ » 0O

Jadi barisan { 3&1} konvergen ke X dalam probabilitas +i-
dai:lah berarti bahwa untuk setiap g » 0 terdapat suatu n,
Yang berhingga sedemikian hingga unbuk setiap:n_j> ng hu =
- bungan : lXﬁ(w) - ng)l<:8 akan dipenuhi untuk setiap -
W € S |
DPari definisi konvergen dalam probabilitas, yang berlaku ha
nya probabilitas dari event {'th - Xl >El} mendekati nol
untuk n — «7 , maka barisan random-variabel { X } kon
vergen stokastik ke nol, bila untuk éetiap £ 7 O.
limit P ( I*{nl € ) =0 ceerieniiiiiinn. (2.144)
De—3yr2 _
Contoh : 2.1.
'Jika Xn.; n=171y 2y eeeveses merupakan random vari

abel terbatas hingga | XT‘I & c, meka syarat perlu dan
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Cukup bahwa Xh akan konvergen dalam probabilitas.ke nol yaitu

dipenuhi hubungan.
limit " E ( | X, | )
n —»¢o

- Bukti s

]
o

Syarat perlu.

Dengan menggunakan_pertidaksamaan Markov untuk random variabel

Ian,d_ipunyai:P(']Xn|76)<\ —I;é-)-%-l—-l';olehkarena
bérisan randompvariabel{ Xn} konvergen dalam probabilitas ke -

nol, bila;.E}[Xh] = 0, maka :

limit 2 ( | X, 1>&) L Limit ‘E )

n —%»on n —30n
limit (| X, |>6)<0

n ~—3€0

limit 2 (| 5, |YE) =

n =—3c)

Syaraﬁ cukup.

Misal A, (5 ) merupakan event | X | > ; dengan &> 0 maka di

dapat : ‘ |
B[ X, | )=F(|% || 4,05, B(a, (5)) +
B (%, || TS ). BCT (85))
Nix 148
-n (208 (5 ) E["‘ 2 :|
- ® _A“ IREAPY;
P(A, (8))
=B (e). P(a, (8)) + B(§). (1~ (4 (§))
BE(| % |)=c. 24, (8))+8.00 - B(a, (5)))
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limit B (| X, |) = limit C . (A, (8)) + iimit 8. (i-P(An(J ))
Ny 02 ‘ L n——>c?

limit B (| X, |-} £ ¢ limit  B( A, (8)) +& .limig
D32 ' Ir——3%¢" 1 =) C?

(1-2(a,(5)) . '

dengen assumsi : limit P ( A, (§)) = 0, maka

I——3t7

limit sup E q X, 1) €8 ; karena § dapat senkecilznya se -
>en =

' hingga
limit B (|Xn| ) =0
- aen
Theorema s 2.,1.1.
Misal : £(x) merupakan fungsi kontinu dari x dalam -

(=7, ¢7 ) dan barisan random variabel { X, } konvergen dalam
probabilitas ke X, maka barisan { £ (Xn) } konvergen ke £ (x)
Bukti '

Untuk € sebarang » O dipilih suatu bilangan M sedemiki

an hingga P ( [ X, I)"])(—-é&--r G etetrsreetatsseenennns (241.5)

Kemudian ditentukan: 3 himpunan 4; B dan C sedemikian hingga. :
A : event dimama | X | < 1)

event dimama | X, -x | {5(E,7)

C : event dimana |f( X, ) -2 (X)|(5

a8

EI

dengan S (& ,"'7) merupakan fungsi sebarang, maka jelaslah -

bahwa C'G A'U B'. Kavena BE A, maka P (B)< P (A) sedemi
kian hingga didapat P (¢) < P (') + P (B') ateum

P2 E)-2(x)|28) < 2PO[X |27 «
POJE, =X 28 (E€,7)) veveriiiinininnnnnnns (2.1.6)
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Karena { X, } konvergen dalam probabilitas ke X, terdapat-
lah suatu bilangan bulat positif N yang merupakan fungsi da
ri € , § dan % sedemikian hingga untuk n > N

POl % -x |38, < £ ... (2.1.7)
Dari. persamaaﬁ (2.1.5) dan (2.1.7), maka persamean (2.1.6 )
menjadi

P (] £(x) - £(x) | 3€) < -%- -

P (] 2(X) - 2(X) |36)< &

dengan kata lain
£(X).
Contoh : 2.2.

f(Xﬁ) konvergen dalam probabilitas ke -

P

n-—

Misal limit X ———=———C dan £ (x) merupaken suatu .
‘ : n—s o .
fungsi yang terbatas dan = - kontinu dititike, maka 1li-
mit B{f(X )|= £(e ).
st 5[2(x,)]
Bukti

Karena harisan random variabel{ Xn}.konvergen dalam-

probabilitas ke(, meka dengan menggunakan theorema 2.1.1, -

didapat

1imit [f(xn) -f (e )]:, 0; jika X —E 5 0 syavat

n ~»en ‘ ‘
perlu dan cukup adalah limit E ( X, ) = 0, maka berlaku

N —3

1imit E[f(xn) - 7(¢ )]-: 0

n '.—'—)C/J

limit E[f(}{n):|= limit E[f(c )]

n —=>tn n—-—)w

limit 3[f(xn)]= £(¢)

n —3c)

dengan kata lain : E[f(fxn)]: £f(c)
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I1.2, KONVERGEN DATAM DISTRIBUSI

Definisi :' 2.3, ‘
Fungs;r_-fungs:. d::.strlbus::. X, dan X yaitu ¥ (x) dan
F(x) d:t.katakan konvergen dalam fungsz. d:_strlbus:l., jika =
F (x) — P(x) untuk n ——» dlseta.ap titik kontinyu -
- dari F(x) R maka dikatakan suatu barisan konvergen yang le
. ‘mah terhadap suatu fungsi distribusi F(x).
Definisi : 2 4.
Fungsi-fungsi X, dan X yaitu Fn(x) dan F(x) dikata-
. kan bahwa suatu bar:i_.san .[ Fn(x) } konvergen lengkap terha |
dap.suatu fungsi F(x) bila Fn(x).- konvergen lemah ke F (x)
dan jika F(x) merupakan suatu fungsi distribus:i yang meme

nuhl syarat F{ +v1) = 1 dan F( =~ en ) =

Theorema : 2.2.2.

Bila barisan{ }gl} konvergen dalam probabilitas ke~
X, fungsi distribusi F (x) dari X, mendekati fungsi distri
busi F(x) dari X di setiap titik kontinu distribusi F (x).
Bukti . .

Misal : A, event dari | X - X | < & didapat

E"[J(l,l(x]:P_-_[Xn x| 8] P(ay) + B[R, x]A;"] .

B(A, ) eeeteearrsoseeserarsisssennes (2.2.8)

karena. { Xn} konvergen dalam probabilitas ke X, meka berla
ku : .
timit Pf|%, ~ X| Y€)= 0, (definisi 2.2) ini berarti
LI w i
limit P( A )-0 ; sedangP(An)=1~P(I;) hingga

n ~—3y¢?



Izef[xn< x]= P.’[Xn( x| A

‘Limit B (A)) = limit [1 ~ P (X, )] | .

s A7 S ="

limit B(An) = 1 = 1limit P‘(I; ) =
T ¢ . I—>¢7

B[ x¢ ] = B[ ] o1 oSS 1% = X1 7]

e [}x, - x|2¢] ) (Ah)
] pllx, -x[2e]

P[], -x|ye]

E’[X(x]_l’[)g,l<xlAn]+]2(Ah) . (2.2.9)

(T )

P[X < x+EN|X -x[(&]

retapi B[ X ¢ x| 4 | K[, < x4 | A ]

P{A )
P [Xn<x|Ah]<z P:P[fix)“‘s] .............. (2.2.10)
o )
séhingga : limit P[X‘n< - I Ah] & limit E[X( X +8]
C Deeden | v en 2( A )
imte 2 Tx < o 174 2lxx e
ot SOl Y L verrerry
ey

Dari persamaan (2.2.9) dan (2.2.10) didapat

plx< xe)
Llimit P £ x + limit P (A )
n—3e [Xn ]\ limit P(4,) n—sen Iy
N -—»tn 7
cuimit P[X ¢ x] € P[X ¢ x +8] untuk setiapg>0..(2.2.11)
Iy /)

Terbukti bahwa Fn(x) mendekati F(x) dari kanamn.

. Dari persamaan (2.2.8)

Pl 2[5 < x| 4] ) + p[xgx 5] - 2 (5 )




Srwnpapmpany

karena limit P ( A
n -——3cn

2 [%,¢ ]

) = 0 ; didapat

P[X,< x| 4] - 2 (i)

P[X< x N X -x|<E].2 (4 )
P (A )

Flmces] = px< o]
P [xn< :x:] > P[xx-g]- ¢ (A ) eeeener (2.2.12)

F[nc=]

I

Sp——

Linit 2[X ¢ x:[ > Llmit P[x(x -&] - Limit P (4, )

=30 n ~— e n —pen

1imit 2| x < x:] 2 P[X¢ x -8] untuk setiap ey 0

n —3¢&7 ceseses (2.2.13)

Terbukti bahwa F_(x) mendekati F(x) dari kiri
Dari persamaan (2.2.11) dan (2.2d43) terbukti bahwa Fn(x) men
dekati F(x); karena & dapat dipilih sebarang kecil, maka =~
persamaan (2.211) dan (2.2.13) merupakan suatu pernyatasn -
theorema (2.2.2) vaitu :

limit P[Xn< x:l = P'[X{ x]

n —re _ -

 limit F (x) = F(x)

n —yen
Jadi konvergen dalam probabilitas mengakibatkan konvergen da
lam distribﬁsi; sedangkan sebaliknya tidak. Sebab Xn dapat -
independent dan terdistribusi secara identik. Uﬁtuk ini mi
salkan P [I X, - X [€ 8]; ‘bila X merupskan distribusi random
variabel vang terdistribusi secara ideptik pada setiap Xﬁ; -
. . _

¢ v

B(| %~ X[¢8) =) [ £). £(x + y) dx dy .ueene

-& =2

e (2020514)l '
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dengan £( . ) merupakan fungsi density dari x dan X, untuk

setiap £ kecil sebarang > 0

c . .
X + &
J f(x + y) dy =f f£(u) du
. -E X =g
dengan :,.U.."= X+ 7y
d.u = dy |

Misal : j f(u) du = #(u) + Cy maka 'F'( U ) =1 (u)

X + & + 8
Jadi j £(u) du ='F(u)} = F(x +8) - F(x =€)
X - & X -8

dengan theorema harga rata~rata yaitu :
1
f(a+h)-f(a)=hatf (a+®h), 0< €% 1

' !
meka F(x +g) ~ M(x-g)xz2&. F (x~-&+% . 28) dengan -
o =%

1

F(x +6) = F(x) = 2. F (x)

~ 2&.F (x)
hingga bentuk ruas kanan dari persamaan (2.2.14) dapérl; dide- 5
katkan pada ' |

. e & |
O], -xlce) = f Jf(x)-f(x+y) dy dx
S7 T e |
mff(x) J flx + v) dy dx
- ~E ‘
~ [ £(x) . 28. 2(x) dx
S
PO | X, -X[¢8) = 28 - [ £2(x) dx .eun (2.2.15)
‘ -t

den P ( |X, ~X | >€) g1-13('[xn-x[gs)

1-2&./ £2(x) dx

-7

X



II.3.

- 1] -
Jadi [ X, } tidak konvergen dalam probabilitas ke X

KONVERGEN HAMPIR PASTT.

 Barisan { X, } konvergen hampir pasti ( almost certain /
a.c) terhadap X untuk n —» & terdapat probabilitas p = 1 yang
membuat setiap barisan Xn akan konvergen ke x. Kriteria ini me

rupakan kriteria konvergensi yang lebih kuat, yang berguna da

lam theori theorema limit probabilitas yang dikenal sebagai -- .

" hukum bilangan besgar ¥, Kriteria ini equivalen dengan syarat

Limit 2 (sup | L, - X | D€) —> 0 ..... (2.3.16)

n —» ma>»n

dengan perkataan lain, untuk setiap € > O

limit P (| X = X | D& untuk m > n) = 0 «rvu (2.3.17)
n ——ycm S

Syarat equivalen ini tidak tergantung secara explisit pada X

untuk setiap € >0

limit sup P ( | X - X | D€) — 0 ...vvnns. (2.3.18)
In—»cen m3>» n

Ini disebut konvergen yang setara dalam probabilitas, secara

simbol dapat di tulis sebagai : X —2*2— X . Tampak balwa

-pada persamaan (2.3.16) equivalent dengan

P [ limit X (w) = x(w):l = 1 untuk setiap we L.
Il ~—}e7

dengan.fL'merupakan rvang sampel sebarang.

Theorema : 2.3.3.

.Misalkan-Fn(x); n=1,2, ++0... merupakan fungsi distri

busi dari random~variabel Xh.
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Barisan { X } konvergen stokastik ke nol .bhb barisan

,[ Fn(x) } memenuhi hubungan.

O wtuk x &0 (2.3.19)
1 untuk x %0

limit Fn(x)
n —>»cn

Bukti ( = )
. Jika barisem‘{ Xn} konvergen stokastik ke 0, maka se

tiap € > O terdapat : limit P (| X, 1>8)=0 .... (2.3.20)
n e

Dari persamaan (2.3.20) yaitu limit P(| X, | >&) =0 untuk

setiap €5 0 dan n — e didapgt_?j’xnpa bhb X & - €
ateu X, > &

P‘(I}(n|>£)=P'(Xn< -€)+P(X >g )

P( %, < x ) = Ty(x)

untuk x = ~£< 0, maka P( X € =& ) =F (-€).. (2.3.21)

d.anP(K_ﬂ>€)=1-P(Xn£8)
P(Xn>e)=1-1f(xn<a)+1>(}%=a)
P__(Xn)ﬁ').: 1 - Fn(E)- P (-xn=e,)—-—+o ees (2,3.22)

Karena untuik setiag € >0 terdapat 61 sedemikian hingga -
0< 81 < € , selanjutnya dari hubungan persamaan (2.3.20) un
tuk £> 0 didapat P (Xn =& ) —>»0 ; maka persamaan(2.3,22)
didapat

T =F (E) =30 .iiiirinnriionreannonann (2.3.22)

Selanjutnya dengan mengganti £ dengan - x pada persamaan -
(2.3.21) dan mengganti € dengan x pada persamaan (2.3.23) di
N mana 'x > O didapat persamaan (2.3.,19) séhingga (=) terbukti
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n - nvhi.

=1 untuk x >0

Sekarang jika persamaan : limit Fn(x) = O untuk x £ O }'tergg

maka harus dibuktikan bahwa : limit P ( | X, | >€ )
n ——yen

| Bukti :( &= )
P(X,<-&)=F(-£)—0

limit P (X, { - € ) = Limit F ( -&) =
n -~y N ey

limit P (X, > € ) ¢ limit P (X, Y €

n —»e? n —»en
= 1limit | 1= P (X< € )
11——909[ k ']

llmlt P(X, >¢&) <'1 - limit P(X, < € )

Limit P (X, >€) ¢ 1~ Limit F (8)=1-1=0 .....
a4 n-mper cevese (2.3.24)

Moka Limit B} % |> £ ) =
n ——>e

Karena (éi% )  terpenuhi, maka theorema bterbukti.

Catatan.

Random-variabel X dipilih sedemikian hingga P(X = 0)
O untuk x £ 0 }

1

1

mempunyal distribusi : F(x)

1 wntuk x > 0

dan fungsi distribusi ini kontinu pada setiap titik x £ O.

Dari persamaan (2.3.21) dan (2.3.23) tampak bahwa setiap ti-

x # O barisan distribusi Fn(x) konvergen ke fungsi dis -
tribusi F(x), sehingga dapat disimpulkan bahwa barisan fung

81 distribusi random variabel Fn(x) konvergen stokastik ke O

0



- 14 =

Theorema : 2,3.4. (Tanpa bukti)

Barisan random variabel { Xy } konvergen secara stokasg

tik ke O bhb barisan fungsi distribusi random variabel Fn(x)

konvergen ke fungsi distribusi random variabel F(x) pada se

tiap titik kontinu dari fungsi distribusi F(x).

Theorema 2.3 05 .

Jika barisan suatu fungsi distribusi random variabel:
K1, Xé, Xﬁ, esses. yang bernilai integralnya positif konver-

gen ke suatu distribusi probabilitas sehingga jika : limit -~
' n —y ¢

Pnk = Pk ; (k =‘0, 19 2 ocl-o) .o....‘...-l.‘.l.ll;0l00.(2'3025)
n

dan Z Pk=1 ...ﬂ........'..‘...'..‘......'......(2.3.26)
k=0

- benar untuk P, = P (xn =K); K = 0,152 eevnnnaeees(2.3.27)
maka fungsi generator dari Xﬁ

el k : .
G-n(U ) szO Pn:k . J .-.ooo-oo..ooo.ooa-(2-3.28)

konvergen ke fungsi generator dari distribusi { B }

e ‘ k
G’(U )= Z- Pk. U .oooooooonococooaoooo&--(2.3a29)
k=0

dalam l;ngkaran satuan yang tertutup.
Sebaliknya :

- Jika barisan G, (U ) mendekati suatu limit ¢ (U ) wn -
tuk setiap U dimana | U| & 1, maka persamaan (2.3.25) dan
(2.3.26) berlaku yaitu G(U ) merupakan fungsi generator dis



(2.3.32) untuk n yang sangat besar, maka

- 15 -

tlribp.si‘.{?k] dan dis -

Bukti
» U3 i
limit P, = B dan E P = 1&> 1imit Gn(U ) =

n —ye K= n =——pe?
G(V ) untuk |U[¢1
(=) o

&)
Jika 1imit Py = Py dan 5 P = 1 ===3 limit G, (u )=
n -—ye? k=0 n —yer.

G‘(u)‘QICCC-ICOOOCIl........l...........‘... (2-3.30)

Misal : & > O, dipilih N sedemikian hingga

=) e ‘
L Pk< _2‘"""' 0..‘...'00‘l.o...l.lt.l;"pl.l. (2-3-31)

dimana P, memenuhi persamaan (2.3.25) dan persamaan(2.%.26)

Dipilih bilangan lain n yang cukup besar hingga berlaku.

E

e = B | < -2'%.; (K = 03132y 000es B-1) 4.0 (2.5.52)

yang merupekan sebagal akibat dari persamaan (2.3.25), kare
o .

na, E Pk = 1i berikutnya dari persamaan (2.3.31) dan
k=0 ‘

£ £ £
| P = 2 | < S v - 5 < Fae = < 7Ty

. N E & 3

N = 1 N - 1 N -1

k=0

N~ 1
ank}_ Z (Pi{-ﬁ-) = RZO B - Z ﬁ__
k=20 -

k =0
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£ £
E Pnk>.§ Py~ 7 - W= > P =
1‘_E=_0 c = 0 k=0
L] (-1)
N -1 < N1 c
- ZPnk N - ZPI{"'T
k=20 k=20
N =1 N -1
1 - P 5; 1 - P +-ji—
E nk 2 k * 7
k=20 k=20
(7 - o N -1 c
E Phk - Pnkfg- E fk - E Pk-+ -zf
k:o = k:o K:o
> B & > Bt
k=N~ k=N
o .
. g p, £ & £
t e nk —— ——
| e S R
. .
Y 2 € : '
- - e g :PI]}C g _"2""' 4SS P PRI OIS IIAILIEBLEREERDRTRES (2-3-33).
k=N )

Dengan menggunakan persamaan (2.3.31), (2.3.32) & (2.3.33 ).
Tanpak bahwa :

N=1

|eu) - ()| ¢ > | B -2y | +D B o+
: . ' k=0 k=N .
3 |
Fok
k=N
£ _& & £
STt
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Jadi limit [|Gn(u)-<}(u)|sa] = 0
n-—w» ‘

limit @ (u) = G(u) untuk|u| < 1

n—om

(‘<==M ) jika limit @ (u) = 6(w) = limit By = P, dan
1 D7 .Il-—')‘ﬂ

e
' : E Pk = 1
_ . k=0 .

Dari assumsi : limit &, (u) = G( u) wntuk|u|g 1 dan
n—wv '

el W) | & (1) = 1
- untuk (Ul g 15 n = 1,2,3, seessscssacssesescssensesnsel2a3.54)

Dari p_ersamé.an (2.3.34) berlaku bahwa G{ u) tetap untukju | 1
dan Gn( u) konvergen uniform ke G{ uw) dalam lingkaran tertutup

Julg n <t

e Tk

Dengan menyatakan G( u) = E Ppe VY dan menuliskan U unbuk .

k=0
lingkaran,

ful =t ¢ 1 didapat :

"C .

) —
q
1t
™
o
L —
g
1]
P
—~l
|_l
L]
o]
23

dU = Llimit Py
i) ‘ S on e
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Pk = 1limit P
n —y ¢

nk

. ° ] limi-b Pn.k. = Pk i I I (2.3.35)
n —3 en .

Dengan demikian pefsamaan (2.3.25) berlaku :

G( W) = limit G, ( w)
n —en

G(1 ) = limitg qn(1) = 1
N —) e

CdJadi s

Ms E[VIs

B = 1; maka didapat pula persamaan (2.3.26), se

=
]

0 hingga

theorema terbukti.

Catatan :

Barisan fungsi—fuhgsi generator konvergen ke suatu li-
mit fungsi distribusi { Py } memberikan persamasan (2.3.25)
dan (2.3.26) berlaku.jika persamaan (2.5.25) berlaku, sedang
kan persamaan (2.3.26) +tidak berlakp, malka, limit)&n(u ) ber
| n —3 o
laku han&a dalam interior lingkaran satuan (JU[| < 1)
Contoh : 2.3

Dengan menggunakan theorema 2+3+5 buktikan bahwa dig
tribusi binomial konvergen ke suatu distribusi poisson bila
n méndekati tak-hingga.

Bukti : :
Jika P kecil dan n sangat besar berlaku n.P = A . Jika

Gﬁ(il) merupakan fungsi generator distribusi binomial, maka.
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n .
Gh( u) =(gqg+ P.u) dengan P+ q = 1, maka g = 1 = P

n

-Gn(u) = ( 1 -IP+-P.u)n (142 (Cu=-1))

karena : n.P = A, maka P =-—§- sehingga didapat

-e

Gn(n)=[1+~—§-(u-1):|n=[1+"‘ﬁl§il]n

P Al A(u-1)
G (u) =_|~1,+ (“n ”:lﬁj;)

Misal L SO
A(u=-1)
6w - [( 1 +-W—>l
limit G (W) = Llimit [(1 + -%—) :I
n —»? W —p o
A (u-1)
limit Gn(u ) = e
N (1
Au-=-1) :
karena : e merupakan fungsi generator dari distri-

busi poisson, dengan theorema : 2.3,5 disimpulkan bahwa dis
tribusi binomial konvergen ke distribusi poisson wntuk n -

yang besar.

II.4.HUKUM BILANGAN BESAR

e

Theorems : Berneolli : 2.4.6

Dalam sejumlah experimen yang independen, frekwensi re

latif event A mendekati secara stokastik probabilitas P (A)-
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dari A bila jumlah dari experimen mendekati tak terhingga.
Bukti :

Misal X, = ~S- merupakan frekwensi relatif event A-
| dalam sejumlah experimen, dengan mean = n.p dan varian =
E n.p.g.sebagai akibat dani pertidaksamaan Ghebyshev didapat

o
P*[:(k - n,pP )2 P A .V’ n. P, q|<
' o ! =
p [ amap)? 3A ) m rodlg

il

P[n.|xn-9|ga. n. P. q|§

S |
.Pﬁxn-Pl _;-Al.l‘n'i'q]S'—Tq ‘

loul u)s

u ’ Na P. g_ ‘1«%
P X - 7P A, —— | ——

2 [x -2 >3 . Rea¥l¢ L
? n A2
cecesesesvesasens (2.4.36)

. " e »e

%
n
* 5 0 ¢ b s e e s 2‘ *
o (2.4.37)

bila diambil A =€ (
maka persamaan (2.4.36) menjadi
. -] 1
- >d<

¢ S
- & T4

:9>[|xn-1> >g]§—3—'_—9—z— (2.4.38)

n .6

Selanjutnya bila n mendekati ¢? , maka

| P'[an— P | )a] - 0 Terbukti.

Hukum ini dapat diinterpretasikan sebagai berikut; bila di-
lakukan n experimen sesuail aturan Berneolli dengan probabi-

litas event A = P, maka hukum bilangan besar menyatakan bah
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wa untuk nilai besar n probabilitas frekwensi relatif event A

.akan berbeda kecil dari P dan mendekati 0.

- Theorema : Chebyshev : 2.4.7.

Jika : X1, X2 coessey Xn merupakan suabtu barisan pa -~
sangan random variabel independent dengan varian berhingga -
yang dibatasi oleh konstanta yang sama sedemikian hingga :

(ﬁ2X1:S C H GZXE s; C, cer e ngﬁ $. G, maka‘untUk seba=-

rang & > 0, berlaku

Limis B[ [T = P]<E ] =1 wreveiiniinneiriennnn. (2.4.59)
n o~y

X+x;.....+ ' n
! 2 Kn dan P = "%r' EZ:

dengan ¥ _ = ]
. n n k= [Ek
00--..-.:-‘----.--..0- (2.4.40)
Bukti @
1 n 2 ] n_ -"12
VarYn=E\:—-_}-1— 1 Xk:I - B[—-ﬁ- kzr le_” .

L I R A R I R A A A AN N N AR (2.4.41)

|

Var Y = - {E[Xk]?'-‘(E[XK] )2}

1
Var ¥ = —s E Var X

Akibatnya :

Mr%= ﬂrﬁ %r@+VwXﬁ””“ +%r%}
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‘ 2 2 2
1
Var Yn £ — G‘X.I + O'Xz F eevee + G‘Xn}

n

-

{C + O + sseevsersssae C
n

l——

2

VaI‘ Yn \§ ——Igi-“ ....."-.........-......‘.v.. (2-4.4'2)

Menurut pertidaksamaan Chebyshev

E I_n" > %o - > E‘[Xk]]“ Z1= =
i k=1 k=1 | &
- T o
P =P | <€&|21- == ;
e - O
P‘ Yn _P <8 2 1-——'—'——2‘ XY (2.4043)
- - n.é¢
i T _ o
limit ELI T, - P <&} 3 Llimit (1 - 5 )
n —e - n —yen n .8
limit P [] <& Jloeereneaniiiiiiaiiiilin (2.4.44)
n— - :

Karena probabilitas tidak melebihi 1, maka, persamaan (2.4.44)

menjadi s

lllﬂl’bP[‘Y—P'(tS] -1

n—

Akibatnya :.

Jika suatu barisan pasangan random-variabel independent
X1"" X2, oco-oncnconooooon-.-',]SldenganE X1] =E[X2]g

2
..._=’E[xn'_]=:u dan G'X <G (Tx c, g € [
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maka untuk & >0 limit P ( l Y - ’<5,)=1.. (2.4.45)
no—y ¢

Ini menunjukkan bahwa, menurut hukum bilangan besar untuk n
yang sangat besar dengan suatu probabilitas mendekati 1 bisa
didapat éuatu nilai yang mendekati kwantitas I yang diingine-
kan dan ini mendekati mean hasil‘observasi : X1, XZ.....,AXH
Selénjutnya pandang'pasangan random -variabel independen AXk
dengan distribusi yang sama.

'Misal M menystakan expektasi Xk yang berhingga. Kint Chine-

menunjukkan bahwa nilai mean dari Yn = -%~ %E' Xk mendekati
=1

prbbabilitas ke I bila n bertambah, meskipun varian dari xk

tidak ada asalkan meannya ada.

Theorema : Kint Chine : 2.4.8

Jika X? merupakan pasangan random-variabel independen

yang terdistribusi secara identik dan misalkan E ['Xk:]= M a

da, meka untuk konstanta & sebarang limit P(] Y - M ] >E )
n—y e

——— O-...................................;...... (2.4.46)

" yang dapat ditulis sebagai : Yn-nwwg———a M
- Bukti e

Diassumsikan M = O dan didefinisiken random variabel baru.

36
Xy

%, untuk | X, | é k
' cesseesaes  (2.4.47)

n

0 untuk I 3k| > k

bila FX(X) merupakan fungsi distribusi dari random variabel

xk didapat :

% o 7 # |
(nlek g os[x]-+ & ] e
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n -k k _
=-_-—11—-- {JO.d.‘E‘(x)+Jx.dF(x)+
k=1 * on =k -
m .
J 0 . d F(x) }
k
Z Lk
= —gl—' .f . X . d F(.’XZ) edtoe s oo e (2.4.48)
K=t =k '
k
karena diassumpsikan E[Xk] = limit J x.d F(x) =
| - . n =07 ok
v .
J xua®Mz)=m=0
- )
maka didapat : limit —— ¢&_ E[X*] = 0..... (2.4.49)
Do k=1 :

- Selanjutnya ditentukan varian dari Kk%

v ) 5[ 577 (et
Var () =E [ %77 | 2
3 - k '
ver (4) & B[ X ] _ | 2. arx) ..(2.4.50)
—k
. n n |
Var Y, = Var ( —%- Z Xk) = 12 Z— / Var(Xk)
k=1 & k=1
| n
I Var(Xk%)
| '’ k=1
n ' n k )
| 1S * 1S
3 é S L Var (Xk) = f x~.4d P(x)
| k=1 : k=1 <k
| v -
;ﬁr». §§§; Var (X 7) SSV:{-I vfg l ar (x) +
: -y
f]x]d.F(?x);lxl)\(E-
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1l v n
1 E ® 1 .
— Var (X ") < ledF(X) +
n " }’k X = [\/_n-

J ] [ AF(X) eevevreoncanneennnns (2.4.51)

x>V a

n
-—12-— Z Var (Xk*) £ 0+ 0
n [

n
! v * = Sencersessssrrssavans 'Y
= Z Ver (%) O : (2.4.52)

k=1
Ditentukan random variabel lain Yn*r sedemikian hingga :
?
' r n .
: a O % ’
Y = ,
n,xr I ( }CK + X}( )nooo-o (2.4.53)
‘ k=1 k=r+1
' T n -
lim Y = lim S Z + E )
n,r n Xk XI{
T —3 2 n-—« k=1 Kk=r+1
. iy n
= 1lim [——:—i—- ( 5 - x. dF(x) + j X dF(X.)):]
n —»cn k=1 k=r+1 '
‘ T
= lim --_g-l-—- f x o aF(x) + limit —-1n—-
n ~=3¢} k=1 n-—wu
n
j x., dF(x)
k=141
limit Yn,r' =04+ 0
n—wv
limit ¥ ., =0, maka dengan theorema.2.2.2 didapat
?

n._._)m
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limit Y _—E 5 9
n,r

n — e

Pada sisi lain didapat :

I

BT AT)E > R, L4 )
. k=141
n
= > J . dF(x)
x| >k

k=r+1

¢ j D] GP(E) eenvennnenennns (2.4.54)
Izl >z

Bila r sangat besar, maka untuk S > 0, pertidaksamaan dari

L3

F (Yn,r

£ Yn) { & ; sehingga untuk setiap £ > O

y
A1)+ 20| T |>B

n,r

POl | >8)=B( | Y, |)&sY

Yn,-:r' = Yn)

* .
limit P (] Y | D& )=Limit P( | Ta 1285 Ty # T ) +
‘n—uv nh—y

limit P ('| 156 s Yn* ;Yn) ceeeniennnees (2.4.55)

r
L
n—

limit P (| Y, [ D&Y L § + 0

D =—»w .

Akibatnya ¢
Limit sup B( | Y, | &) < & aevirerrinnn (2.4.56)

N ey

Karena & terientu, maka berlaku
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limit 2 (| Y | &) = 0, sehingga theorema terbukti.
Il ey O

Bila barisan random variaﬁel : X1; Xz, cesecanee Xn bukan-
hanya pasangan tetapi benar-benar independen, theorema ini -

dapat dibuktikan dengan sifat-sifat fungsi karakteristik. .

Theorema : 2}4.9.

Jma{ﬁ};k=1,&."““ mmm@@wﬂubw@
an random~variabel independen dengan distribusi yang sama, de

ngan nilai expektasi B [ Xk:] = M, meka barisan { Yn'} deng
X1+ X2+ ..O".....!‘Xn

T konvergen stokastik ke M

anYn=
Bukti

Misalkan Qi(t) merupakan fungsi karskteristik random-

variabel Kk; karena Xk independent maka fungsi karakteristik-
Yn adalah :

(X1 + X +‘ D Y Xn)

16.Y it 2
¢Y ('t) = R [ e ] = = e n
n - .
I ¢ X, X
\_ it nj + it n2 + eesee + it. nn :}
=B {e

L . 2 ‘
- ite — 1te —=
= E\-e n ].E[e n ].coooaco-ooto

= Py (8. By (8) e By (B)

n - n n



ﬁYn (t) = ¢X1 ("'étl"" ) . ijz ("_.‘[t"{" ) trresae gxn (%)

. n
+
ﬂlrn(t) [ gx (T)] ooonoooco’o-ooc (2.4057)
Karena nilai- expektasi E [Xk] = M ada, maka ¢X(t) dapat diex
pansikan dalam persekitaran di $itik t = O menurut rumusan -

Mgi}Laurin :

: it X
ﬂx(t)=E[3 ]
( )2 (it )3
it X it X it X
=E [1 + 1! + 2! + 3 ! +ocl:—‘
2 42 B T 1 ] :
* -t X :L't X * & 0 2 % &0 & % 2D \
= \:1 Mt i
Pr(t) = E[1+it.X+0(t)] .

2 3
(it X) N (it X)
2 L 3t

Tt esses e

dengan 0(t) =
Pr(t) =1+ it. BE[X ] + 0 (%)
¢X(t) =1 4+ it. M + 0(%)

Jadi By(—i)= 1+ i . ——~ . M+ 0 (-z—) venrrerenees (2.4.58)

Substitusikan persamaan (2.4.58) kedalam persamaan  (2.4.57)

b ) = [ B (2]
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by (8) = [1 g (-g-.)] e (2..59).

p— . .. n
In ﬁYn(t) = 1n|1 + M, ;t-+ 0 (-?E—)]

- , Y
Infy (4) = Inf1+m,-E o0 (_;Pl._)]
n —

In §y () =n In [1 + M -T%l—t—- + 0 (—-I-E—)] e (2.4.60).
n - :

In g, (%) NIn {142 ) eenevinnnnnnnnnss (2.4.61)

it
n

dengan'iaml‘-’l. +0(—§-)

uwntuk 2 séngat besar berlaku : 1n (1 + Z) 2 Z; hingga

in By (t):n.Z—_—n[M.-%E-ro. (—E—)]

Ing, (t) = Mit+n .0 (=) erereiiineine. (2.4.62)

untuk t sebarang : limit n . O (—':;'1") = 0, maka didapatkan
n-—om

limit 1n fg(t) = limit M. it + limit n . O(—i-)
n— o n —3 e n—

n—>» e
Mit
limit QﬁY (%) =-e
n—» ¢
atan :
n Mit

|
o

11:1{111; % (-g-)]
e

LI I B BN B N B BN BE BN BN B B ) (2.4.63)
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Contoh : 2.4. (Huwcum bilangan besar tidak berlaku)

Jika random variabel Xk Semuanya independent & mem

‘bunyai distribusi Cauchy yang sama dengan

1 & o
£x) =— } Maka Y = mee juga mempu -
L+ x2) e

nyal fungsi distribusi yang sama
Buk+ti
| 1
£(x) = ——t—s 5 ~n X
K1+ x2)

Fungsi kafaktgristik dari random variabel ch yaitu

-¢X(£) dengan -@( t e

ﬁjx(’c) = E[éitx:l = J eitK :f‘(x') dx

-
(t) = 1 dx
ﬂX j IL(‘I +X2)
'
L.6.X ,
Bo(6) = - ~—t o dx
X i 'Le (1 4+ %)
e bz -
Sedangkan f 12 dx = ZTLiC'T_—R"r
, h (1 +x= )

dengan > R’ : jumlah semua residu dari £(x) di semua ku

tubnya yang terletak di setengah bidang atas.

Kutub-kutub dari £(2) ='( ] 2) adalah Z‘l = 1 dan Zz=-i
' 1+ 2

keduanya merupakan kutub-kutub tingkat satu.




-3 =

itX ] itz
5- dx = ——— ( 20(4 Res =
) I (143

7 = i)

-7 (1 + X 2)’

itz
e
(2+i)(Z~1)

-3

Limit 2i (Z-i)

i‘t.i
. e
=gy —=e
© karvena -0t (e berarti | t | { 7 jadi

itx S

(Vg
e
- j dx = e
: o (1-1—}:2)

Kesimpulan :
7 itX

P.(t) = B I: eitX] 1!'L J (e 2) dx = e“| &l

w‘l-{-x

Ini berarti fungsi karakteristik dari random variabel o :
-t | 3
Xk = e | ; dan akibatnya fungsi. karakteristik dari random !

. variabel Yn yaitu

.
Y () =8 —— >  %(t)
| - . k=1
n n
pro(v) =9 2 % ()= 2 px ()
k=1 k=1
t

. n
p Xn(t) = TT, © B

k=1
. ok - Y
Y (t) = | nI. el | Ceieses € = I
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s < [o] Ean N A

Jadi hukum bilangan besar tidak dapat diterapkan pada ba-
risan { Yn.} o Ini berarti bila diambil suatu sampel dari

populasi yang mempunyai distribusi cauchy dengan. .

f = {— talk dapat diambil informasi lebih |

LU+ (x=m)?)

lanjut mengenai‘besarnya m dari mean suatu sampel betapa-

pun besarnya X.





