BAB II
GROUP

2.1, OPERASI BINIER
Definisi 2,1.1. ,
Operasi binier * padé himpunan A , adalah suatu ope
rasi yang memberikan aturan pada tiap-tiap order Pa
sanéan berurut, &ang merupakan elemen-elemen dari
himpunan_A ’ mgnjadi elemen dari himpunan 4 itu sen
diri. |
Contoh :
1. 2zt = himpunan bilangan bulat positif
Didefinisikan suatu operasi binier * sebagai
a*b ., _
Untuk azb s Mmaka a * b = faktor tefkecil dari
a dan b, Jika a = b , a*b = salah satu dari a
atau b |
(2,1 € 2" x 2" =3 241122 ,2¢ 2"
(15,10) € z* x z"¥ =3 15 % 10=10 , 10e 7'
3,30 ezt x2" =3 3+3.-3 | 5eq

-+

2, 2 = Himpuanan bilangan bulat positif

Didefinigikan suatu operasi binier *V dimana
a*' b =a, b* g=b |
maka

(2,3)ezt xat =5 2% 322, 2¢ 7
(3,‘2)6Z+xz+=:>5*"2==3,.3€Z+

(5,5) & 2" x z* => 5* 5=5,5€12
(25,10)€ 2" x 2" =3 25 *!' 10 = 25 ,: 2s5ez’

1
no

]

3. %' = himpunan bilangan bulat positif,

Didefinisikan suatu operasi binier*?"



> dimana a *" b = (a * b) +2

y dimana opgrasi * sama dengan operasl binier yang
didefinisikan pada sozl nomor 1,
(4,7)€8" x 27 = L *n 9 o (4 % P 2
I =4 +2=6 ,6€z
(5p5)€2" x 2" = 505 = (5% 5) 42
=5+2=97,7¢12
(25,9 €z’ x 2% = 25 *v 9 = (25 * 9) + 2
= 9+ 2 =11, 1iez"
Definisi 2.1.2.
Suatu operasi binier * pada himpunan S dikatakan
komutatif ~bhb- a%b = b*a , Ya,b € 5.
Dikatakan asosiatif -bhb- (a*b)*c = a*(brc)
V a,b,c €8.
Contoh :
l. Didefinisikan operasi binier * pada himpunan
S = {a,b,c,d,e { yang digambarkan pada tabel
dibawah ini ,
* a b C d e
a a b c b d
b b c a e C
c c a b b a
d b e b e d
e | a | b |a |a |c
dari tabel
(1) [(a*c)*e }*a = [c *e ] *g
| = [a ] * a =’é
(i) (a*b)*c = (b) *c = b¥c = a

. a*{b*c) = a*(a) = b*a = g

Maka (a*b)*c = a*(b¥c)

.



(1id)

Tetwpi
(b*d)*c = e¥c = 71

- ‘] (b*a)*c # b*(d*c)
b*{d*c) = b*b = ¢ . .

Jadi operasi binier diatas tidak asosiatif

b
} a * b
b ¥ a =D

a*b

b * a

a*d=D
a*d=4d=%* g
d ¥ a=D>

b*C'-'-d

b* ¢c=c¢c % Db
c * b= a
b ¥ d= e

b*¥d=d=*h5D
d * b =-=¢e
b

*¥ a =z ¢ \ )
} b*efe*hb
e * h=o"=0

Karena terdapat suatu operasi binier yang
tidak memenuhi syarat komutatif. Maka ope-
rasi pinier diatas bukan merupakan oOperasi

yang komutatif

2., Didefinisikan suatu operasi binier * seperti pa

da tabel berikut ; dari himpunan S = {a,b,c,d }
* a b c d
a a b c d
b b d a c
o c a d b
d d c b a ]
Karena setiap elemen dalam S5 dapat dioperasikan

secara komutatif, maka operasi binier diatas me



rupakan operasi yang komutatip
Operasi binier * ini Juga merupakan operasi yang
yang asosiatif karena setiap elemen dalam S da-

pat dioperasikan secara asoslatif |

Catatan :
Suatu himpunan yang tak kbsong yang memenuhi operg

sl binier yang asosiatif disebut semi group .,

2.2, GROUP
Definisi 2.2.1,
| | Grdup (G,* ) adalah suatu himpunan G, bersama-sama
dengan operasi binler * pada G, sedemikian.hingga
‘'memenuhi axioma—axiomarbgrikat |
( 1 ) Operasi binier * adalah asosiatif
‘(ii )'Terdapat elemen e (identitas untuk * pada G)
sedemikian hingga
S e¥X=3x*e=x ,WVx ea
(1ii) Y a € @ terdapat a' € G sehingga
a' *a=a* a'=e ( a' adalah invers da-
_ ri a dari operasi binier * )
Theorema'é.E.l.
Jika G adalah group dengan 6perasi binieri* y dimg
na hukum kunselasi kiri dan kanan berlaku didalam
G s Sehingga |

a *b=gag*c¢ ¢ dan

il
I

> b
3 b

b* a=cg¢*g

H
0

¢ untuk VYa,b,c € G
Theorema 2.2.2.
 Jika G adalah group dengan operasi binier * dan
jika a dan b elemen-elemen dalam G, maka persamaan
‘;lipier a¥x = b dan y*a = b mempunyai solusi fung-
gal dalam G
Theorema 2.2,1 dan 2.2.2, telah dibuktilan pada mata kuli-
ah struktur aljabar I (teori grup) ' |



Definisi 2.2.2.

Group { G,* > dikatakan abelian group jika operasi

binier * adalah komutatif,

Contoh :
1,

%" = himpunan bilangn bulat positif dengan opera
penjunlahan .,
Akan ditunjukkah bahwa himpunan dengan operasi
penjumlahan ini bukan merupzkan suatu group.
Dari.axioma group, maka
(1)  operasi binier adalah assosiatif.
Karena 2% adalah himpunan bilahgan bulat
positif, maka
v a,b,c € 7" berlaku (at+b)+c = a+(htc)
Sehingga axioma (i) dari group berlaku,
(ii) Tidak terdapat elemen identitas terhadap +
Karena tidak ferdapat suatu elemen yang
jika dijumlahkan akan menghasilkan dirinya
sendiri. |
misal a,x € 7+ , maka a + x £ X
juga' a+x #£a
Naka a dan x bukan elemen identitas.
(1ii1) Tidak punya invers.
Jadi karena tidak memenuhi axioma-axioma dalam

group maka himpunan 7" bukan group.

-~ 2 = himpunan bilangan. bulat.

Dengan operasl penjumlahan, maka axioma-axioma
didalam group dipenuhi,

(1) Operasi binier adalah assosiatif

(1) mempunyai élemen identitas yaitu 0

(iii) Setiap elemen didalam % mempunyai invers

Jadi Z merupakan suatu group .



%, Himpunan bilangan bulat modulo 5 adalah suatu

group dengan operasi penjumlahan .

1o T ]z[3]%
slo|lT|2|3|%
T11|2!3|%]|0
2|2 |31 |01
(3 |3 |5 |0 | 1|32
LI |0 |1|2|73

.Jadi <G,+>adalah suatu group.
;. Himpuhan bilangan bulat modulo 5 dengan O dike -

luarkan merupakan suatu group.terhadap pergandaan

G = T!-ésgy».r{- 5

| T|Z1 3| %
T|IT|2[3] %]
2|2 51| 3|
313|152
15|32 1

<G,.> adalah suatu group.
5. Himpunan bilangan bulat modulo 6 dengan U Bikelu-
arkan , bukan merupakan group dengan operasi per-

gandaan .

¢ =1{1,2,3,5,5 |

. |Tjz1315)5
11l 213|515
13| 5151214
3 13| 613|0|3
o I - BN A R
S5 T3 12| 1

I

{&,.) bukan merupakan sualu group terhadap opera-

pergandaan karena sifat tertutup tidak dipenuhi..



Dari contoh soal-contoh soal diatas,

Soal nomor 2 , 3 , 4 adalah group abelian karena

operasinya adalah operasi yang komutatif.

2+3. KOMPLEKS DAN SUB GROUP

Definisi 2.3.1.

Suatu kompleks’dalam teori group adalah himpunan

bagian sembarang dari group {G,*) yang # @

Contoh :

/ Catatan

-

1. { G,*)adalah suatu group dari himpunan bilangan

.
»

1.

e

bulat. Jika kita ambil A adalah himpunan bila -
ngan genap, maka A disebut sebagal kompleks dari

group {G,* ) .
{G,+)adalah suatu group dari himpunan bilangan
bulat modulo 5 dengan operasi penjumlahan.

Jika kita ambil A = {0,I,Z |maka jelas bahwa

Sehingga A adalah kompleks dari group{G,+)

Hasil ganda duabuah kompleks A dan B didefinisi-~
kan sebagai himpunan elemen-elemen ab dengan
ae A dan b € B,

AB .sdf, {x € G/ %= ab & a€ A .& b EB |
Jika A suatu kompleks, maka AL adalah himpunan
elemen~elemen a~t dimana a c A

-1

A .=df, ix e G/ x = at e a € A j

A suatu kompleks ; maka A% = I

A suatu kompleks , maka Al = A J

A sustu kbmpleks , maka dengan Lndukslf daﬁat
ditunjukkan A%*1 =A™ , A (n=bilangan bulat pg
sitif). '

Sedangkan A™™ = (A™1)™ | 1 bilangan bulat positif



Definisl 2.3.2.

Suatu kompleks A dari group (\G,*} disebut sub

group dari (G;*>-bhb— mempunyai hukum komposisi

yang sama dengan hukum komposisi group <G,*>

Contoh

1.

Catatan :

2.

3.
.

<g,+> adalah himpunan bilangan bulat modulo 6
maka G = 55;T;§;§,E,§ S , memgnuhi aksioma
group dengan operasi penjumlshan .

Jika kita ambil ‘A4 adalah himpunan bilangan bu-

— emm e .

(A,+ > group, karena sifat group dipenuhi

(sudah ditunjukkan pada contoch sogl no 3% hala -

man 8 ), maka A bukan sub group dari group
(G,+ ) karena komposisinya berbeda. dan A bukan
kompleks dari group (G,+ )

Dari contoh soal nomor 1 diatas , Jika kita am-
bil A adalah sub set dari himpunsn G, jadi A
adalah sub set dari himpunan bilangan bulat mo-
dulo 6 , misal 4 = 162515'} maka sifat group
dipenuhi. Sehingga <A,+>adalah sub group dari
group (G,+> ‘

<G,.>adalah guatu group dengan operasi pergandz
an , dengan G ={~1,1,i,-i §., Maka {4,.)adalah
sub group dari group <G,))apabila A =}-1,1 5.

Setiap sub group "selalu kompleks , sedangkan
kompleks tidak selalu merupakan sub group.
(G,*) adalah sub group dari dirinya sendiri.
}IYadalah merupakan sub group dari group(G,*}

(2) dan (3) disebut sub group tidak sejati.
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