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3.1. Estimasi Maksimum Likelihood

Definisi 3.1. Suatu statistik yang nilainya digunakan untuk mengestimasi # &), di
mana 7(-) adalah beberapa fungsi parameter &, didefinisikan scbagai cstimator

o ().(Mood, 1974).

Fstimator digunakan scbagai statistik yang digunakan untuk menentukan nilai suatu
parameter fungsi, yang mana dapat berupa variabel random maupun fungsi. Sedang

estimasi digunakan sebagai nilai dari suatu estimator.

Definisi 3.2, Fungsi likelihood 1 buah variabel random X, X5, ..., X}, didcfinisikan

schagai densitas bersama 2 buah variabel random, katakan f\v1 Vo, LN X2,

Xn o O). yang mana dipandang scbagai fungsi @ Khususnya, jika .\ \s L LA
adalah sampel random dari densitas fx; @), maka fungsi likelihood adalah fv, 1 &)

fx2 2O - fv, o O
Fungsi likelihood dinotasikan dengan L(0: x,, xa, .. .x,).

Definisi 3.3. Misal (@ x, x>, ..., x,) adalah fungsi likelihood variabel random X,

N N dika 0 (dimana 03 (g xa, L, x) adalah fungsi pengamatan
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X1, X2, ..., X, ) adalah nilai & dalam f—j yvang memaksimalkan /.( @), maka

O - G (.1, X2, ..., x,)adalah estimator maksimum likelihood @ untuk sampel x), v,

R TR

Menurut Montgomery (1989), jika Xy, X3, ... , X, adalah sampel random dari fungsi
densitas fx . 6), maka fungsi likelihoodnya adalah
(D= fx1. Ofx2, 6) - fix, . O) (N

oL(0)

Jika ﬁé{}__ ada untuk semua x dan @ maka cstimator maksimum fikelihoodnya adalah

penyclesaian persamaan

difo)
do

0

Jika fungsi likelihood berisi & parameter, yaitu jika
i
O,... O x5 .,8,)= r[f( X O O, ) (2)
i=1

maka estimator maksimum likelthood parameter 6, 6, ... , 6 adalah variabel-variabel

random é1 = @1(/\’1...., X)) éz = .@2(,\’1,..., X, ),...,ék = .@k(A'1...., A,), di mana

ALy ..... O xq..0.0 X, ) _
—~= ada untuk semua x dan @. maka cstimator

maksimum likelihoodnya adalah penyelesaian persamaan & parameter berikut:
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OL(Oy-r0p) _
06,

LG, ..., 0,)
EY

=0

BL(By,..»0k)
30,

Estimasi paramcter-parameter fungsi likelihood didasarkan pada asumsi

kenormalan, yang didefinisikan pada definisi 2.8.

Jikay =[vi1 12 *** Y] dan V = diag (0‘12? s o;,z),

maka L(uV | y)=1L= ——*"J—-—‘I_ exp [- % ()’ -l )' v (Y o )jl (4)

an

@r)2|vl|2

yang merupakan fungsi likelihood untuk data seimbang dengan notasi L{z,V | y)

Persamaan (4) dapat dibuktikan dengan menggunakan prosedur induksi pada nilai

an.Untuk basis induksi £ = 1, dengan menggunakan definisi 2.8, didapat;
1 (11 - 1)*
Sy s) == oxp| - LT
2704 913

1

= —1—, CXP[—%(}’H - !0(0121)—1 (y11 = .U)]
()2 (0%, )

1
= — ey - vy-w)
(27)2|V/?
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. 4 _1
dimanay= [y V= [0"112] V| = 0112 (V) =
11

Jadi persamaan (4) benar untuk £ = 1.
Misal persamaan (4) benar untuk £ = an, schingga dapat ditur.rjukkan bahwa persamaan (4)

benar untuk k=an + 1.

Misal y; = [y11 vt Yan : yan+1]: [y : yan+1]
62 o 0} 0]
' P Vi 0, ,
V, = 5 | =[ommm . Pcrsamaan  terscbul  sesuai
_9 ______ g_“ﬂn:___o_._, 02 1 Tans1
| 0 0 {oamal

dengan definisi 2.5, dan karena yy saling bebas, schingga dengan menggunakan (31) dan
(33);

L:fyt ('}’11,...,}’0,,) f(yan+1)

Mous = 7o 10 )=(a = w10
) J’j1 !_’ .
= an ! exp 1 ' - '
LR R S [ ey || P o Y
0 v
L. - - T - "'
_[(0 0! Yanss) -0 0. '“)]—
T o 7 [0T]
1 .
1 —exp 1 .
(2”)-2 (O-fmﬂ )2 O"i,” ___0__ 9
i L _.an 1] _ﬂ__] .
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-[(yﬂ vt Vo yan+1)"_(/’ e H )U)]-
. [ ] 1 [H—
1 e
- a4 2 2 i oxpy 2 L 1 -
(277:) 2 (011 ) Janaann)z 0'121 ggn o'gnn. Yun H
| _Lytm+1_ _,LI___ ]

1 1 )
rm+1 1 xp |:- 5 (Yk - ﬂ1a"+1 ) Vi 1 (yk - f‘l1an+1 )j|

Jadi persamaan (4) benar untuk nilai an.

Dengan menggunakan (26) dan (27) pada bab II,

2
ety ] o

O, +hno,

|Vl='d0§J"+U§In’=ﬁaf<n_1)(crf+na§) (6)

™

Untuk mendapatkan nilai maksimum, L(z, V | y) diubah ke dalam bentuk logaritma

ashi;

I=log L =log L(,u, \’|}')

—% Nlog 27r—%a(n-—1)10g 0'2 ———1—ar(log(o‘f2 —{-no‘g )) C(8)
2

_Z"Z.f(y'j —#) n JZZ(J": JU) E

20?2 _ 262(c? +c2) '
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Dua buah bagian terakhir persamaan (8) dapat disusun kembali dengan

menggunakan persamaan (56) pada bab I1. Schingga

Z,Z (J.,‘ﬂ) n 0'22 (¥, —;:)

202 2‘7& (cra +naa)
1. no? _ 2
=——=|SSE + 71— 3 '[SSA +an(y., — u) ] (9)
20'.9 os +no;,

Bukti.

a a Iid
SSA=> 1(F. ~¥.)°, SSE=D. % (y; = ¥.)°

i=1 11 j=1
2 < =
Misal Z= — Z;‘ Zj (g~ 4) ”2‘73 Z,- . - ll)z
202 202 (crg +no*§)
a
=3 ZZ(v,, Fio Py ) -2 (. — )
0' i=1 j=1 O' + !10' i=1

S0y -5+ Go - mF =230y - 507 + G- 7]

i=1 =1 i=1 j=1

iZ(Jn—,— -5+ in(ffn - p)?
=t

=1 =1
1 [ ncrﬁ la . 2
Z=-— SSE + 1——2————2 Zn(y,-_ -y +¥.— i)
20, o, tnoy |i=1
} > T
- 12 SSE + 1————5'%—2 nZ(ﬁ,-_ —)7__)2 + an(y. —;1)2}
20, o, +noy L i
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2
o s 2% ssa+ an(y. - )] "
20, Jg + O,

Misal 1= g% + 1 (r,,,z,

SSE _SSA_an(y. - )
ol 24 242

!E—%N log 27 —%a(»‘:-—1)l'z)g0',c2 —%a!ogi— (10)

Penyelcsaian persamaan (10) didapat dengan menyamakan ke nol turunan parsial /

terhadap parameter-parameter ¢, o dan A;

ol _an(3. —p)

("
y s (1)
o _-—am-1) SSE-
= s+
60‘(, 20—.3 20—0
_catn=h| 2 SSE_ (12)
208 a(n—1)
ol —a SS4 an(y. - p)?
“ o5y +
84 24 242 242
— 2
_ _a[l_SSA}ran(}’“ H) (13)
22 a 22

Dalam persamaan (11), (12) dan (13) simbol parameter-parameter u, O o} dan A

N L2 2
diganti dengan u, o,,0,

dan ﬂlyang menyatakan penyelesaian tersebut. Schingga
didapat,

G2 =MSE, fi=5.,
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(1- ) MSA~ MSE

62 = (14)
Fx

scbagai penyelesaian persamaan maksimum likelihood.

Meskipun o"f , At dan di adalah penyelesaian persa}naan_ (10), tetapi tidak semua

H, c'rcz dan c'r:‘; terletak dalam ruang parameter untuk 4, o dan o} . Untuk mendapatkan

estimator maksimum likelihood, yang dinyatakan dengan /i, 53 dan 5,3, H harus

2

terletak dalam ruang parameter untuk z{-w,®), &

terletak dalam ruang paramcter untuk
o2 (0,00), dan 5’3 terletak dalam ruang parameter untuk o, (0,90). Dari (76), fr tidak
tergantung pada c'rf dan c'rg , sehingga

MLE(uy= i = 1= 3.
c'rcz = MSF terletak dalam ruang parameter untuk o’ (0,00), tetapi karcnad’ﬁ tergantung

pada &2, maka &2 harus terletak dalam ruang parameter untuk cstimator ( G2, 5%

yang didefinisikan dengan ruang parameter pasangan (o;,z, craz).

Dari (14), bila MSE > (1-=1)MS4, maka 62 < 0 tidak terletak dalam ruang
parameter 6.0, ). Schingga df = MSI bukan estimator maksimum likelihood @’.

Untuk menurunkan estimator maksimum likelihood dari d"f dan &3, dibentuk fungsi
positif [, berparameter .l dan A= g2 + n g, yaitu persamaan (7) dan (10). Pandang

garis a,2 = A dalam bidang (01,2,/1), seperti gambar 1,
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crez =4
daerah kelayakan

(0,25 ) 6420

B

A

2

Gambar 1. Kuadran positif untuk 2 = @,° + 1 o, bidang (L c.)) dengan garis &.2=A, dnerah layak, dan titik

penvelcsaion (A ,d‘f ) vang bukan dalam dacrah lavak.
Semua titik-titik koordinat yang berada pada / di bawah garis 0.k = A(c,” s A)adalah titik-
titik estimator maksimum likelihood yang dinamakan dacrah kelayakan. Bila ( A ,d‘f )

berada dalam daerah tersebut, maka (A ,c'ff) adalah titik estimator maksimum likelihood,

Atau

bila 62 20, maka &2 = 62 dan G2=g? (15)

Theorema 3.1. bila ri'i < 0, di mana d‘ﬁ adalah penyclesaian persamaan

likelihood, maka &2 = 0.

Bukti. Andaikan di < 0, tetapi 5‘5 >0, yaitu > Ef . Dengan A= 01.2 +n (In,z,

2

di mana (4,0,%,0,7) dapat diganti dengan (A ,d’f ,d'g) atau (4,7, ,5;‘; ). Karena

ESTIMASI KOMPONEN VARIANS PADA MODEL RANDOM
KLASIFIKASI SATU ARAH DENGAN METODE REML



BAB lIl ESTIMASI KOMPONEN VARIANS DENGAN 37
METODE MAKSIMUM LIKELIHOOD DAN REML

0 2

c:'r;,'2 <0, A< d'(,z , dan menurut pengandaian 5‘5 >0, A > g, , schingga terdapat

dua ketidaksamaan yaitu &2 < &2 dan &2 2 2.

kessus (5? < d’f ).

Dari (12), dimiliki

olog L _—a(n-1) [&,2 _SSE ]
60‘3 02 =&_? 25(4 (J(H - 1)
—an-N[_o, .»
=———|G, -65|>0
252 [ ]

Schingga 5‘3 > d’f. Sedangkan diandaikan 33 < 0(2 Schingga terjadi
kontradiksi.
kusus 2 (52 2 62).

Dart (13), dimiliki

dlog L _—a (Z_SSA)+(JH(?,, mf,.)
*ohmowh e A
—-d —
= —me- A-A
222( )

Karcna diandaikan 5(3 >0, 4 2 &"g , c'rg < (), d‘f > A, maka

A>52» dg ~A atau A =~ A (16)

¢

-~2 . .2
Karcna g 2 o, , maka

dlog L _—a(;
__é_/i pom —212( /{)<0
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Schingga 1<i . Tetapi dari (78) A>4 Schingga terjadi kontradiksi,

38

Karena kasus 1 (33 < d’f ) dan kusus 2 (53 2 c'rf ), maka pernyataan 55 >0

2

kontradiksi, dan 55 tidak kurang dari nol. Sehingga pernyataan bahwa, hila o, <

0, maka 53 =0, adalah benar.

Untuk mendapatkan estimator maksimum likelihood g dan a.> bila &(E

2

persamaaan (10) dimaksimalkan dengan A = o, (di mana o, = 0),

¢

I(zl -—-af)=-%N log ZN—%Nloga

o SSA+SSE _an(y. - u)

202 202

c 4

di mana /(A = ¢,7) menyatakan fungsi log /. bila parameter 1= a2,

Seperti (11) dan (12), didapat:
f=y.=p.

52 SSA+SSE _ SSTm

¢
N an

Dari (14), thcorema 3.1. dan (18) didapat.

jika (1-1)MSA 2 MSE | maka &

|1~ st — assE]

H

dan 5‘1.2 = MSF,

2 SSTm

jika (1—%)MSA < MSE , maka 5’3, = dan g, = .

an

=0,

(17)

(18) |

(19)

(20)
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3.2. Estimasi Maksimum Likelihood Terbatas (REML)

Estimasi maksimum likelihood terbatas (restricied maximum [likelihood ) yang
disingkat dengan REML adalah estimasi parametcr-parainctcr persamaan likehihood dengan
memaksimalkan bagian persamaan terscbut yang tidak mengandung parameter g,

Dengan menggunakan persamaan (7) pada bab 1, dan (56) pada bab I1;
1| SSE_ 854 | (7. —;z)

T2 (,—2 A /1
o2 | ‘an

(2x)2" 03[;“("—1)] A;a

Persamaan REML didapat dengan memfaktorkannya scbagai berikut:

I, ok, o8 | y)

1 11202 _
GXP{_ 252 [ZJZ_!(J’;‘J’ _/")2 T2 2 Z,(}’f- _#)2}}
Ga o5 +no,

Yan 2{ aln- 1)]( 2 2)1(1
(27)2 Oo +10, |

- 2
Misal A= ¢~ + 11(7,,2

2

20'
eﬂp{ [ZZ (ry—m)?- A-"‘

.= [1r:(n—‘i)] 1
(27r)'~’a"rf§ 2 {A)"

Dengan menggunakan persamaan kuadratik:

Sy~ = XY (v =32 YF, )’

i1 1 141 i—1

2 —mz}} y
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dan

{1 a .
Y =) =Y, — P+ an(F. - p)?
i=1

i=1

[4] 2 o
cxp{ . {ZZ(IH“") +Zn(v - p1)* - (Zfr(f,-.—;i?..)z -m,,(;,___,,)zﬂ}
0‘

i=1 j=1 i=t

L=
(27 )2(:" l a(n- 1)](2)2,

1 .SSE 1 Mcr2
Xpq -~ + 1- SSA + -
C\p{ 2 { (72 05 { A :l( an(y. =) )ﬂ

Yan Pan-1
(2”)2 0_312 ( DJ(/?.);{T

o 2
cxp{— 1 [S‘Sf + (-732 ; (SSA +an(y, — % )]}

2 de Ge

@25 22" )b

o = a2
1| SSE _SSA (7.~ p)?

2 2 A A
Ce “an

1

(2]{) 2rm 0’2[ a(n- hJ(,{)z“

, YRS Y
1| SSE_ SS4_(¥. - 40)

262 4 4
an

(2;r) 2r )2((”: -1} 2[ atn- 1)](

eXpy —

(a-1) }
)2)2 “am)?

an

1 - p)?
exp 5 f cxp{— 1 [SS:, N 5S 1”
N L an 2 Te A
a ! an-1 a{n--1) 1((; 1 1
@ (A a") (23 2( DD
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=I(ul 3. L(a}, o |54, SSE)
di mana !.(,u| y..) adalah fungsi likelthood parameter # dengan y. diketahui,

L(c?, o | S84, SSI) adalah fungsi likelihood parameter (‘J’a. dan o, dengan SSA

11 SSE 554
expi— = e
2| o2 " 4

H{an- latn-1] , 1(a- 1
2yt g2l a0 o

dan SSE diketahui,

(a2 o | 884, 8515y =

(21) .

Persamaan (21) disebut dengan persamaan REML. Persamaan (21) juga dapat

dinyatakan scbagai

Lo, o2|ss4, SSE)= jL(u, 02,0

ol Y)dﬂ 22)

Bukii.

Karena fungsi likelihood memuat data-data yang diasumsikan berdistribusi normal, maka

fungsi likelihood juga diasumsikan berdistribusi normal. Dengan menggunakan definisi 2.8

pada bab II,

— 2 .
© 2| & 2 A A

e can

d
S
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sz sst_@.-u? ||

. exp - 2 0-2 /1 /{ J
¢ ‘S an
B ‘[ 1 {an-1) [a(n 1)] : Ya-1) 1 d pt
—(2m)2 (2 )2 ol (ﬁ.ém)z A2 (an)?
- 2
1| ssE ss4 expd_ 1 -7
expy— |, p ol 2
2| a5 A T S an du
atn— a 1 1
(2 )z(a" k l ( 1)] 2! 1)(0”)2 i (27 ) ( an)2
{ 1[885 SSA}}
exXpe— - , * . o _ ,
_ 2 T A 1 '] exp “1 (}J__ -—_{{)_ dﬂ
Yan— Vain- Toao 1 1 ! .
(277)2( 1)‘73[2( 1)]/12( 1)(5”7)2 (27)? ( an) - 2 {}’an

Dengan menggunakan definisi 2.9 dan thcorema 2.1 pada bab [I, akan dibuktikan

». berdistribusi normal.

M; O)=Mg5 , @

an

= MZiZJ'y{J' (t/an)

= ﬁﬁ M, (t/an)

i=1 j=1
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= e"p[*”t * %(;d%")] A ‘

Jadi y. berdistribusi normal ~ N (¢, % n ). Menurut definisi 2.7 pada bab II, integral ‘

dalam kurung bernilai 1. Schingga,

L(ag,angSA,SSE)z TL(u,oj,agly)dﬂ

11 SSE  S54
expy—| —5 +——
2 Og A
- =
Lan- La(n- Ha- 1
(27)? Iaglz " 1)]/12( l)(an)z

Untuk mendapatkan estimator bagi’ o} dan o}, persamaan (21) dimaksimalkan

dalam ruang parameter o2 2 0 dan 0.2 > 0, di mana (21) diubah terlebih dahulu kedalam

bentuk logaritma yang dinyatakan dengan /g;

554,5SE)

IR "—'](]g L(O'E,O'g

= ——;—(an—l)log 2ﬂ—-}2—log an—%a(n-l) log 0'3

SSE  SSA ,
-"'—(Cl—])lo /1-" 03—-5‘,1— (23)

Turunan parsial dari (4) adalah;

ol, —aln—-1) SSE
= 3 Y7

dol 20, 2o,

dan

al, —{a-1) Ss4
= + 24
o4 2A 242 29
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dimana A= 01,2 +n cra,2
Dengan menyamakan (5) dengan nol dan mengganti o’ dan A dengan o"f g dan iR ,

didapat penyclesaian

/iR = 'SSA dall d-(’ R SSF = MSE
(a-1) * 7 a(n-1)
sehingga
62, = 1 (MSA—~ MSE), (25)
“ n

Seperti penyelesaian persamaan maksimum likelihood, penyelesaian REML yang

dihasilkan mcrupakan estimator hanya bila c'rf p dan G2

o p tidak neatif. Dari (25),

2

g p sclalu lebih dari nol. Sedangkan cra » dapat menjadi kurang dari nol bila MSA <

MSE. Seperti estimator maksimum likelihood (14), (15) dan theorema 3.1, cstimator

REML adalah;
_ 1
bila 62 , >0, maka &7 , =MSI dan &7 |, = (MSA MSE) ;
SSTm
bila 62 1 <0, maka &2 R=5 dan &2 r=0. (26)

3.3. Perbandingan REML dengan Maksimum Likelihood dan ANOVA

Dari persamaan (59) dan (60) pada bab I terlihat bahwa penyclesaian REML (6)
merupakan estimator parameter  ANOVA. Hal ini terjadi hanya pada data

scimbang.(Westfall, 1987)
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Bila dibandingkan de_ngan estimator maksimum likelihood. banyak terdapat
perbedaan, diantaranya:
¢ Untuk penyclesaian o yang bernilai negatif, pada REML tetjadi bila MSA -
MSI:, sementara pada maksimum likelihood terjadi bifa (1- Va)MSA - MSE,
e Untuk estimator positif , pada REML digunakan (ASA - MSE)/n, sementara
pada maksimum likelihood digunakan ((1- Va)MSA - MSE)n.
o Pada REML pembagi S84 dan SS7m sama seperti pada ANOVA. Sementara

pada maksimum likelihood , SSA dibagi dengan «, S87m dibagi dengan an.
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