BABII

DASAR TEORI

Dalam bab ini dijelaskan teori yang dapat menunjang materi pembahasan

pada bab 3 diantaranya grup, ring, polinomial ring, lapangan perluasan

2.1 Grup

Definisi 2.1.1

Suatu himpunan tak kosong G dengan operasi biner * pada G, dinotasikan (G,*)

disebut grup jika memenuhi :

1. Tertutup. Untuk setiap a,b € G berlakua*beG.

2. Assosiatif. Untuk setiap a,b,¢ € G berlaku (a*b)*c=a*(b*c).

3. Elemen satuan. Terdapat elemen e¢e (G yang memenuhi a*e=e%a=a
untuk semuz a € (7. e disebut elemen satuan.

4. Tnvers. Untuk setiap elemen a € G terdapat elemen ¢~ € G yang memenuhi

a=i=a'1 =g}

*g=¢.elemen a’ disebut invers dari a.

Contoh.

1. Jika Z himpunan semua bilangan bulat, dengan operasi penjumiahan pada Z,
maka (Z,+) merupakan grup.

2. Jika Mr(R) merupakan himpunan semua matrik bilangan riil tak singular

berorde 2 x 2, dengan operasi pergandaan maka (M,(R), x} merupakan grup.
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Definisi 2.1.2

Grup (G,*) dikatakan komutatif jika untuk setiap elemen «,b € G berlaku

axp=b*g,

Definisi 2.1.3
Suatu Grup (G,*) dikatakan berhingga jika mempunyai elemen yang berhingga
banyaknya dan dikatakan tak hingga jika mempunyai elemen yang tak hingga

banyaknya,

Contoh.

1. Himpunan bilangan bulat Zs, dengan operasi penjumlahan merupakan grup
berhingga.

2. Himpunan bilangan riil IR dengan operasi penjumlahan merupakan grup

takhingga

2.2, Subgrup

Definisi 2.2.1

H himpunan bagian dari grup G = (G,*) membentuk subgrup dari G jika
1. Htidak kosong

2. (H ) membentuk suatu grup.

Definisi 2.2.2

Jika H adalah subgrup G, a € G, maka Ha = {ha[h eH } Ha disebut koset kanan

dari H dalam G dan aH ={ah|he H}. aH disebut koset kiri dari H dalam G



Definisi 2.2.3

Subgrup # dari G dikatakan normal jika Hg = g/ untuk semua g di G

Teorema 2.2.1
- Untuk subgrup A dari grup G pernyataan berikut adalah ekuivalen :

1. Subgrup H normal di G.

2. gHg™' < Huntuk semua ge G

3. gHg ' = H untuk semua g G
Bukti

(1=2) Ambil he Hdan geG, dapat dilihat ghe gH . Karena H subgrup
normal maka gH = Hg, maka ghe Hg, berarti untuk gh=hg suatu heH.
Sehingga akan diperoleh ghg™' =k e H . Hublil,ngan tersebut berlaku untuk
semua 2e H dan ge G. Jadi gHg™' < H untuk semua g G.

(2=1) Ambil heHdan geG, menurut | 2 .gHg ' c Hdang'Hg < H .
Sehingga ghg™ € H atau g 'hg=h'dengan h'e H . Didapat gh=Hhg yang
berarti ghe gi untuk semua s e H atau gH < Hg . Demikian juga g Hgc H
atau g 'hg = K" dengan h" e H diperoleh hg = gh" yang berarti hge gH untui(
semua e H atau Hg c gH . Dengan demikian gH = Hg berlaku untuk semua

g € G. Jadi subgrup A normal di G.
(2=23) Ambil he Hdan ge G. Karena gHg ' c H untuk semua g € G maka

didapat g 'm(g”') "' =g 'hg=hy, dengan hyeH atau h=ghg. Jadi



he gHg 'untuk semua heH atau HcgHg™'. Dengan demikian
gHg™' = H untuk semua g e G.
(3=2). Implikasi ini jelas berlaku.

(1=>3). Dari (1=>2) diperoleh hubungan gHg ™' < H untuk semua ge G.
Selanjutnya dari (2=3) dapat ditunjukkan bahwa gHg™ o H sehingga berlaku

gHg™' = H untuk semua g € G.

(3=1) . Dari (3=>2) ditunjukkan implikasi benar, yaitu gHg™' = H untuk semua

g € G maka gHg ' < H untuk semua g € G kemudian dari (2=>1)

dapat ditunjukkan bahwa subgrup Z normal diG.

2.3. Grup simetris
Definisi 2.3.1.
Suatu permutasi himpunan 4 adalah fungsi dari 4 ke 4 yang sekaligus satu-satu

(one to one) dan pada (onfo). Dengan kata lain permutasi untuk 4 adalah fungsi

satu-satu dari 4 pada 4

Definisi 2.3.2.

Diberikan A adalah himpunan berhingga {1,2,34,... .1}

Grup semua permutasi untuk 4 disebut grup simetrik pada » huruf, dan
ditunjukkan dengan notasi S, |

S, mempunyai n! elemen, dengan n! =n(n-1)..3.2.1



2.4, Ring

Definisi 2.4.1

Misalkan suatu himpunan R # &, dengan operasi penjumlahan + dan
pergandaan e, pasangan (R,+,¢) disebut ring jika memenubhi :

1. Terhadap operasi + merupakan grup komutatif

2. Terhadap e bersifat tertutﬁp dan assosiatif

3. Bersifat distributif yaitu untuk setiap a,b,c € R, berlaku (a+b)c = ac + bc dan

clatb)=ca + cb

Definisi 2.4.2.
Misalkan R suatu ring, maka R disebut ring komutatif jika berlaku ab = ba,

Vab eR

Contoh.

1. Misalkan Z himpunan semua bilangan bulat, @ himpunan semua bilangan
rasional, R himpunan semua bilangan riil dan C himpunan semua bilangan
komplek, maka (Z,t,9), (Q,+,9), (R +,9), (C,+,¢) merupakan ring komutatif.

2. Himpunan semua Matrik bilangan riil 2x2 M,(IR) dengan operasi penjumlahan .

dan perkalian matrik merupakan ring yang tidak komutatif.

Definisi 2.4.3
Ring yang mempunyai elemen satuan disebut ring dengan elemen satuan maka

berlaku ea = ae, Va € R, a # 0. Dan dikatakan ring yang mempunyai invers



pergandaan jika berlaku Vo e R a = 0 fterdapat o' € R,

sedemikian sehingga aa”’ =1 =a’'a, a”' invers dari a.

Definisi 2.4.4

Ring R dengan elemen satuan dan setiap elemen tak nolnya mempunyai invers

terhadap perkalian disebut ring pembagian (division ring).

Contoh.

1. Ring (Ik,+,e) mempunyai elemen satuan dan VxeR, x#0, Ix e,
sehingga x.x~' =1=x~' x, maka (R +,e) adalah ring pembagian. Ring (C,+,¢)
dan (@,+,*) juga merupakan ring pembagian.

2. Padaring (Z,+,e), Vx € 7Z, misalkan ambil x = +2  x tidak mempunyai invers

| perkalian, sehingga (Z,+,#) bukan merupakan ring pembagian.

Definisi 2.4.5

Misalkan R adalah ring, elemen a € R, a = 0 disebut pembagi nol jika terdapat
b e R, b # 0 sehingga ab = 0 atau ba = 0. Sehingga ring yang tidak mempunyai
pembagi nol akan memenuhi

. a#0,b6# 0= ab=0atau

2. ab=0 = a=0ataub =0.

Definisi 2.4.6
Daerah integral adalah ring komutatif dengan elemen satuan dan tidak mempunyai

pembagi nol.




Contoh. .
1. Ring (Z,+,9), (Q,+,2), (R +,e), dan (C,+,¢) adalah daerah integral.

2. Ring (Z,,+,*) dengan n bilangan prima merupakan daerah integral.

Definisi 2.4.7
Lapangan (field) adalah ring pembagian yang komutatif atau ring komutatif

dengan elemen satuan dan setiap elemen taknol mempunyat invers perkalian.

- Contoh.

Ring (Q,+,), (R+,9), dan (C,+,») dan (Z,,+,») dengan n bilangan prima

merupakan lapangan.

Teorema 2.4.1
Setiap lapangan adalah daerah integral.
Bukti.

Misalkan L adalah lapangan dan «,b € L. Maka L adalah ring komutatif dengan
elemen satuan. Selanjutnya akan dibuktikan Z tidak mempunyai pembagi nol.
Misalkan @ # 0, maka ada o' di L sehingga aa™ =e¢

Jika ab =0maka a (ab)=a"1.0

= (a.a )b =a"1.0 (sifat assosiatif)

= eb=0

= b=0

Jadi L tidak mempunyai pembagi nol, terbukti /. daerah integral. =



2.5. Ideal dan Ring Kuosien

Definisi 2.5.1

Misalkan / < R dan 7 # . I disebut ideal dari R jika memenuhi :
l.vabel=a-bel

2. Va eIdaﬂr eR= ar eldanra 1

Definisi 2.5.2

Suatu ideal yang dibangun oleh satu elemen saja disebut ideal utama. Ideal utama
yang dibangun oleh a ditulis (@) = {ra|reR}
Suatu ring dengan setiap idealnya adalah ideal utama dinamakan daerah

1deal utama.

Teorema 2.5.1

Misalkan J adalah ideal dari R. Maka himpunan koset penjumiahan
RA = {r +I=r|r e R} dengan operasi penjumlahan dan pergandaan yang
didefinisikan dengan

+b=a+bh

&

b=ab

Q

membentuk suatu ring yang disebut ring kuosien R oleh /

Bukti

Akan ditunjukkan dahulu penjumiahan dan pergandaan diatas terdefinisi dengan
baik. Misalkan @=a' dan b =&'. Kita puinyaa—a €ldanb - b’ €l atan

a=a’+xdanb = b’ + yuntukxy e [ kita peroleh
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atb=(@+x)p'+y)=(@ +b)t{x+y)=(a’+b)+m

ab=(a'+x)b'~y)y=ab'+(@y +bx+xy)=ab’ +n

untuk suatu n;m € I Dengan demikian (@ + &) — (@’ + b") el danab —a’d’ &,

atau a+b=a+b dan @b =ab. Jadi penjumlahan dan pergandaan terdefinisi

dengan baik.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa R// merupakan suatu ring.

1. Terhadap penjumlahan

va,b,c e R/ I berlaku

a. Bersifat tertutup : diperoleh dari definisi.
b. Bersifat assosiatif : Va@,b,ceR/I berlaku (Zz‘+l7)+ C=a+b+C =
a+b+c = E+(m)= a_+(l7+E)
c. Terdapat Oe R/I schingga VaeR/I berdaku a+0=a+0 =
a+0=a+0=7. Yang merupakan elemen netral dari R/I
d Untuk VaeR/I terdapat —aeR/I sehingga  berlaku
G+(-a)=a+(-a) = a—-a=0. Elemen —aeR/] dinamakan invers
penjumlahan dari @ € R/ !
2. Terhadap pergandaan
a. Tertutup pergandaan diperoleh dari definisi.
b. Bersifat assosiatif : Va,b,ceR/I berlaku (EI_.E )E =abf = abc =
albe)=alpz)
3. Terhadap pergandaan dan penj ﬁmlahan secara bersama bersifat distributif
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(a’—l—l?)?:(a-i-b)c: ac+bc=ac+bc

E:'(F+E)= alb+c)=ab+ac=ab+ac

Jadi R/] adalah ring. m

Definisi 2.5.3
Suatu ideal M dalam ring R dikatakan ideal maksimal jika untuk setiap ideal & di

R dan berlaku M N < R maka N = M atau N=R.

Teorema 2.5.2

Misalkan R suatu ring dengan elemen satuan dan Af adalah suatu ideal di R, maka

M ideal maksimal jika dan hanya jika R/M adalah lapangan.

Bukti.

Misalkan R ring komutatif dengan elemen satuan dan A/ ideal di R. Jelas bahwa

R/M adalah komutatif. Misalkan A/ ideal maksimal akan ditunjukkan bahwa

R/M adalah lapangan. Ambil sembarang elemen tak nol di R/M, misalkan @ + AL

Maka a ¢ M. Sekarang dibentuk himpunan 7 = {ar + m | r eRmel}.

Jelas bahwa 7 tidak kosong karena R dan M tidak kosong. Ambil sembarang

elemenxy €, x =ar, + my dany = ary + m; dengan ry,r; €R danm;,;m; e M

maka

i x-y = alr—r)+ (m—m;), karenar,—r; eRdan my—my e M
makax—-y e/

11. ambil sembarang » € R maka xr = rx = a(rr) + (myr) karenarir € R

dan myr e M, maka xr =rx 1.
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Jadi / adalah ideal di R

Ambil sembarang m & M maka m dapat ditulis m = a0 + m dengan 0 R

dan m e M. Akibatnya m e /. Ini memberikan Af <l

Selanjutnya ambilae + 0 = g 7, jelas bahwa a # M. Dengan demikian terdapat
elemen di 7 yang bukan elemen A4, jadi 7 > M, Karena M adalah ideal maksimal
maka haruslah / = R. Dengan demikian elemen e e R dapat ditulis sebagai

e =ar + muntuk suatur ¢ Rdanm e M.

Maka e+ M=(ar+m)+ M= ar + M = (a +M)(r + M). Ini berarti r + M invers
dari @ + M. Dengan kata lain ¢ + A/ mempunyai invers. Sehingga setiap elemen
taknol di /A punya invers maka R/M suatu lapangan

Sebaliknya, misalkan R/Af suatu lapangan dan misalkan / ideal di R sehingga
Ml cR karena M =1 maka terdapat a eI dana & M

Dengan demikian a + A € R/M. Ambil sembarang » & R, karena R/M suatu
lapangan dan & + M elemen taknol di R/Af maka berlaku @+t Mx-+M=>b+M
atau ax + aM + xM + M = ax + M = b + M sehingga ax — b =m,

untuk suatu .2 € Matau b = ax — m. Perhatikan bahwa ax [ ({ 1deal)

danm e/ (M ). Sehingga b  I. Karena b sembarang maka R </ Jadi = R

atau M ideal maksimal. m

Definisi 2.5.4
Suatu ideal / dari ring R dikatakan ideal prim jika untuk setiap unsur a,b di R yang

memenuhi ab e Imakaa elataube
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Teorema 2.5.3

Misalkan R suatu ring komutatif dan / ideal dalam R, maka R/ daerah integral
jika dan hanya jika 7 ideal prim.

Bukti

Misalkan R/J daerah integral. Ambil elemen a,b € R yang memenuhi ab 7. Kita
punya ab =0 karena R/ daerah integral maka a =0 atau = 0. Dengan kata

lain ¢« €/ atau b € /. Ini memberikan bahwa / ideal prim.

Sebaliknya misalkan / ideal prim dan &,d € R/] memenuhi cd = 0. Kita punya
cd =0 atau cd e 1. Karena J ideal prim maka ¢ € [, atau d € /. Dengan kata lain

c=0 atau d =0 ini memberikan R/ suatu daerah integral. m

2.6. Homomorfisma Ring

Definisi 2.6.1

Misalkan (R,+,) dan (R’,+,) masing-masing merupakan ring dan pemetaan
c: R >R ‘Pemetaan o : R — R’ disebut homomorfisma ring dari R ke

R' apabila memenuhi sifat-sifat untuk setiap a,b € R berlaku :
1. o(a+b) = a(a) + o(b)
2. o{a.b) = o(a).o(b).

Definisi 2.6.2
Jika o: R —R’ suatu homomorfisma maka kernel dari o ditulis Ker(o) adalah
himpunan semua elemen a di R yang dipetakan ke 0, yaitu

Ker(o) = {a eR|lo(a)=0"}
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Definisi 2.6.3
Suatu homomorfisma o : R — R'dikatakan isomorfisma jika o merupakan
pemetaan yang bersifat satu-satu dan pada.

Jika o:R — R'suatu isomorfisma maka dikatakan R dan R’ isomorfis dan

ditulis R~ R

2.7. Ring Polinomial
Definisi 2.7.1

Diberikan ring R. f{x) yang didefinisikan sebagai

oo .
f(x)=apx’ +ax' +A +a,x" +K. =Y ax' dengan ¢; € R dan hampir semua
pary

a;=0dan i = 1,2,... disebut polinomial dalam bentuk tak tentu (indeterminate) x

dan elemen ¢, di R disebut koefisien dari f{x).

R[x] adalah kumpulan semua polinomial dengan indeterminate x dan
koeﬁsien-koeﬁsiennj‘/a dalam ring R. Jika R[x] tidak mempunyai elemen satuan 1
di R maka x¢ R[x] tetapi jika R mempunyai unsur satuan 1 maka x dapat
dinyatakan dengan 1.x dan 1.x € R[x].

Untuk />0, a;, # 0maka nilai terbesar i/adalah pangkat atau derajat dari

f(x). Derajat f(x) dinotasikan dengan der{(f(x)). Misalkan der(f(x)) = n maka

ditulis f(x)= Za,-xi . Jika tidak dipenuhi i >0 maka f(x)berderajat nol yang
i=0

disebut konstanta.



15

Definisi 2.7.2

N

Misalkan f(x)=> a;x' dan g(x)=) b,x’ untuk f(x) dan g(x) di R[]
i=0 j=0
didefinisikan penjumlahan dan perkalian polinomial adalah sebagai berikut

i f(x)=gx) Viz0,a,=5;"

ii. Penjumlahan polinomial.

F(x)+g(x) =ia,..x" +3 bx = (a, +b,)x"
i=0 . j=0 k=0

r
=20k.xk, ¢y =@, +b;, r=max(nm)
k=0

iil. Perkalian polinomial.

il mm ok

J(x).g(x) =iai.xi.2bj x! = Z(Z ab,_)x"
=0 =0

k=0 r=0

n+m k n-+m P

=2 Dab)xt =Y dyx
k=0 itj=k #=0

k
dengan dp, =Y a,b,_, = D ab;.
r=0

i+j=k

Teorema 2.7.1
Dengan aturan penjumlahan dan perkalian polinomial seperti definist diatas,
himpunan Rx] merupakan ring komutatif dengan elemen satuan.

Bukti.

Misalkan f(x)= Y ax', g(x)=> b;x’ dan h(x)=Y c;x*
=0 %0 =0



16

adalah polinomial di R[x]. Dari definisi 2.7.2 penjumlahan dan pergandaan
polinomial di R[x] adalah polinomial di R[x], sehingga R[x] tertutup untuk operasi
penjumlahan dan perkalian polinomial. Selanjutnya akan ditunjukkan Rfx]
mempunyati sifat :
1. Terhadap operasi penjumlahan merupakan grup komutatif.

a, Sifat tertutup ditunjukkan oleh definisi

b. Bersifat assosiatif.

/() + g1+ h(x) =X ' + 3 b,50)+ Y et
Jj=0 k=0

i=0

5 X r
=Z(a,- +b,)x" + chxk, s = max(n,m)
=0 k=0

R p—

i=0

I
= Z (a; +(b; +¢;))x" ,u = max(n,m,r)
i=0

n Vv .
=Za,-x' + Z(bj +c¢;)x’ v =max(m,r)
i=0 =

=

=Za,-xf 4 (ijxj + chxk)
=0 k=0
= f(x)+[g(x) +A(x)]
¢. Ada elemen identitas terhadap penjumlahan yaitu e(x) = ZO.x" , sehingga
_ i=0

untuk f(x)di Rx] berlaku :



J(x)+e(x) Zax +ZOx —Z(a +0)x'

i=0

=Yax = ()

i=0

e(x)+ f(x) ZOx +Za X —Z(0+a)x = f(x)

i=(

d. Untuk semua f(x)di R[x] mempunyai invers penjumlahan yaitu

—(f(x))= D (~a,)x" schingga dapat ditunjukkan
i=0

Frere =S+ o
=0 i=0

i(a +(—a; )x’ *ZOx = e(x)

— F(0) + F(x) =i(—ai +a;)x’ =i0.xi =e(x).

=0 i=0

e. Penjumlahan bersifat komutatif

e =Xax +3 8 =Y (@, +b)x
i=0 j=0 k=0

=" (b +a, )x* ,r = max(n,m) = max(m,n)
k=0

=Sbyx 4 Y0 = g(x)+ £ ().
j=0 i=0

2. Terhadap pergandaan

a. Bersifat assosiatif
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FOg(x)h(x)] —Zax (Zb x! chxk)

i=0 J=0
mr
“Zax Z( Zb i )xf
p=0 j+k=p

misalkan d, = Zb iCr

J+k=p
n+(m+r)
SOg@hE] = 3, (D ad,)x"
g=0 i+p=q

nAIM+r

= 22 a( 2 bie)xt

¢=0 i+p=q Jrk=p

n+m+r

= Z( Za,-bjck )x4

g=0 i+j+k=gq

(n-z—m)+r

Z (Z (Za )Ck)xq

q=0  ptk=q i+j=p
n+m

—Z( Za )xp.zr:ckxk
=0

p=0 i+j=p

“‘(Za x' Zb xf)Zakx
i=0

= (x)g(x)A(x)
b. Bersifat komutatif : fx)g(x) = "im( > ab)xt = ”im( > ba)x? = gx)fix)
p=0 i+j=p p=0 i+j=p

c. Terdapat elemen satuan yaitu 1 = 1x°, karena
1= (a.)x' = (La)x' =1/x)=Ax)
i=1 i=1

3. Bersifat distributif terhadap pergandaan dan penjumlahan
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J(xlg(x)+ A(x)] =ia,.xi (nzlbjx"' + ickxk)
i=0 j=0

k=0

[ 5
=Za,x'.2(bp +c,)xP,s =max(m,r)
i=0 p=0

FOeE) +A1=S ( Ty, +e, 0% = 3 S (@b, +ac, )t
q=0 i+p=gq g=0 i+p=g

max(n+n n+r)

= Z ( Za,-bp + Za,-cp)x"

g=0 +p=g i+p=q
n+m n+r
= q q
S Fab, 50+ 3 Tae,)x
g=0 i+p=q g=0 i+p=q

={Z a,'x".ibjxj +iaixi.zr: . x*
i=0 j=0 i=0 k=0

= f(x)g(x)+ f(x)h(x)
dengan cara yang sama dapat ditunjukkan bahwa
[ (x)+ g(x)]a(x) = f(x)h(x) + g{x)h(x) terbukti bahwa R[x] ring komutatif

dengan elemen satuan.m

Teorema 2.7.2

Misalkan f{x),g(x) € F]x] dan f{x) # 0, maka terdapat dengan tunggal polinomial
g(x) dan r(x) sehingga berlaku g(x) = fix)g(x) + r(x), dengan r(x) = 0 atau
der(r(x)) < der(f(x))

Bukti

Jika g(x) = 0, pilih g(x) = 0 maka r(x} = g(x). Maka kita punyai

g(x) = Ax)g(x) + r(x), dengan r(x) =0.
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Dalam hal g(x) # 0, misalkan der{(g(x)) = m dan der(f{x)) = n, akan terdapat dua
kemungkinan :
1. der (g(x)) < der(f(x))
Pilih g(x) = 0 dan r(x) = g(x) maka akan diperoleh g(x) = fix)q(x) + r(x)
dengan der(r(xi) < der(f(x)).
2. der(g(x)) > der(f(x))
Pembuktian dilakukan dengan induksi matematika.
Misalkan g(x) = by + bix + ... + b,x” danfix) =ay + ax + ... + ax".
Dalam hal m = n  pilih g(x) = bua,’ dan  #(x) = g(x) - bua,’ fAx)
Diperoleh g(x) = fix)g(x) + r(x) dengan der(r(x)) < n-1< der(f{x)). Jadi sifat
berlaku, selanjutnya, misalkan sifat berlaku untuk m < n + k dengan £ > 0.
Akan dibuktikan berlaku juga untuk m = n + (k+1).
Pandang polinomial g’(x) = g(x) — bua, %" 1fx), diperoleh der(g’(x)) <n+k
Menurut pemisalan induksi terdapat g'(x)(x) € F[x] yang memenuhi
g'(x) = ¢ (x)x) + r(x) dengan r(x) = 0 atau der(r(x)) < der(f(x)).
Selanjutnya kita punyai
g(x) = g'(%) + buay ¥ fx) = (g @Y%) + 1(®)) + buay ' fx)
=(g'() + buaty TR + 1(x) = 9(0) fix) + 1)
dengan g(x) = q '(x) + bty %! dan r(x) =0 atau der(r(x)) < der(fix)).
Untuk membuktikan ketunggalannnya,
Misalkan g(x) = qi(x)(x) + ri(x) = q2(x)f(x) + rox) dengan g:1(x) # q(x) dan
ri{x) # ra{x). Maka gq1(x) — g{x) # 0 dan ri(x) - ra(x) £ 0.

Misalkan der(ri(x) — rAx)) = s, jelas bahwa s < n =der(f(x)) ........ (1)
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Selanjutnya dari hubungan ¢i(x)f(x) + ri(x) = gAx){x) + rix) diperoleh
0 = (q:1(x) ~ gA{OWx) + (ri(x) — r{x)) atau rifx) - rax) = (q1(x) — gHx).
Akibatnya der(ri{x) — rix)) = der(iqi(x) — gAx)} + der(fix) > n Jadi

bertentangan dengan (1). Jadu haruslah g1(x) = g:(x) dan ri(x) = rix) . m

Definisi 2.7.3

Misalkan R adalah ring komutatif dengan elemen satuan. Polinomial bukan
konstanta f{x}di R[x]disebut tak teruraikan (irreducible) di R[x] jika f(x) tidak
dapat dinyatakan sebagai perkalian polinomial g(x)#(x), dengan der{ g(x)) <
der(f(x)) dan der( i(x) ) < der( f(x)) dan g(x},A(x)bukan polinomial satuan di

R{x}.

Untuk menentukan suatu polinomial feruraikan atau tak teruraikan ada
beberapa cara yang digunakan salah satunya adalah kriteria Eisentein dengan

teorema berikut

Teorema 2.7.4 (Kriteria Eisentein)

Misalkan F adalah lapangan. Jika f(x)= Za,-x’ adalah polinomial berderajat
i=0

n21 di F[x], terdapat bilangan prima p, dengan p tidak membagi a,, p membagi
a; untuk semua 7 < 72, dan p” tidak membagi ao. maka f{x) tak teruraikan di Fx]

Bukti.

Andaikan f(x) teruraikan, misalkan f(x) = g(x)A(x) dengan g(x)= Zb jx"'
J=0



dan »(x) = chxk di F(x), mr=ldan b,c, 20.
k=0

Karena a, = byc, dan p membagi ao, maka p membagi salah satu bo atau ¢o. dari
p* tidak membagi a, maka p tidak membagi keduanya yaitu 5o dan c,, katakanlah
p tidak membagi by dan p membagi ¢;. karena a, =b,,c, dan p tidak membagi a,
maka p fic\iak membagi ¢ misalkan s adalah bilangan bulat terkecil sehingga p
tidak membagi ¢,. maka a, = b,c, +b,c,, +A +b.c,, karena p tidak membagi ¢
dan b maka p tidak membagi c,b0. Dipihak Iain p membagi ,c,.1, p membagi
byc;.; dan seterusnya sampai p membagi b.co. Maka p tidak membagi a;, hal ini

kontradiksi dengan p membagi «;, untuk /<n. Sehingga f{(x) takteruraikan di F/x].=m

Teorema 2.7.5

Misalkan f(x)e F{x] merupakan polinomial yang berderajat > 1. Jika
f(a)=0untuk a € F maka f{x) teruraikan di 7

Bukti.

Ax) dapat ditulis f(x)=(x—~a)g{x)+r,dengan r € /. Selanjutnya0 = f(a)=r,
jadi f(x)=(x-a)q(x), karena f(x) mempunyai derajat >1 maka f{x) teruraikan

diF m

Definisi 2.7.4

——

Suatu polinomial f(x)=a,+ax' +A +a, x" pada lapangan F adalah monic jika

o

=)

i
!
\
. -
—
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2.8. Ruang Vektor
Definisi 2.8.1
Ruang vektor V atas lapangan /7 adalah
1. Sistem V= (V,+)

l. u+v=v+uuntuksemuanyeV

2. Wtv)tw=u+(y + w) untuk semua elemen u,y,w € ¥V

3. Terdapat elemen 0 € ¥ dengan sifat v+ 0 =v untuk semuav e V

4. Untuk setiap v € Vterdapat —v eV yang memenuhi v + (-v) =0
II. Pemetaan F x ¥ — V dengan fungsi pemetaan (a,v) — av

untuk semua (a,v) € I x V, dan untuk semua a,b € F dan v,w ¢ ¥V berlaku :

1. av+w)=av +aw.

2. (a+b)v=av +bv
3. (ab)y =a(bv)= b(av)
4 lv=v

Definisi 2.8.2.

Misalkan X subhimpunan ruang vektor V, dengan V, X # &.
1. Vektor v eV disebut kombinasi linier dari X jika untuk setiap x € X terdapat

a, € F, yang memenuhiv = er LG

2. Subhimpunan X dikatakan bebas linier jika kombinasi linier » _ a,x=0,

hanya dipenuhi oleh a_ =0 untuk semua x e X .
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3. Subhimpunan X dikatakan bergantung linier jika X tidak bebas linier, artinya

untuk setiap x € X terdapat a, € F yang tidak semuanya 0 yang memenuhi

er.\’ ax= 0.

4. Subhimpunan X dikatakan membangun V jika setiap vektor di ¥ kombinasi
linier dari X.
5. Subhimpunan X disebut basis ruang ¥ jika setiap vektor di ¥ kombinasi linier

dari X secara tunggal, artinya setiap vektor v e ¥ kombinasi linier dari X,

jika v= me a.x= er . b.x, maka a. = b,, untuk semua x € X .

Definisi 2.8.3.
Misalkan V ruang vektor atas F, maka yang dimaksud dengan dimensi V atas F

ditulis dimg(¥) adalah banyaknya elemen dalam basis V atas 7.

2.9. Perluasan Lapangan
Definisi 2.9.1
Jika F" adalah sublapangan dari lapangan £, maka F dikatakan sebagai perluasan

dari lapangan F.

Definisi 2.9.2.
Misalkan  adalah perluasan dari /. Maka dimensi dari £ yang dianggap sebagai

ruang vektor atas F adalah derajat E atas F. Derajat £ atas [ ditulis [£:F]
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Definisi 2.9.3

Jika [E:F]<, maka E dikatakan peluasan berhingga dari F, sebaliknya £

dikatakan perluasan takhingga dari ¥

Teorema 2.9.1
Misalkan F, E, K lapangan dengan FF < £ c K. Jika [K: E]<odan (F: F]<o
maka

(1) [K:F]<e

()  [KF=[KE|EF]

" Bukti

Misalkan {vi,vs,....,V,} dengan m = [K:E] adalah basis dari K atas £, dan
misalkan {wi,ws,....,Ww,} dengan n = [£:F] adalah basis dari £ atas F. Jika ue X,

maka

u=Za.vi ,denganag, e E (1)

H
i=1

karena a, € £ maka

a, = Zb..w- denganbye ¥ L. (2)

R
jel
substitusi (2) ke (1) maka didapat

u= iiby.v,-wj ,dengan by € F

i=i j=l
hal tersebut menunjukkan bahwa [K: Fl<®

untuk membuktikan (2) akan ditunjukkan vw; bebas linier atas F. Misalkan

dipunyai persamaan
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m n

Z c,v;w; =0 denganc; e F

gritj
= j=l

persamaan diatas dapat ditulis kembali sebagai

m 2]
> Ay, =0dengan A, = chwj eEi=12,.,m
i=1 J=1
karena v; adalah bebas linier atas £, persamaan terakhir memberikan

Ai=0,dengani=12,.. m

z:c,iji =0, dengan i=1,2,...,m

i=l
karena ¢, € F dan v; bebas linier maka w; bebas linier atas £ maka ¢; = 0, untuk
i=l,.,mdanj=1,. .n
yang menunjukkan vw;, merupakan basis dari K atas /. Sehingga diperoleh

dimensi dari X atas /" adalah mn atan [K:F]=[KE]|[EF] =

Akibat 2.9.1
Dari teorema diatas jika F; lapangan dengan i = 1,...,r dan F;.; adalah perluasan
berhingga dari £; maka F, perluasan berhingga dan berlaku

[Fr:Fl] = [Fr:Fr—l] [F —I:Fr—Z]--- [FZ:Fl]

2.10. Perluasan Aljabar

Definisi 2.10.1

Diberikan £ dan F lapangan, o e E disebut aljabar atas F dengan F < E, jika
terdapat suatu f(x)#0e F{x] sehingga | f(a)=0, sebaliknya jika o bukan

aljabar atas F disebut elemen transenden
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Contoh.

. Q< C, maka a= V2 adalah elemen aljabar atas @ dalam C sebab terdapat
Ax)=x*—2 € Q(x) sedemikian sehingga f(a)=0.

2. a = x adalah transenden atas @, karena yang memenuhi f(7)=0 hanyalah

f(x)=x—m,padahal Ax)=x-7 ¢ Q(x).

Definisi 2.10.2
E adalah perluasan lapangan F, £ merupakan periuasan aljabar jika setiap elemen

dari £ adalah aljabar atas .

Teorema 2.10.1

Misalkan £ adalah lapangan perfuasan dari F, o € £ adalah aljabar atas F,

dan f{x) e F]x] adalah polinomial dengan derajat terkecil sedemikian schingga

fla) = 0 maka : |

1. Ax)takteruraikan afas F.

12. Jika g(x) € Flx] sedemikian sehingga g{ ) =0, maka f{x)|g(x)

3. Terdapat dengan tunggal polinomial monic f{x) € F[x] dengan derajat terkecil
yang memenuhi flo) =0

Bukti

1. Andaikan f{x} teruraikan, maka f{x) = fi(x)f2(x), untuk suatu fi(x), />(x) & F[x]
dengan der(fi(x)) < der(f{x)) dan der(fx(x)) < der(f(x)). Karena e} = 0 maka

S1(x).fAx) = 0. Didapat fi(@) = 0 atau f3(«) = 0. Sehingga o memenuhi suatu
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polinomial yang berderajat lebih kecil dari f{x). Hal ini bertentangan dengan
f(x) berderajat terkecil. Jadi f{x) takteruraikan atas /.

2. Misalkan g(x) € Flx] sedemikian schingga g(a) = 0, Dengan algoritma
pembagian dapat dibentuk g(x) = f{x)g(x) + r(x), untuk suatu g(x), r(x) & F[x]
dengan r(x) = 0 atau der(r(x) < der( fx)). Selanjutnya karena g(a)=0 maka
fla)g(a) + r(e) = 0 , dan mengingat fla) = 0 diperoleh #{a) = 0. Jadi kita
punyai r(x) € F[x], dengan der(r(x)) < der(f(x)).. Karena f{x} merupakan
polinomial derajat terkecil yang memenuhi f{a) = 0, maka haruslah r(x)=0,
dan kita punya g(x) = fix)q(x). Dengan kata lain f{x)|2(x).

3. Misalkan f{x) polinomial monic dengan derajat terkecil yang memenuhi
fla) = 0 dan ¥nisalkan 2(x) juga polinomial monic yang memenuhi g(a) = 0.
Akan ditunjljkkan bahwa Ax)} = gx). Ménurut (2) diperoleh fx)ig(x)
selanjutnya dengan membalik argumen diatas didapatkan g(x)|f(x), akibatnya

Six) = g(x). Hal ini menunjukkan bahwa f{x) tunggal. m

Lema 2.10.1

Jika F adalah sub lapangan dari X dan o € X adalah aljabar atas F, dan
p(x) € Fx] adalah polinomial minimal dari a berderajat n maka [K:F] =n

Bukti

Misalkan p(x) € F]x] polinomial minimal dari a, maka f{x) adalah polinomial
derajat terkecil yang memenuhi ﬁd) =0

Misalkan ambil sembarang fa) € Flo] maka f{x) € F[x].
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fx) dapat ditulis sebagai f{x) = q(x) p(x) + r(x), untuk g(x),7(x) e Flx] dengan
der(r(x)) = 0 atau der(r(x)) < der(f(x))

Karena p(e) = 0 sehingga fla) = r(a).

Tulis 7(x) = ag + @ + ... +a,. ¥ dengan ay,....a,, € F.

Dan r{a) = ap + @1 + ... +adtt.

Sehingga @) = K@) = o + 1@ + ... a1

Jadi {1, a,... "'} membangun K. Andaikan {1, a,... &'} bergantung linier maka
terdapat ao,..,@,.1 € [ yang tidak semuanya nol yang memenuhi
ap+ a1t + ... +apdt =0, tulis la) = ap + a1 + ... o = 0

J adiﬂa) € Fla] dan fix) € F[x]. menurut teorema 2.10.1 p(x)|fx) tidak mungkin
karena der(f(x)) < der(p(x), jadi haruslah {i, a... &"'} bebas linier dengan.

demikian {1, &,.. &'} adalah basis atas F dan [K:F] = n

Teorema 2.10.2

Setiap perluasan berhingga merupakan perluasan aljabar.

Bukti.

Misalkan F{¢) adalah perluasan berhingga atas ' maka akan dtunjukkan bahwa
o adalah aljabar atas F. Misalkan [[{@).F] = n dan {1,a,...,d"'} adalah basis dari‘
F(a) atas £ maka {1,c,..,o/'} bergantung linier. Jadi terdapat ao,a,,...,a, € F yang

tidak semuanya nol yang memenuhi aq + a1 + ... + adl’ = 0.



Tulis gla) = a9 + @y + ... + ad’ = 0 maka g(x) € F[x] polinomial yang
memenuhi g(a) = 0. Jadi a adalah aljabar atas / dan /{«) merupakan perluasan

aljabar atas F. =

Definisi 2.10.3

Suatu perluasan £ dari /° dikatakan dibangun secara berhingga jika terdapat
jumlah berhingga dari clemen ay,a,,..,a, € E sedemikian schingga subfield
terkecil dari. £ memuat F dan {a1,0,..,.a,} adalah E sendiri. Dapat ditulis

E=HFa, as,..a,)

Teorema 2.10.3

Misalkan £ = F{a1,as,...,4,) adalah perluasan yang dibangun secara berhingga dari
I sedemikian sehingga setiap a;, dengan i = 1,2,...r adalah aljabar atas . Maka
E berhingga atas F' dan karenanya merupakan perluasan aljabar atas F.

Bukti

Himpunaﬁ Ei = Flay,ao... ai) , (1<i <n). Setiap elemen di £ adalah aljabar atas
maka Juga aljabar atas sembarang fielf K sedemikian sehingga £ 5K 5 F. Oleh
karena itu setiap ¢; adalah aljabar atas £, i = 1,2,...,rdengan £y = F.

Juga E; = E; (a;). Menurut teorema 2.9.1 [£;:£;,] adalah berhingga katakanlah ;.
Menurut akibat 2.9.1

[E:F] = [EEp] [ErniEro].. [EvF]

sehingga [E-F] = nny.1...ny, schingga £ adalah perluasan berhingga dari / dan

juga perluasan aljabar atas F. =
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Definisi 2.10.4

Misalkan K dan L adalah lapangan perluasan dari /. Maka suatu homomorfisma
yang satu-satu o K— L sedemikian sehingga o(¢) = a unfuk semuaa € F
dikatakan sebagat /~-homomorfisma dari X ke [ atau embedding dari K dalam 7

atas F

Definisi 2.10.5
Suatu lapangan X adalah tertutup secara aljabar jika setiap polinomial tak konstan

fx) di F[x] memiliki akar di X

Jelas bahwa lapangan bilangan komplek adalah tertutup secara aljabar,
sedangkan lapangan bilangan rasional dan lapangan bilangan nyata tidak tertutup

secara aljabar.

Teorema 2.10.5

Lapangan F tertutup secara aljabar jika dan jika setiap polinomial tak konstan di
F[x] dapat difaktorkan ke dalam faktor-faktor linier.

Bukti.

= Misalkan f{x) polinomial tak kostan di F[x]. Karena F tertutup secara aljabai'
maka terdapat a€ F sedemikian sehingga @ akar dari f{x). Tulis f{x) = (x-a)g(x),
untuk suatu g(x) € Flx]. Jika g(x) polinomial konstan tak nol maka bukti selesai.
Jika g(x) polinomial tak konstan maka terdapat b € F sehingga b akar dari g(x).
dapat dituliskan flx)=(x-a)(x-b)h(x) untuk suvatu 4(x) € F[x] dan seterusnya

sehingga dapat difaktorisasi f{x) di F]x] adalah linier.
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< Misalkan f{x) adalah polinomial tak konstan di /[x] dan dapat difaktorkan
kedalam faktor linier. Misalkan ax — b adalah faktor dari f{x) maka b/a adalah akar
flx) dan karena F lapangan maka &/a € F. sehingga setiap polinomial tak konstan

di #{x] memiliki akar di /. Jadi tertutup secara aljabar. m

Definisi 2.10.6
Jika F sublapangan E, maka £ dikatakan penutup aljabar penutup aljabar dari F
jika

1. F adalah perluasan aljabar dai 7

2. Ftertutup secara aljabar

2.11. Lapangan Pemecah (splitting field).
Berikut adalah suatu lapangan perluasan yang dibangun dari akar-akar

suatu polinomial f{x) di Fx}

Definisi 2.11.1

Misalkan f{x) merupakan polinomial di F(x) berderajat > 1. Maka perluasan X

dari F dinamakan lapangan pemecah dari f{x) atas /" jika

(i) Aix) dapat difaktorkan ke faktor-faktor linier dalam X, vyaitu
Fx)=clx—a)A (x—a,).a, € K, atau
(i) Jika lapangan K dibangun atas F dengan akar-akar e,,a,,A ,e, dari fx) di K

atau K = F(ay,a,5.A ,a,), o €K.
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Contoh.
(i). Lapangan Q(¥2) = {a + bV2 | a,b € Q@}merupakan lapangan pemecahan dari
x* -2 € Q[x]atas @

(ii).Lapangan pemecahan dari x*+ 1 e R[x] atas IR adalah lapangan C.

Teorema 2.11.1

Misalkan X adalah lapangan pemecah dari f{x) e F[x] atas F, maka X adalah
perluasan berhingga dan perluasan aljabar dari #

Bukti

Misalkan a1,a,...,a, adalah akar-akar dani f{x)eF[x], Menurut definisi
K = Fa, a,..,a,), dan setiap a;, i = 1,2,...n aljabar atas F. Maka menurut
teorema terbukti bf;thwa K adalah perluasan berhingga dan

perluasan aljabar dari F. m

2.12. Akar polinomial
Definisi 2.12.1
Misalkan p(x) eFlx], maka suatu elemen @ yang memenuhi didalam beberapa

perluasan dari F dinamakan akar p(x) jika p(a) = 0

Lema 2.12.1
Misalkan f{x) €F(x), maka akan terdapat perluasan Z dari F sehingga f{x)
mempunyai akar. Sehingga [£:F] < der( f(x)).

Bukti



34

Misalkan p(x) adalah faktor takteruraikan dari f{x). Semua akar p(x) adalah akar
dari f{x). Diketahui [£:F] =der( p(x)) <der(f(x)). Oleh karena p(x) mempunyai

akar maka f(x) mempunyai akar. m

Teorema 2.12.1

Misalkan f{x) F[x] dengan derajat n > 1. maka terdapat perluasan £ dari F yang
berderajat maksimal n!, dan f{x) mempunyai n akar.

Bukti

Menurut lema 2.12.1 terdapat £y dari " dengan [Ey:F] < n dengan

Jfix) mempunyai akar a. Sehingga dalam Fo[x], faktor dari f{x) adalah

fx) = (x — a)g(x), dengan q(x) berderajat n— 1.

Dengan melanjutkan proses seperti diatas akan terdapat perluasan E dari £ yang
berderajat (n — 1)! dengan ¢(x) mempunyai » -1 akar.

Karena semua akar dari f{x) adalah a dan akar-akar dari ¢(x). Klta dapatkan

dalam £ memuat semua » akar-akar dari f{x).

Sehingga [E:F] = [E:Eo|[EoF]<(n~1)ln=n! =

2.13. Peluasan normal
Selanjutnya akan ditunjukkan suatu perfuasan dari suatu lapangan yang

bersifat normal menurut definisi berikut :

Definisi 2.13.1
Suatu lapangan perluasan L atas K disebut perluasan normal jika

1. L merupakan perluasaan aljabar dari K
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2. Setiap polinomial takteruraikan f{x) atas K sedikitnya mempunyai satu akar di

I dan memecah di L

Teorema 2.13.1

Setiap perluasan £ dari /' sedemikian sehingga [£:F] =2 adalah perluasan normal.
Bukti

Misalkan aeF, a¢F. Misalkan p(x) adalah polinomial dari e atas F. Maka
[F(a):F] = derajat dari p(x). Karena [£: F(a)]|[F(a)F] = [EF] = 2 maka
[£: F(a)] = 1 dan [F():F] = 2. sehingga E = F{a) dan derajat p(x) = 2. karena
p(x) mempunyai satu akar o di £ maka p(x) harus mempunyai akar lain yang juga
di £. Sehingga p(x) memecah di £, oleh karena itu £ adalah lapangan pemecah

dari p(x) e Flx] dan merupakan perluasan normal dari

2.14. Perluasan separabel
Definisi 2.141
Suatu polinomial takteruraikan f{x) € /Tx] dikatakan polinomial separabel jika

tidak mempunyai akar ganda di lapangan pemecahannya.

Definisi 2.14.2
Suatu lapangan perluasaan X dikatakan separabel atas 7 jika setiap elemen dari K

adalah akar dari polinomial separabel atas F.





