BAB 11

DASAR TEORI

Dalam bab ini akan diberikan beberapa materi penunjang yang akan
diperlukan didalam pembahasan, seperti: ruang vektor, transformasi linier, dan

ruang perkalian dalam.

2.1 Ruang Vektor
Berikut ini akan diberikan definisi dari lapangan, ruang vektor, subruang,

kombinasi linier, basis dan dimensi ruang vektor beserta contoh-contohnya.

Definisi 2.1.1

Misal R adalah himpunan tak kosong. R dikatakan lapangan bilangan riil
jika untuk setiap a,b,c € R memenuhi aksioma berikut:
Aksioma Jumlahan

1. atbeR

N

at(b+c)y=(a+b)+c
3. 30e R sedemikian sehinggaa+0=a
4. Vae R, J-aeR sedemikian sehinggaa + (-a)=0
5. a+b=Db+a
Aksioma Pergandaan
6. abeR
7. a(b.cy=(ab)c

8. 31e R sedemikian sehinggaa.l =a




9. VaeR, 3a’eR ( dengan a= 0) sedemikian sehingga a.a™ =1
10.ab=b.a
Aksioma Distributif

1l.a(b+c)=ab+ac

Definisi 2.1.2

Misal V adalah sebarang himpunan tak kosong yang di dalamnya
didefinisikan dua operasi, yaitu : operasi penjumlahan dan perkalian skalar.

Yang dimaksud operasi penjumlahan disini adalah suatu operasi yang
menghubungkan setiap u, v dalam V dengan elemen u + v, yang disebut sebagat
jumlah u dan v.

Sedangkan operasi perkalian skalar adalah suatu operasi yang
menghubungkan setiap ueV dan sebarang skalar k dengan elemen ku, yang

disebut sebagai perkalian skalar u oleh k.

Definisi 2.1.3
Misalkan V adalah himpunan tak kosong. V dikatakan sebagai ruang
vektor jika untuk setiap u,v,we V dan k,1 sebarang skalar di lapangan F memenuhi
10 aksioma berikut:
1. Jikauy,veVmakau+v eV
2, utv=v+u

3. ut{v+w)=(t+v)+w

4. 30eV sedemikian schingga 0+u=u+0 =u, VueV




5. VueV, 3-ueV sedemikian sehingga u +(-u) = (-u) +u =0
6. Untuk k sebarang skalar di F dan ue V berlaku kue V

7. k(u+v)=ku+kv

8 (kk+thu=ku+lu

9. k(lwy=&hu

10. tu=u

Contoh 2.1.1

Tunjukkan bahwa himpunan V dari semwa matrik 2 x 2 dengan anggota
bilangan riil merupakan suatu ruang vektor jika penjumlahan vektor didefinisikan
sebagal penjumlahan matrik dan perkalian skalar vektor didefinisikan sebagai

perkalian skalar matrik.

Penyelesaian:

Akan ditunjukkan bahwa himpunan V dan matrik 2 x 2 memenuhi 10 aksioma
diatas.

(1) Ambil sebarang matrik 2 x 2, yaitu:

. U v ¥
u=[" 12} e Myxa danv-—"{” IZ}EMBZ

My Uy ¥ou VYm
u, U, v, v W, FV Uy, Rw
uty=|" LY Y2 | o |: nFVn HptVp }e My
(U Unzd Va1 V| Uy +Vy UptVy

g u, ] iy, v Vi, v U, Uy,
@u+y=m P2 Ve o Pe Ve +[ .
Uy Uy ] Var  Va |




(3) Jikaw= [W“ wm} , maka:

Wy Wp

u, u v
U (v W) = l:u 12]+{[ 11
Uy Uy Yo
H U v
ut (vAw) = { 1 12]+[ 11
Uy Uy Vo

=(n+v)+w
- [0 0
(4) Jika O =[ ],maka:
0 0
3 ru= 0 0 N Uy Uy | _ O+,
00 Uy Uy O+u,,
u+ 0= [u”
()

Jadi, 0+u=u+0 =u

(5) Jika—u= [_ T uu] , maka:
—Uy Ty
u (u) = [u“ un] n [—-u“
Hy Uy —Hy Uy
0 0] -
= = 0
0 0
() +u= [~y "uu:| + [u”
L~ Un Uy Hn
B 0 0] D
0 0

Jadi, u+ (u)=(-u)+u=0.

O+, | |uy
0 +uy Uy

Ui |, 0 0)_ uy+0 wy+0 ) fuy
U,y 0 0 Uy +0 uy,+0 Uy,

utz:l _ [(‘un)"'“n
Uy (g )ity

- ulz] - [”11 +(-uy) (U, )]

Uy +(=tty) Uyt (—ut5,)

(—uy, )+, ]

(-1 )+,




ku, ku
(6) k sebarang skalar, maka ku=k [u“ u”} = [ 1 u} € Maw

1121 u22

(7)k(u+v)=k{[u“ "“]+["“ "u}}{k(“u*vu) k(ulﬁvu)}
Uy Uyl [Va Vo k(uy, +v,,) k(uy, +v,,)

k(u+v) = Fatyy + vy kg kv | kuy kg, + kv kv
bty + vy Ratyy +hvy, kay, ey, kvy kv

Ku+v) =k | e +k["ll " }=ku+kv

Va1 Vi

(8) (etu=(k+1)

[y | [+ Dy (et Dugg | [l + il Ry + g,
(k+Duy, (KD, ku, +hu, o, +lu,,

22

(9)k(lu)=k{f[uu ulz—}=k[lun luu _ klull kluu =k1|:1£“ uu}
Un Uy fuy,  luy kluy, Ky, Hy Uy

= (Ku

(10) Luz__l[“n uu:I: |:u11 uu:I:u
Uy Uy Uy Uy

Jadi, terbukti benar bahwa M;, adalah suatu ruang vektor.m

=[}’mII ku12-+ ey, luy, zkl:uu ulz:’+l{ull uu}=ku+1u
Ly kuzz_ lu, lu Uy Uy Uy Uy

Berikut akan diberikan teorema yang memberikan sifat- sifat penting suatu vektor,
Teorema 2.1.1
Misal V adalah sebuah ruang vektor atas lapangan F, dan u suatu vektor

dalam V dan k sebarang skalar di F, maka:

(2 Ou=0




(byk.0=0
(©) (-lu=-

(d) Jikaku= 0, makak =0 atauu = 0

Bukti:
(a) Dapat ditulis bahwa: Q.u+0u=(0+0)ju ..., (aksioma 8)
=00 e (sifat bilangan 0)
Berdasarkan aksioma 5, vektor Ou mempunyai suatu negatif yaitu —Ou
Dengan menjumlahkan negatif ini pada kedua ruas diatas, maka diperoleh:

[Ou + Ou] + [-Ou] = Ou + (-0u)

Ou+0u+(-0W)]=0u+(-0u) ... (aksioma 3)
Ou+ 0 =0 e e (aksioma 5)
OU =0 e (aksioma 4)
(bYk+0=k
k+k0=k

Dengan menjumlahkan negatif dari k, yaitu —k pada kedua ruas diatas, maka
akan diperoleh:
k+(k+k.0)=k+k
(-k +k) + k0= k+k
0+k0=0
k0=0

(c) Untuk menunjukkan bahwa (-1)u = -u, akan ditunjukkan dahulu bahwa:

u+(—1)u=6.




10

u+Du=lu+(-Du=(1+{-Du=0u=0
Karena u + (-1)u = 0 maka Jjelas bahwa (-1)u adalah negatif dari vektor u,
atau ditadis (-1)u=-u.
() Jikaku=0dank=0, makau= 0
1/k (ku) = (1/k)0

((1/K)ku) = (1/k) 0

Jikaku= 0 danu= 0, makak=0
(ku) 1/u= 0(1/u)

k (u(1/m)) = 0 (1/u)

k1=0

k=0m

Definisi 2.1.4

V adalah ruang vektor atas lapangan F. Suatu himpunan tak kosong W dari
V disebut subruang dari V jika W sendiri adalah swatn ruang vektor dibawah

penjurnlahan dan perkalian skalar yang didefinisikan pada V.
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Teorema 2.1.2

Misal V adalah ruang vektor atas lapangan F. Suatu himpunan bagtan tak
kosong W dari V dikatakan subruang dari V <> untuk setiap x; dan x,e W dan k
sebarang skalar di F berlaku 2 syarat berikut:
(1) Vx3,x2e Wherlaku x; + X0 W
(2) k sebarang skalar di F berlaku kx; e W

Atau dengan kata lain, himpunan tak kosong W dan V dikatakan subruang

dari V jika dan hanya jika untuk setiap x;,x2 eW dan e, fe Fberlaku

(ax +fx,)eW.

Bukti:

(=) Akan dibuktikan bahwa jika W subruang dari V maka kedua syarat diatas
dipenuhi.

Jika W adalah submuang dari V, maka semua aksioma ruang vektor pastt
terpenuhi, khususnya aksioma 1 dan 6.

Karena syarat 1 dan 2 diatas sama dengan aksioma 1 dan 6, maka syarat 1
dan 2 pasti terpenuhi.

(<) Akan dibuktikan jika kedua syarat diatas dipenuhi, maka W subruang V.
Syarat 1 dan 2 telah terpenuhi. Karena syarat ini merupakan aksioma ruang
vektor 1 dan 6, maka hanya akan ditunjukkan bahwa W memenuhi 8
aksioma lainnya.

Aksioma 2,3,7,8,9,10 otomatis dapat dipenuhi oleh vektor- vektor dalam W
karena aksioma- aksioma ini terpenuh oleh semwa vektor dalam V. Oleh

karena itu untuk melengkapkan bukti tersebut, hanya akan diperiksa bahwa
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aksioma 4 dan 5 terpenuhi oleh vektor- vektor dalam W. Misalkan u
sebarang vektor pada W. Menurut syarat 2 maka kue W, untuk k sebarang

skalar di F. Dengan menetapkan k = 0, maka dari Teorema 2.1.1, diperoleh

bahwaO.u= 0 e W dan jikak=-1 maka (-1)u=-u e W.n

Contoh 2.1.2
Misalkan n adalah sebuah bilangan bulat positif, dan misalkan W terdirz
dari fungsi nol dan semua fungsi polinomial riil yang mempunyai derajat < n.
Jadi W adalah himpunan semua fungsi yang dapat dinyatakan dalam bentuk:
px)=ag+ax+ ... +ax"
dengan ay,...,a, adalah bilangan- bilangan riil.
Tunjukkan bahwa W adalah subruang dari ruang vektor semua fungsi bernilai riil.
Penyeclesaian:
Misalkan p,q adalah suatu polinom yang dinyatakan dalam bentuk:
p(x)=ap+ax+... ta;x" dan

q(x)=bo+bix+ ... +bex"

Maka:
1 (p+)(x)=p(x)+q(x)

=(ap+bo)+ (@ +b)x+ ... +(@a+b)x" . (2.2)
2. (kp)(x) = (kao) + (kapx + ... + (kan)x’ . SO (2.3)

Dapat dilihat bahwa persamaan (2.2) dan (2.3) mempunyai bentuk yang diberikan
dalam persamaan (2.1). Jadi, p+q dan kp terletak didalam W. Hal ini berarti

bahwa W subruang dari V.»
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Definisi 2.1.5
Suatu vektor w dikatakan kombinasi linier vektor- vektor vy,va,...,v; jika
vektor- vektor tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk:

w=kv+lown+ ... +kv, ,denganky.k,,... k adalah skalar.

Contoh 2.1.3 |
Pandang vektor-vektor u = (1,2,-1) dan v = (6,4,2) di R’. Perlihatkan

bahwa w = (9,2,7) adalah kombinasi linier u dan v.

Penyelesaian:
Supaya w merupakan kombinasi linier dari u dan v, berarti harus ada skalar k, dan
k> sedenﬁkian sehingga: w=ku+kyv
(9,2,7)=ki(1,2,-1) + ks(6,4,2)
(9,2,7) = (k1 +6ka, 2k; + 4kz, -ky + 2kz)
Dengan menyamakan komponen yang berpadanan, akan diperoleh:
ki +6ky =9
2k, t4ky =2
ki +2k, =7

Dengan memecahkan persoalan diatas,

1 6 9 1 6 9 1 6 9
2 4 2|~|0 -8 —16|~ |0 -8 ~16
-1 2 7 0 8 16 0 0 0

diperoleh k; = -3 dan k; =2, sehingga ditulis w = -3u - 2v,

Jadi, w adalah kombinasi linier dari u dan v.m
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Definisi 2.1.6
Jika vi,va,...,v; adalah vektor- vektor didalam V dan jika setiap vektor
didalam V dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari vy,v,,...,v; maka vektor-

vektor tersebut dikatakan membangun atau merentang V.

Contoh 2.1.4

Polinom 1,x,%,... x" merentang raang vektor P, yang didefinisikan pada
contoh 2.2. Setiap polinom p dalam P, dapat ditulis sebagai p =ap + ajx + ... +
ax" yang merupakan suatu kombinasi linier dari 1,xx%,... X" Atau 'dapat juga

ditulis: Py = span {1,x%,... x"}.m

Definisi 2.1.7

Jika 8 = {v1,v2,...,vr} adalah suatu himpunan vektor- vektor tak kosong,

maka persamaan vektor kyvi+ kova + ... tkeve = 0 mempunyai paling sedikit satu
solusi, yaituk; =k, =... =k = 0.

Jika k; = 0, untuk i = 1,... r adalah satu- satunya solusi , maka himpunan S
disebut Bebas Linier (Linearly Independent).

Jika terdapat solusi lain (selain k; = 0, untuk 1 = 1,...,r), maka himpunan S

disebut Tak Bebas Linier (Linearly Dependent).

Contoh 2.1.5
Tunjukkan bahwa vektor- vektor i = (1,0,0), j = (0,1,0), dan k = (0,0,1)

dalam R> adalah bebas linier.




15

Penyelesaian:

Bentuk persamaan vektor kji +kyj +ksk = 0
ki(1,0,0) + ka(0,1,0) + k3(0,0,1) = (0,0,0)
(ki,k2,ks) = (0,0,0)
Dari perhitungan dip_eroleh bahwa hanya ada satu solusi, yaitu k; = k; = k3 = 0.

Hal ini berarti bahwa S = {ij,k} adalah bebas linier.m

Definisi 2.1.8
Jika V adalah sebarang ruang vektor dan S = {vi,vy,...,V;} merupakan
himpunan berhingga dari vektor-vektor pada V, maka S dinamakan Basis untuk V
jika:
(1) S bebas hnier

(2) S merentang V

Contoh 2.1.6
Tunjukkan bahwa i = (1,0,0), j = (0,1,0), dan k = (0,0,1) adalah sebuah

basis untuk R>.

Penyelesaian:
(1) Akan ditunjukkan bahwa {i,j,k} bebas linier.
i +koj +kek = 0
k1(1,0,0) + k3(0,1,0) + k3(0,0,1) = (0,0,0)
(ki.k2.ks) = (0,0,0)

atank; =0, k=0, k=0,
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Jadi {ijk} bebas linier.
(2) Akan ditunjukkan bahwa {i,j k} merentang R,
Ambil sebarang vektor xe R3, maka x dapat dinyatakan sebagai x = (x1,%2,X3)
Akan ditunjukkan bahwa x =kii +kyj +ksk
(x1,%2,%3) = k3(1,0,0) + k2(0,1,0) + k3(0,0,1)
(x1,%2,%3) = (K ,sz,‘ks)
atan x; = kq, X =k, x3=Kks. .
artinya x adalah kombinasi linier dari {i jk}, sehingga {i,j,k} merentang R,

Dari (1) dan (2) jelas bahwa {i,j,k}adalah basis dari R>.m

Definisi 2.1.9

Suatu ruang vektor tak nol V dikatakan berdimensi berhingga (finite
dimensional) dengan dimensinya adalah n jika ruang vektor tersebut mengandung
sebuah himpunan berhingga dari vektor- vektor {vi,...,va}yang membentuk
sebuah basis. Jika tidak terdapat himpunan seperti tersebut, maka V dinamakan
berdimensi tak hingga (infinite dimensional}.

Selain itu, ruang vektor nol dianggap sebagai ruang vektor berdimensi
berhingga meskipun ruang vektor tersebut tidak mempunyai himpunan bebas

linier, sehingga basispun tidak ada.

Contoh 2.1.7
(a) Ruang- tuang vektor R".P;, dan My, adalah ruang vektor dengan dimensi

berhingga.
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(b) Ruang- ruang vektor F(—co,e0), C(—o0,), dan C"(—o, ) adalah ruang

vektor dengan dimensi tak hingga.m

Definisi 2.1.10
Dimensi suatu ruang vektor berdimensi hingga V, yang dinyatakan dengan

dim(v) didefinisikan sebagai jumlah vektor dalam suatu basis untuk V.

Contoh 2.1.8
(a) dim (R")=n , basis standarnya mempunyai n vektor.
(b) dim (P,) =1 +1 , basis standarnya mempunyai n +1 vektor.

(c) dim (Mpy) =mn , basis standarnya mempunyai mn vektor.m

2.2 Transformasi Linier
Berikut ini akan diberikan definisi dari pemetaan, transformasi linier dan

sifat-sifatnya, beserta contoh-contohnya.

Definisi 2.2.1
Misalkan A dan B adalah himpunan tak kosong. T: A—B dikatakan

pemetaan jika untuk setiap unsur di A memiliki tepat satu kawan di B.

Definisi 2.2.2
Misalkan V suatu ruang vektor atas lapangan F. T: V—V dikatakan
transformasi linier, jika untuk setiap x1,x2 €V dan k sebarang skalar di F, maka

berlaku:
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(1) TOy + X2) = T(X;) + T(x2)

(2) Tkx) = kT(x)

Contoh 2.2.1
Jika T: R™ R™ dengan aturan T(x) = Ax, dimana Amw, X€R" dan T(x) =

AxeR™ Tunjukkan bahwa T adalah transformasi linier.

Penyelesaian:
Xy X
X X
. 12 22
(1) Ambil sebarang x;,%; eR™. x1=| . dan x=|
1cln x2n
Xy T Xy
X,, +X
12 TXn
T(xy +x2) =T .
xln +x2n
Xy Xy X1 X1
R TR R N Xy
=A . =Al P+ Al T = A AR =T) + T(x)
xln + xZn xln x2n

(2) Ambil k sebarang skalar.

kxyy foxy, Xy

kx, kx, X2 :
T(kxl)z T . =A : =kA - =k(AX1)=kT(X1)

kx kx

x[n

1n 7]

Karena kedua syarat dipenuhi, maka T adalah transformasi linier.m




19

Berikut ini akan diberikan beberapa sifat transformasi linier, yaitu Kernel dan
Peta.
Teorema 2.2.1
Jika T: V—V adalah transformasi linier, maka:
(1) T(0)=0
(2) T(-v) =-T(v), untuk setiap ve V

(3) T(v-w) = T(v) — T(w), untuk setiap v,we V

Bukti:

Misalkan v, w sebarang veltor di V.

(1) Karena 0.v = 0, maka T(0) = T(0.v) = 0.T(v)= 0.
@) T() = TV = DTE) = -T(V).

(3) Karena v-w = v + (-w), maka T(v-w) = T(v + (-w)) = T(v) - T(w) .m

Definisi 2.2.3
Misal V dan W suatu ruang vektor atas lapangan F. Jika T: V—W adalah
suatu transformasi linier, maka:

(1) Kernel dari T adalah himpunan semua vektor di V yang oleh transformasi
linier T dipetakan ke 0 di W, atau bisa juga ditulis:
Ker (T)={xeV]|Tx®)=0}

(2) Peta dari T adalah himpunan semua vektor di W yang merupakan hasil peta
dari vektor- vektor di V, atau bisa juga ditulis:

Peta(T)={yeW|y=T(x),xeV}
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Contoh 2.2.2

Misalkan T: R"—R™ adalah perkalian oleh matrik A . Jika,

A= ; h : maka:

e

: X
(1) Kernel dari T terdiri dart semua x = ;2 , yang merupakan vektor pemecahan

X
L . 12
dan sistern homogen A} | =

xln 0

(2) Peta dari T terdiri dari vektor- vektor b = | 7|, yang memenuhi sistem

X by
X2 2
persamaan A| =] [ |.=

xln b

Teorema 2.2.2
Jika T: V—W suatu transformasi linier, maka:
(1) Ker (T) adalah subruang dan V

(2) Peta (T) adalah subruang dari W
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Bukti:

(1) Akan ditunjukkan bahwa Ker (T) = {xe V | T(x)= 0 Yadalah subruang dari V.
Jelas bahwa Ker(T) < V dan Ker(T)= ¢ karena 0 e Ker(T) yaitu T(0)=0 .
Ambil sebarang x;,x2 € Ker(T) dan k sebarang skalar di F, maka:

() T(xz) = 0 dan T(xz) = 0
TG+ %) =T(x) +T0a)= 0 +0 =0
Jadi x1 + %2 € Ker(T).
(b) T(kx;) =kT(x;)=k.0 = 0.
Jadi kx; e Kexr(T)
Dari (a) dan (b) jelas bahwa Ker (T) adalah subruang dari V.

(2) Akan ditunjukkan balhwa Peta(T) = {ye W |y = T(x), xe V }subruang dari W.
Jelas bahwa Peta(T) < W dan Peta(T)# 4 karena 0 & Peta(T) yaitu 0=T(0).
Ambil sebarang yi1,y» € Peta(T) maka TyI = T(x;) dan y; = T(X2), untuk suatu
X1,5% & V.

(@) y1+y2=T(x1) + T(x2) = T(x1 + x2) , karena Tadalah transformasi linier.
Karena x1,x,€ V dan V adalah ruang vektor, maka x; + X, € V.
Jadi y; + v, ePeta(T).

(b) kyr =kT(xy) = T(kx1) , karena T adalah transformasi liner.
Karena x; €V, k sebarang skalar, dan V adalah ruang vektor maka
kx; e V. Jadi ky, e Peta(T). |

Dari (2) dan'(b) Peta(T) adalah subruang dari W.m
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Definisi 2.2.4
Suatu pemetaan T: V—W, dikatakan pada (surjektif), jika untuk setiap
unsur ye W terdapat xe V sedemikian sehingga y = T(x) atau Peta (T) = W.
Pemetaan T: V—W dikatakan satu-satu (injektif) jika untuk setiap dua
vektor u dan v di V yang saling berlainan dipetakan oleh T menjadi vektor T(w)
dan T(v) yvang berlainan pula. Secara similar, ditulis:
u,veV, dengan u=v= T(u) =#T(v). Yang ekuivalen dengan mengatakan, jika

T(u) = T(v), maka haruslahu=v.

Sifat 2.2.1
Misalkan T: V—-W suatu pemetaan linier. Maka T bersifat satu-satu

& Ker (T) = {0}.

Bukti:

(=) Diketahui T bersifat satu-satu.
Jelas bahwa {0} cKer (T). selanjutnya ambil sebarang x € Ker (T), maka:
T(x) =0 = T(0). Karena T bersifat satu-satu, haruslah x = 0. Jadi, xe {0}
atau Ker (T)c {0}. Dengan demikian Ker (T) = {0}.

(<) Diketahui Ker (T) = {0}.
Ambil sebarang vektor u dan v di V sedemikian sehingga T(u) = T(v). Maka
diperoleh T(u) — T(v) = 0 atau T(u-v)= 0. Jadi u-ve Ker (T).
Karena Ker (T) = {0}, harustah u-v = 0 atau u =v. Hal ini memperlihatkan

bahwa T: V—W bersifat satu-satiz.w
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Definisi 2.2.5

Misalkan F adalah suatu lapangan dan V,W adalah ruang vektor atas F.
Jika S,T: V—W adalah suatu transformasi linier, maka S + T: V—W adalah suatu
transformasi yang didefinisikan oleh: (S + T)v = §(v) + T(v) , untuk suate ve V.

Untuk selanjutnya, (S + T) disebut jumlahan dari transformasi S dan T.

Definisi 2.2.6
Misalkan M,N,P adalah ruang vektor atas F. Jika S: M—N dan T: N—P
adalah suatu transformasi linier, maka:
(1) TS: M—P adalah product dari transformasi linier T dan S, yang didefinisikan
oleh (TS)(m) = T(S{m)) , untuk setiapme M.
(2) kS: M—N adalah transformasi linier yang didefinisikan oleh (kS)(m) =

k(S(m)), untuk setiapmeM dankeF.

Teorema 2.2.3
Misalkan V adalah suatu ruang vektor atas F, dan misalkan S,T,U
e L(V,V), ke F. Maka:

{1) S+ T, ST, kS adalah elemen dari L{V,V)

(2) S(TU)=(ST)U eeeeiiiiaieiieiieiiieee oo (Hukum Asosiatif)
(3) S(T+U)=S8T+SU dan(S+TH)U=8SU+TU ............ (Hukum Distributif)
Bukii:

(1) i. Akan ditunjukkan bahwa (S + T) e L(V,V).

Ambil sebarang vq,v,€ V. Maka:




(S +T)(vi +v2) =S(v1 + v ) + T(vs + v2)
= [S(vy) + S(v)i + [T(v1) + T(v2)]
= [S(va) + T(v1)] + [S(v2) + T(v2)]
=(S+Tiv +(S+Tv; eL(V,V).
(S + T)(Iv1) = S(lvy) + T(lvy) , untuk suatu le F
=1[S(v] +1[T(v)]
= 1[S(v1) + T(v1)]
=1[(S +T)vi] eL(V,V).
ii. Akan ditunjukkan bahwa (ST) € L(V,V).
(ST)(v1 +v2 ) =S[T(v; + v2)]
= SIT(v1) + T(v2)]
(STYv1+v2) =S[T(vp)] + S[T(v2)]
= $T(v1) + ST(v2) €L(V,V).
(STY(tv1) = S[T(v)]
= S[lT(Vi)] = I[S(T(vi))] = I[ST(v1)] eL(V, V).
iii Akan ditunjukkan bahwa kS e L(V,V).
(kS) Vi +v2) =k[S(v1+v2)]
= k[S(v1) + S(v2)]

=kS(v1) + kS(v2) e L(V,V).
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(k8)(Iv1) = k[SQAv)] = k[IS(v1)] = (K)S(v1) = (I)S(v1) = 1[kS(v1)] € L(V,V).

(2) Ambil sebarang ve V.
Akan ditunjukkan bahwa [S(TU)}(v) = [(STHUI(v).

L [S(TO)(v) = S[TUXv)] = S[T(U(v))]
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ii. [(STUKv)=ST[U(W)] = S[TUW)]
Dari (i) dan (ii) jelas bahwa [S(TU)](v) = [(ST)UI(v).
(3) Ambil sebarang ve V.
Akan ditunjukkan bahwa [S(T + U)](v) = [ST + SUJ(v) dan
[(S + T)UJ(v) ={SU + TUI(v)
i, [S(T+U)v) =SKT +U)W)]
= 8[T(v) + U(v)]
= S[T(v)} + S[U(V)]
= (ST)(v) + (SUY¥) = (ST +SU)(V)
ii. [(S+THUKV)=(S + TIU(W)
[(S + TYUI(v) = S[UW)] + T[U(V)]
= (SU)(v) +(TU)(v)

=(@U+TU)v).=

Definisi 2.2.7
Transformasi linier Tel(V,V) dikatakan mvertible jika terdapat

transformasi linier T € L(V,V) sedemikian sehinga T T =TT =1.

Teorema 2.2.4
Transformasi linier Te L(V,V) invertible & T adalah pemetaan satu- satu

dan pada.

Bukti:
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(=) Diketahui T invertible. Akan ditunjukkan bahwa T adalah Pemetaan satu-
satu dan pada.
i. Akan ditunjukkan bahwa T adalah pemetaan satu-satu.
Ambil sebarang vi,v2e V,
dengan T(v|)= T(v2), maka:
TH(T(v1) = T (T(v2)
(T'T)(w1) = (T T)(v2)
Vi=Wvy
Jadi benar bahwa T adalah pemetaan satu- satu.
ii. Akan ditunjukkan bahwa Tadalah pemetaan pada.
Ambil sebarang ve V. Maka:
v=1(v)
v=(TTYv)=T(T' (")) =T(u), denganu=T"'(v) dan ve V.
Jadi untuk setiap ve V terdapat u = T"(v) sedemikian sehingga v = T(u).
Jadi T bersifat pada.
Dari (i) dan (ii) jelas bahwa T invertible maka T adalah pemetaan satu- satu
dan pada.
(<=) Diketahui T pemetaan satu- satu dan pada. Akan ditunjukkan bahwa T punya
balikan/ invertible, artinya 3S sedemikian sehingga ST=TS =1L
i. Akan ditunjukkan bahwa S adalah suatu pemetaan.
Ambil sebarang veV. Karena T bersifat pada maka terdapat ueV
sedemikian sehingga v = T(u).

Definisikan pengaitan S:vi> u , VveV.
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. Akan ditunjukkan bahwa S mendefinisikan suatu pemetaan dari V ke V
atau S: Vo V.
Misalkan uj,u, adalah peta-peta dar v oleh S, dengan T(u;) = v =T(up).
Karena T bersifat satu-satu, maka haruslah ;= u,.
Jadi benar bahwa S adalah suatu pemetaan.
ii. Akan ditunjukkan bahwa S: V—V adalah pemetaan linier.
a. Ambil sebarang vi,vo€ V.
Karena T bersifat pada maka vi= T{(u;) dan v; = T(w), untuk suatu
uptevVv.
Dengan demikian T(u:) + T(w2) = v1 + v2 , karena T pemetaan linier
T +w)=vi+v,
Dari definisi pemetaan S, maka:
S(vi+v2)=wm + 1 = S(vi) + S(v2)
b. Ambil sebarang k skalar di F dan ve V.
Karena T bersifat pada, maka v = T(u) , untuk suatu ue V.
Karena T pemetaan linier, maka T(ku) =kT(u) =kv.
Akibatnya S(kv) = ku
=kS(v)
Dari (a) dan(b) jelas banwa S: V-V adalah pemetaan linier.
iii. Akan ditunjukkan bahwa ST=TS=1.
Ambil sebarang ve V. Karena T bersifat pada maka v = T(u), untuk suatn
ueV.

TS(v)=T(u)=v=1I(v)
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ST(u)=S(v)=u=1Iu)
Jadi jelas bahwa ST=TS =L

Jelas bahwa T pemetaan satu- satu dan pada maka T invertible.m

Definisi 2.2.8
Misalkan V adalah ruang vektor atas lapangan ¥, dan V = K@L. Suatu
pemetaan linier p. V—V disebut proyeksi pada K sepanjang L jika V = K®L,

dan ¥V ze V danz=x +y, xeK dan yeL berlaku p(z) = x.

Teorema 2.2.5
Misalkan p: V—V adalah proyeksi pada K sepanjang L, maka berlaku:
V=K +L, dengan K = Peta (p) dan L = Ker (p).
Bukti:
(a) Akan ditenjukkan bahwa K = Peta (p).
i. Akan ditunjukkan bahwa K < Peta (p).
Ambil sebarang xe K, makaxe V=K + L.
Tulis: x = x + 0, dengan xe K dan 0 €L, maka p(x) =x €Peta (p).
Karena untuk sebarang x € K juga berlaku x € Peta (p) maka K c Peta (p).
it. Akan ditumjukkan Peta (p)c K.
Ambil sebarang x € Peta (p). Tulis x = p(z), untuk sﬁatu zeV=K+L.
fulis z=a+b, dengan ac K dan be L. Dengan demikian.
x=p()=pla+tb)=a ek

Karena untuk sebarang x € Peta (p) juga berlaku x € K, maka Peta (p)cK.
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Dari (i) dan (ii) jelas bahwa K = Peta (p).
(b) Akan ditunjukan bahwa L = Ker (p).
i. Akan ditunjukkan bahwa L ¢ Ker (p).
Ambil sebarang ye L, makaye V=K + L.
Tulisy = 0 +vy, dengan 0 eK dan ye L, maka p(y) = p(ﬁ +y) =0 .
Jadi, ye Ker (p).
Karena untuk sebarang y € L juga berlaku y € Ker (p), maka L cKer (p).

ii. Akan ditunjukkan bahwa Ker (p)cL.

Ambil sebarang x € Ker (p) maka berlaku p(x) = 0
xeKer(p) cV=K+L
Tiﬂiéx=y+z, dengan yeK dan ze L.
) =p(y+2)
0=y
Jadi, x = 0 +z=zeL.

Karena untuk sebarang x € Ker (p) juga berlaku x e L, maka Ker (p)cL.

Dari (i) dan (ii) jelas bahwa L = Ker (p).m
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2.3 Ruang Perkalian Dalam
Berikut imi akan diberikan definisi, contoh dari ruang perkalian dalam

kompleks, dan definisi komplemen orthogonal dari snatu subruang.

Definisi 2.3.1
Suatu perkalian dalam (inner product) pada ruang vektor kompleks V

adalah sebuah fungsi yang mengawankan setiap vektor u,veV'dengan bilangan

kompleks (u,v)yang memenuhi aksioma berikut:
(1) {u,v)adalah fungsi bilinier, sehingga dipenuhi:
(u,v +w)=(u, v+ (1, w)
(au,v)=a(u,v) ,untuk #,v,we V dan a eC.

(2) {u,v)adalah simetris sehingga dipenuhi:

(u,v) = (v,u) ,untuk u,vel.
(3) (u,u) > 0 dan (u,u) =0 < u=0.

Ruang vektor kompleks yang mempunyai perkalian dalam disebut Ruang

Perkalian Dalam Kompleks.

Contoh 2.3.1

Misalkan v = (u,...,Un) dan v = (V1,...,Vn). Tunjukkan bahwa (1,v)adalah

perkalian dalam, jika (u,v) = uv = u,v; + ...+ u,9,.
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Penyelesaian:

(1) u=(ug,...,u), v=(Vi,...,Vo), W ={wy,...,Wp) dan a € C.

(u+v,w) = (u+v)w
= (ul+v1,..-,u"+vn)(w1,...,w,,)

= (g, +9, ), + .. +{u, +v, v,

= (MIF1 bt )+ (v,w_1 +o+ vnw_n)

= uw + vw

)+ )
(u,v+-w) = ulv+w)

= (ul,...,un)(v1 + Wy, Y, +wn)

= ul(v1 "‘W1)+---+un“’n ‘*‘Wn)

= (ulv1 +...bu, vn)+ (L.:lw1 +..t unw")

= uv +uw

= (u,v) + (u,w)

(au,v) =aquv = (a:u1 s OU, E,,;:)

= qu v, +..tau,v,

((xu,v>= a(ulq+...+unvn)

= a(u,v)
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(2) (u,v) = uv = u v+ UV, = ;:ul + ..+ Eun =vu +..+VuU, = Vi
- ()
3) (w,u) = = wu, +..+ u,u, 20
(u,u) = 0 maka (u,u)= w, ¥ +uu, =0 Su,=0,Vi=lL.,n

Dari (1),(2),dan (3) jelas bahwa {u,v) = uv = uv, + ...+ u,v_ adalah perkalian

dalam.m

Definisi 2.3.2

Jika W adalah subruang dari V, maka komplemen orthogonal dari W, yang

dinotasikan W didefinisikan oleh W' = {xeV’ | (x,w)=0,Vwel }.






