BAB I
MATERI PENUNJANG

2.1 Matriks
Definisi 2.1
Sebuah matriks adalah susunan empat persegi panjang dari bilangan-bilangan
yang diapit oleh tanda [ ]. Bilangan-bilangan ini dinamakan elemen matriks.

Secara umum matriks A dituliskan dengan A= [aijj , dimana i menyatakan baris

dan j menyatakan kolom, Ukuran matriks disebut ordo.

Definisi 2.2
Matriks A dan B dikatakan sama jika mempunyai ordo yang sama dan elemen-
elemen yang bersesuaian sama.

Contoh 1:

‘s vooa|4 3lpld 3| ~_14 1in_ |1 2 3
T1nJaumamks_A—l:1 5},]3 [1 5:|,C [2 6]’]) [2 1 3}

Dari keempat matriks tersebut: A=B, A= C,B=C,A#D,B=D,D=C

Definisi 2.3
Jika A dan B matriks yang mempunyai ordo yang sama maka jumlahan A+B
adalah suatu matriks C yang diperoleh dengan menjumlahkan elemen-elemen

yamg bersesuaian dalam kedua matriks.




‘ Contoh 2:
. 14 3 14 3 .
Jika A—[l 5] dan B—li1 5] maka:

4 31,74 3]_[8 6
A+B‘C#[1 5]*[1 5} [2 10]

Definisi 2.4
Jika A suatu matriks m x n dan B adalah matriks n x v maka hasil kali AB
didefinisikan sebagai matriks C berordo m x r yang elemen—elemennya dihitung

dari A,B menurut rumus:

n
¢ = D agby i=1.2,...m, j=1,2,.1
k=1

Contoh 4:
-1 3

Diberikan matriks A= B i ﬂ dan B=| 2 5| maka perkalian antara A dan B
-1 1

yaitu:

3
anfl 2 7|2 s =[(1)(—1)+(3)(2)+(2_>(—1) (1)(3)+(3)(5)+(2)(1)]=
2 4 1)1 7 T LOED+ @@+ 0D @)+ (@96)+ 00




Definisi 2.5
Jika A suatu matriks berordo n x m maka transpos dari matriks A ditulis dengan
AT didefinisikan sebagai matriks m x n yang kolom pertamanya adalah baris

pertama matriks A, kolom kedua adalah baris kedua dari matriks A dan

seterusnya.
Contoh 5:
1 2
Jika A= B i ﬂ maka AT™=|3 4
21
Definisi 2.6

Sebuah matriks bujur sangkar berordo n x n (selanjutnya disingkat persegi

order n) disebut matriks simetris jika ay=a; , untuk 1j=1,2,... n.

Contoh 6:
2 1 3
A=l 2 1
31 2

Definisi 2.7

Misal A adalah matriks persegi order n dan jika dapat dicé.ri matriks B sedemikian
sehingga AB=BA=I (dimana I adalah matriks persegi order n dengan elemen
diagonal utamanya 1 dan elemen lainya 0) maka B dikatakan invers dari A dan

ditulis A




Contoh 7:
1 23 —40 16 9
Diberikan matriks A=| 2 5 3| maka invers dari A vaitu A'=| 13 -5 -3
1 0 8 5 -2 -1

2.2 Ruang Vektor dan Vektor
Definisi 2.8
Kumpulan (collection) dari n bilangan riil yang disusun dalam urutan (X1,Xz,....Xn)

atau dapat ditulis dengan simbol X dinamakan tuple-n terurut dan himpunan yang

terdiri dari tuple-n dituliskan dengan R”. Dalam bentuk matriks dituliskan dengan

matriks kolom:

X

Definisi 2.9

Misal V adalah himpunan tidak kosong sedemikian sehingga jika X,Y,ZeV dan
a,be R memenuhi aksioma-aksioma:

-penjumlahan

. X+YeV

ii. X+Y=Y+X

jiil. (XFY)PHZ=X+H(Y+Z)




iv, terdapat 0 V; X+0=0+X, untuk setiap Xe'V
v. terdapat-XeV sedemikian sehingga X+(-X)=0
- perkalian

vi. aXeV

vii. a(X+Y)=aX+aY

viii, (atbh)X=aX+bX

ix. (ab)X=a(bX)

X. 1X=X

maka V disebut ruang vektor dan elemen-clemennya disebut vektor.

Definisi 2.10
Sebuah vektor X disebut kombinasi linier dari vektor-vektor X,,Xs,.... Xn Hka
vektor tersebut dapat dituliskan dalam bentuk:

X=k Xtk Xot... +knXn

dengan ky.ks,... k, skalar.

Contoh 8:

Tunjukkan bahwa vektor X=(9,2,7) merupakan kombinasi linier dari vektor
Xi1=(1,2,-1), Xo=(6,4,2).

Penyelesaian:

Agar X merupakan kombinasi linier dari X dan X; maka ada k;.k; sehingga:

X:k1X1+k2X2
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9 1 6
2|=1q| 2 |+k,|4
7 -1 2
atau:
k+6k=9
2 k4 k=2
—k1+2 k2=7

Dengan menyelesaikan sistim persamaan ini diperoleh ki= -3 ;k;=2. Jadi

X=-3X1+2X2

Teorema 2.1
Jika A matriks bujur sangkar n x n yang mempunyai invers maka untuk setiap
matriks B yang berordo n x 1, sistem persamaan AX=B mempunyai penyelesaian

yang tunggal yaitu X=A"B

Bukti:

Karena A(A'B)=(A A")=B maka X= A'B merupakan penyelasaian. Untuk
membuktikan bahwa penyelesaiannya tunggal, misal X; adalah sebarang
penyelesaian dan selanjutnya dibuktikan X,= A'B.

Jika X, merupakan pemyelesaian maka AX;=B. Dengan mengalikan kedua ruas

dengan A diperoleh A'I(AX1)= A'B atau X;=A"B.
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Definisi 2.11

Hasil kali dalam (inner product) (X Y) dari dua vektor X,Y e R" didefinisikan

n
sebagai (X,Y) =) x;y; danmemenuhi:

i=l
i (X,Y)=(Y,X)
i (X+Z,Y)=(XY)+(Z,Y;ZeR"
iii. (aX,¥)=a(X,YyaeR"

iv. (X,Y) >0, jikaX = 0; (X,X) =0, jikaX = 0

Definisi 2.12

Misal R” adalah himpunan tuple-n dari bilangan riil. Untuk setiap pasangan
tuple-n X,Y € R" , misalkan didefinisikan:

i, jumlahan; X+Y=Y+X= (X +y,X3 + Y2, Xy + ¥p) €R"

ii. perkalian: aX = (ax,,axs,..,8%,) € R",ae R

iii. inner product: X"Y = YX" = x,), + %, 3, +...+x,¥, € R

selanjutnya tuple-n disebut vektor dan R" disebut ruang Euclidis

Definisi 2.13
Misal diberikan vektor-vektor, X,Y. Suatu bilangan riil [X] merupakan norm jika

memenuhi;
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i X} =0,

X||=0 jika dan hanya jika X=0
ii. laX] = |a| |X] untuk setiap acR dan Xe& R”

iii. X+ Y] < [X]+]¥| untuk setiap X,Ye R”

Definisi 2.14

Jika V sebuah ruang hasil kali dalam ,maka norm Euclidis dari vektor

X=(x1,X2,... Xn) dinyatakan dengan |[X|, didefinisikan sebagai:

[x] = (%, %) = (x5 0202

Contoh 12:

Diberikan vektor X=(2,2,1) maka [[X]| = {(2) +(2)* + (1)’ =9 =3

Teorema 2.2 ( ketaksamaan Cauchy-Schwars)
Jika X,Y vektor dalam R maka [X"¥| < |X] [¥|
Bukti:

Jika Y =0 maka [X"Y|= 0 =[X]|V]

Jika Y # 0 dan X bukan kelipatan dari Y maka X+tY #0, V¢ sehingga

X+ Y[ > 0,vt
karena [[X+7Y[ =(X+/¥,X+1Y)> 0,V

atan X +2X"¥|+ ¥ >0
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Jadi diskriminan bentuk kuadrat diatas negatif yaitu:
4s™y[ —4x[Iv[ <0

sehingga :

X"Y[" < X[vf
atan  [X"Y| < [X][¥] @.1)
Secara analog jika Y bukan kelipatan dari X maka diperoleh:

‘x’fy} <|x] ¥} ©22)
Selanjunya ditinjau untuk X=cY maka:

IX"Y| = |cYTY| = |c(YTY)|

=ld Iy’

=l ¥ 2.3)

Jadi dari (2.1) (2.2) dan (2.3) diperoleh [X"¥| < |X] ||

Contoh 13;

Pandang vektor X;=(-1,2,1) dan X,=(3,4,2) maka:

X, = 17 + @) + 0P =6,

[XTX,| = (-1)3) + (@) + (1)) = 7|

||X2" = J(3)2 +(@Y +(2Y = V29 | sehingga ‘XTXZI =7 <174 = HXI ||||X2”
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2.3 Bentuk Kuadratik
Definisi 2.15

Suatu polinomial homogen

f(X)= cllxlz +c:22x% +..+ cnnx,% FopaXy Fosnat... ¢ eRLFL2,.n

disebut bentuk kuadratik dalam n variable x;,%,... %, Jika ¢; disubstitusi dengan
a; dan ¢; dengan gy +ay; dimana a; =ay = 1/2¢; maka bentuk kuadratik
dapat dituliskan dalam bentuk:

f(X) =q 1.7C12 + a22x% +...+ a,mx,% + alz.xIX2 + a1 Xa Xy +...

2] n

=Zz axx; = XTAX

i=1 j=1

dimana A adalah matriks simetris order n dan X vektor kolom.

Contoh 14:

F(X) =257 + 25 + 32 — Ax;x, + 4x,x; + 6x,%,

i 1
ay =2,ap =Laz=la,=a, = 5("12 =-2a;=0a; = ECIS =2,0y =y = 5023 =3

2 -2 2
A={-2 1 3
2 3 1

sehingga dapat ditulis dalam bentuk:

2 =2 2|x
FX=X"AX=[y, x x]-2 1 3|x
2 3 1ix




15

Definisi 2.16

Suatu bentuk kuadratik X*AX dikatakan semidefinit positif jika X' AX >0 untuk
semua X dan ada X#0 sehingga X"AX =0 dan dikatakan definit positif jika
XTAX >0 untuk semua X dimana X#0. Suvatu bentuk kuadratik dikatakan
semidefinit negatif jika X"AX <0 dan dikatakan definit negatif jika X"AX <0
untuk semua X dengan X# 0; Bentuk kuadratik yang tidak definit positif

(semidefinit positif) atau definit negatif (semidefinit negatif) dikatakan indefinit.

Contoh 15:

Bentuk kuadratik £(X) = (x; —x,)* +2x3 merupakan yang semidefinit positif,
karena selalu bemnilai positif untuk x,x,,x3#0 dan ada x =x#0,%x=0
sehingga f(X) bemilai nol.

Bentuk kuadratik f(X)=—(x, —x,)* —3x; merupakan bentuk kuadratik yang
semidefinit negatif, karana selalu bernilai negatif untuk x;,x;,x;#0 dan ada
x; = x5 #0,%3 = 0 sehingga f(X) bernilai nol.

Bentuk kuadratik f(X)=—2x} — x5 —3xJ merupakan bentuk kuadratik yang
definit negatif karena selalu bernilai negatif untuk x;,x;,x3 #0.

Bentuk kuadratik f(X)=2x? +2xx, +x; merupakan bentuk kuadratik yang

definit positif karena selalu bernilai positif untuk x;,x, # 0.
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Bentuk kuadratik f(X)=x’ —2xx,—x; merupakan bentuk kuadratik yang

indefinit karena dapat bernilai positif dan juga negatif.

2.4 Ekstrim Fungsi
2.4.1 Fungsi berharga riil

Definisi 2.17

Jika untuk setiap vektor X € R” terdapat suatu bilangan riil f(X) yang tunggal

maka f(X) dikatakan fungsi berharga riil dari X. Dinotasikan f: X e R" — R
Definisi 2.18

Suatu fungsi f(X) dikatakan kontinu pada X, jika untuk setiap & >0 terdapat

suatu & >0 sedemikian sehingga [X-—X,|<& berdaku |/(X)-/(X,)|<¢

dimana

X=X, =3 (5 - 5,0 Xp X € R”
i=1
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2.4.2 Derivatif parsial dan vektor gradien

Definisi 2.19

Misal (AxY =0 0 0 .. & .. 0 0] vektor dalam R" dengan semua

b
komponennya nol kecuali yang ke-j yaitu &r;. Derivatif parsial dari f(X)

terhadap komponen x; dari X didefinisikan sebagai

1.' J(X+Ax;) - f(X)
m

& j—>0 & j

dan dinotasikan dengan éf;—

ox g

Vektor yang komponen-komponennya terdiri dari n derivatif parsial dar f(X)

dikatakan gradien dari f(X) atau dapat ditulis:

oy R /L A
grad [ = (V1) _1:6x1 ax, axj
Definisi 2.20

Jika £(X) mempunyai derivatif parsial yang kontinu terhadap masing-masing

variabelnya maka dikatakan diferensiabel.
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2.4.3 Deret Tailor

Misal f(X) fungsi berharga riil yang diferensiabel dua kali dalam R"
dan misal X+ AX adalah suatu titik persekitaran dari X dalam R" dimana

(AX)T =8 &, .. d,]dan X+AX), =[y+dq xm+dn .. x,+8)

Derat tailor untuk fungsi dari n variabel dapat ditulis

Flag+8g x+8G . X, +8,)= fx.X,... %)+ (0 7 + dix i+...+dxn 6f)
ox; Ox; ox,

+ l(5x1i+ axziJr o O, i-)2 1+ suku — suku sisa
20 oy %, o,

Dalam bentuk vektor dapat ditulis dengan
(X +AX) = F(X)+(AX)T V7 (X) + %(AX)TV2 FOXNAX) + stk sisa

Dari persamaan diatas dapat didefinisikan matriks Hessian n x n dari fungsi /(X)

yaitu:
2

H(X) = V2£(X) = F A (X)];f,j 12,
;0% ;
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2.4.4 Nilai Ekstrim

Definisi 2.21

Fungsi f(X) dikatakan mempunyai nilai minimum lokal di X= X jika terdapat
persekitaran N (X*,é‘) yang memuat X" sedemikian schingga f(X)> f (X*) )

untuk semua X dalam persekitaran NV (X*, o).

Definisi 2,22

Fungsi f(X) dikatakan mempunyai minimum global di X= X' jika

F(X)z £(X), untuk semua X € R”

2.5 Fungsi konveks dan Konkaf

Definisi 2.23

Titik X = /IXI +(1-A)X,;0< A <1 dinamakan kombinasi linier konveks dari

titik X dan X,.
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Definisi 2.24

Himpunan K < R" dikatakan sebagai himpunan konveks jika setiap kombinasi
linier konveks dari dua titik dalam X adalah anggota K . Dengan kata lain setiap

titik X,X, € K dan A € R,0< A <1 berlaku: X=AX; +(1-1)X, € X.
Definisi 2.25

Misalkan K < R” adalah himpunan konveks dan f(X) terdefimsi pada XK.

Untuk setiap X;,X, € K, Ae R:0<A<1, f(X) disebut fungsi konveks jika:
f(X) = fAX +(1- X)) S (X + (- 2)f(X3)
Definisi 2.26

Misalkan X c R” adalah himpunan konveks dan f(X) terdefinisi pada K.

Untuk seﬁap X, X, e K,Ae R0<A<1, f(X) disebut fungsi konkaf jika:

F(X)= FUX +(1-0Xp) = A X+ (1-2) 1 (Xy)
Definisi 2.27

Fungsi f(X) dikatakan konveks seksama jika:

FOX +(1-D)Xp) < H (XD +A-2)f(X2)
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Definisi 2.28
Fungsi f(X) dikatakan konkaf seksama jika:

FAX +(1-)Xy) > A (X)) +(1-4)f(Xy)
Teorema 2.6

Diberikan X € X dan bentuk kuadratik f(X)= X"AX. Jika f(X) semidefinit

positif maka f(X) fungsi konveks.

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa : f(X) < Af (X)) +(1-4)f(X,)

Ambil sebarang dua titik X;, X, € K sehingga X=AX;+(1-A4)X,, 0< A4 <1
XD+ (1= f(X) = f(X) = AX[AX +(L- )X AX; -

X, +(1- )X, F A{/lxl +(1- A)xg}

=IXTAX; +(1- )X AX,
2T AX -220- HXTAX, - (1- )2 XTAX,

=41~ DT AX, - 2XT AX, + XAX, |
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=A1- )Xy - X)) AKX, - X)) 0421
karena X, — X, sebarang vektor dan X" AX >0 maka
20- )X, - X AX, -X) =0

Jadi (X)) +(1-A)f(Xy)— f(X) 20 atau I (X;)+(1-2)/(Xp) 2 f(X)
Teorema 2.7

Fungsi f(X) konveks pada himpunan konveks K jika dan hanya jika untuk

setiap X;,X, € X berlaku:

FOXD = f(X)+ V7 (X)X~ Xp)
Bukti
)
Misal #(X) konveks pada K maka dari definisi (2.25) diperoleh:
FOX +(1- X)) S A XD+(A-2)1(Xs) (2.5.1)

Persamaan (2.5.1) untuk A > 0 dapat ditulis:

FXpD-7fXy)z {f(Xz +AX —X5)) - f(Xy)

AKX, = X,) }(Xl -Xs)

Dengan mendefinisikan AX = 2(X; - X;) maka didapat:
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F(X +AX) - f(Xy)
AX

fXD-F(Xy)2 { }(Xl -X,)

Dengan mengambil AX — 0 maka:

XD F(Xp) 2 VT (X)X - X))
Atan f(Xp) 2 F)VF (X)X —X3)
(€)

Diketahui £(X;)2 f(X,)+ V7 (X,)(X, - X,) akan ditunjukkan bahwa f(X)

konveks.

Untuk X,,X, € K dan 0 < 2 <1 misalkan

X; = AX, +(1-)X;, X3 ek maka:

F(Xp) = f(X3) 2 VfT (X5)(X —X3) (2.5.2)
dan f(X)) - f(X3) = VT (X3)(X; - X3) (2.53)

Dengan mengalikan persaman (2.5.2) dengan (1-A) dan persamaan (2.5.3)

dengan A dan dijumiahkan maka diperoleh:
(A=A (Xo)— FX)+ A (Xy) - (X3) 2

(- VT (X3)(Xy — X3) + 2V (X3)(X; — X3)
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F(Xo)— (X3) = A (Xo)+ A (Kg) + A (X))~ A (X3) 2
VT (X)X, - X5 - AX, + AX; + X - AX3)
MR+ A=A f(X) 2 (Xg) +(AX; + (1= DXV (X3) - X3Vf " (X3)
M X+ (1= ) f(Xg) 2 F(X3)+ XgVf T (X3)~XaVf T (X3)
A XD+(A-Df(Xy) = f(X;3) ataw

JOX +(1-D)Xy) S A (X +(1-A)f(X3)

Jadi f(X) konveks.

Teorema 2.8

Fungsi f(X) konkaf pada himpunan konveks K jika dan hanya jika untuk setiap

X;,X, € K berlaku

FX) S £Xo)+VFT (X)X - Xo)
Bukti:
()
Misal f(X) konkaf pada K maka dari definisi (2.26) diperoleh:

FOX +I-DX) 2 A (X)) + A=) (Xy) (2.5.4)
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Persamaan (2.5.4) untuk 2 >0 dapat ditulis:

F Xy + X - X)) - f(Xy)
AX; —X5)

f(Xl)—f(Xz)S{ }(XI_XZ)

Dengan mendefinisikan AX = A(X,; —X,) maka didapat:

fX, +4X) - f(X5)
AX

FXD-F(X2) 5{ }(X1 -X3)

Dengan mengambil AX —> 0 maka:
FXD)— f(X) < VFT (X5)(X — Xy)
Atan £(Xp) < FO)EVT (X)X - X))
()
FX) < FX)+ VT (X,)(X, - X;) akan ditunjukkan bahwa f(X) konkaf.

Untuk X;,X, € K dan 0 < A <1 misalkan

X, =X, +(1-1)X,, X3eX maka

F(Xg)— £(X3) < VT (X3)(X5 — X3) (2.5.5)

dan f(X))- f(X3) < VT (X3)(X; - X3) (2.5.6)
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Dengan mengalikan persaman (2.5.5) dengan (1-4) dan persamaan (2.5.6)

dengan A dan dijumlahkan maka diperoleh:
(1= (X)) - FX)+H (X)) - H(X5) =
A= VT (X)X, — X3) + AVFT (X3)(X; - X3)
S(Xo)— F(X3) = A (Xp) + A (X3)+ A (X)) - A (X3) =
VT (X3)(X, — X5 — AX, + AX;3 + X - AX3)
M (X)) + (1= 2)f(Xp) < f(Xa) + (AXy + (1= X0V (X3)~X5Vf T(X3)
A +(E- ) f(Xg) < f(X3)+ XV (X) =XV (X3)
XD +(A-2)f(Xy) < f(X3) atan

FOX) +(1-D)X,) 2 A X)) +(1- D) f(Xy)

Jadi £(X) konkaf.

Teorema 2.9

Fungsi f(X) konveks pada himpunan konveks X jika dan hanya jika :

2
H(X)= a/X) semidefinit positif
axf ax 7
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Bukti

(<€)

2
Misalkan H(X)= 1:86—%(5—)} adalah semidefinit positif pada K, akan dibuktikan
6,0

bahwa 7 (X) konveks pada X yaitu memenuhi persamaan
F(Xp) 2 FX)+ VT () (X~ Xy), VXX € K

Dengan menggunakan deret tailor diperoleh:

CSURTL VRS 00 255 2L @57)

i L=y= TIX=X"+h

dimana 0 < @ <1
Dengan mengambil X = X, X +h=X; dan h=%X,-X,

X, X, € K sebarang maka persamaan (2.5.7) menjadi:

X)) = F(X)+ VT (X)(X) - Xo) + %(Xl —X,) H(X, +6(X; - X ))(X; - Xp)
Diketahui H (X, +8(X;—X,)) semidefinit positif.

Karena X, +6(X; - X,) € X, 0 <@ <1 jadi diperoleh:

FX) 2 7(X)+ VT (X)(X; - Xy)

atau f(X) konveks.
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()
Ambil sebarang X, € X akan dibuktikan bahwa H(Xy) semidefinit positif.

Untuk sebarang X € K dari persamaan tailor diperoleh:

FX) = F(Xg)+ VI (X)X —Xo)+%(x =Xo) H(Xy +0(X ~X)(X —Xo)

dengan 0< @ <1
ataw  f(X)- f(xo) — VI (X)X -Xo) =
%(x -~ X)) H(Xq+8(X - X)X -X0)
Karena f(X) konveks pada X maka berlaku:
FX)z £(Xo)+Vf (X)X ~Xo)
Jadi %(xn X)) H(Xg +8(X-X))(X—Xg) =0

atau (X -X,) H(Xg +0(X -X)X-Xg) >0

Karena ini berlaku untuk setiapX € X maka H (X, +6(X-X,)) semidefinit
positif. Kusus X=X, H(Xgy) semidefinit positif. KarenaX, e K sebarang

maka IT(X) semidefinit positif.
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Teorema 3.0

Fungsi f(X) konkaf pada himpunan konveks X jika dan hanya jika :

2

H(X)= F—ﬂ)—q} semidefinit negatif
;0% ;

Bukti

(<)

2
Misalkan H(X) = [w} adalah semidefinit negatif pada K, akan dibuktikan
1,0 ;

bahwa f(X) konkafpada K yaitu memenuhi persamaan

FXD < FX)+ VT (X)(Xy - X,), VX, Xp €K

Dengan menggunakan deret tailor diperoleh:

) o XD 18 5 f
FX+h) = fX)+ Y BTl =2 S kg (2.5.8)

dimana 0 < & <1
Dengan mengambil X" = X, X +h= X; dan h=X-X,

X;,X, € K scharang maka persamaan (2.5.8) menjadi:
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£ = F(Ka)+ VT (KX~ Xg) 4% = o) H (Ko + 0K, - X)X ~Xs)
Diketahui H(X, +0(X; —X,)) semidefinit negatif.

Karena X, +0(X; —X,) € X, 0 < @ <1 jadi diperoleh:

FXD S f(K)+ VT (X)) (X4 - Xy)
atau f(X) konkaf.
(=)
Ambil sebarang X, € K akan dibuktikan bahwa H(X,) semidefinit negatif.
Untuk sebarang X € K dari persamaan tailor diperoleh:
F(X) = F(Xo)+ Vf (X)X —Xp)+ %(X ~X) H(Xo +0(X X)X -X)
dengan 0< @<l
atan  f(X)- f(Xg)~ V" (XoXX—Xq)=

(X=X H(Xq + 60X~ X)X ~X0)

Karena f(X) konkaf pada X maka berlaku:

FX) < f(Xo)+ VT (X)X -Xp)
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Jadi —;-(X— Xo) H(Xq+0(X—X))(X~Xg) <0

atan (X~ X)) H(Xy+0(X- X)X -Xg) <0

Karena ini berlaku untuk setiapX € K maka H(Xy+0(X—-X,)) semedefinit
negatif. Kusus X = X,, #(X;,) semidefinit negatif . KarenaX;, € K sebarang

maka H(X) semidefinit negatif.

Teorema 3.1
Fungsi f(X) konveks pada K jika dan hanya jika — f(X) konkaf pada X .

Bukti

2 2
Dari hubungan I:a -/ (X))} _ _[6 f (X)}

;0 ; ;0

L 3 f(X) e ..
Ini diperoleh bahwa | ———= | semidefinit positif jika dan hanya jika

Ox;0x;

2
{8(—_}’()()):\ semidefinit negatif.

;O

Jadi f(X) konveks jika hanya jika - /(X) konkaf




32

Teorema 3.2

Misatkan £(X) konveks dan f(X) <0 maka f(IX) konkaf pada X .

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa matriks Hessian dari

adalah semidefinit negatif.
2, PPN e
B 5500 - -0

{— 72X axf = )} [2f RO a{;if)}

1 |P® |, 2 |:6f(X) 6f(X)}
FAxoL & | Aol M8

1
= MX)+
£Ax) 3

NX)

dimana

82 (X

dan
NX)= [V v/ ()]
Karena f(X) adalah fungsi konvek maka matrik M akan semidefinit positif.

Selanjutnya untuk suatu vektor Q kita peroleh
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ol Ng =107 v T (X)01= R? 20
dimana R adalah skalar yang diberikan dengan
R=0"vx)

Karena f(X)<0 maka f 3(X) <0 schingga H(X) merupakan jumlah dar

semidefinit negatif matriks yang juga H(X) akan semedefinit negatif. Jadi f(IX)

konkaf

belum tentu

Catatan ; jika F(X)>0 dan f(X) konveks pada K maka

konkaf.

Contoh: f(x)= x* pada [1,0) adalah konveks

g(x)= Lz pada [1,00) adalah konveks bukan konkaf.
X

Teorema 3.3

Misatkan #(X) konkaf dan f(X)>0 maka f(1X) konveks pada K.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa matriks Hessian dari adalah semidefinit positif.

a2

HO| 521700 = ] - 1700 =
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827 (X)

={— 2 3x) XX FX)
- 00 R oy o 4242

_ 1 [, e [af(X) 6f(X)}

=——M(X)+—-N(X)
X X

dimana

82 (X

dan
N[ 0w (%))
Karena f(X) adalah fungsi konkaf maka matrik M akan semidefinit negatif.

Untuk suatu vektor Q kita peroleh
0! N =T vrxnvsT (X)Q1=R* 2 0
dimana R adalah skalar yang diberikan dengan
T
R=0"V/(X)

Karena f(X)>0 maka f 3(X) >0 sehingga H(X) merupakan jumlah dari

semidefinit positif matriks yang juga H(X) akan semidefinit positif. Jadi f(IX)
akan konveks.
Catatan: Jika f(X) konkaf dan f(X) <0 maka belum tentu konveks.




Contoh: (x) = —x* pada[i,) adalah konkaf

g(x)=- Lz pada[l,00) adalah konkaf bukan konveks
x

Teorema 3.4

lika:a. f,/...,f konveks pada himpunan konveks X, maka
1
Za,— fi»¢; >0 adalah konveks pada K.

i=l
b. Jika salah satu dari f konveks seksama pada K maka

1
Zai f;» @ > 0 konveks seksama pada K .
i=1

Bukti

a. Misalkan:
n
FX)=> e, f,(X) dengan o >0
a1

Karena f;(X) adalah konvek maka:
A= AX, + X1 < (1= 2) /(X)) + A (Xy)

untuk 0 € A <1 dan untuk dua titik X; dan X, maka

FI(1=2)X, + A% = D o fill- )X, + AX)]

i=1

< Nl - A fi(Xo)+ A (X0)]

i=l

(- i)[zaiff (Xz)} + ﬁ[i%ﬁ(xl)}
i=1 i-1
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<(1-AF(Xy))+AF(X))
Ini menunjukan bahwa F(X) adalah juga konvek.
b. Misal

£ konveks seksama maka :
afi(AX +(1- )Xy) < Mg fi)(Xp) + (1= e /1)(X2)
/> konveks maka:

ap fo(AX +(1- 1)Xy) £ U L XX ) + (1= A)@ /)(X7)

/., konveks maka:

@, fo(AX + (1= 1)Xy) < Ua, £, X)) + (1= A @, 1 X X7)

n
Alkan dibuktikan Za,- Ji, ; >0 konveks seksama

i1
(e fi+ o0ty + o+ 0, f )JAX) + (1 - 1)X5)
=an f1(AX +(1 - D)Xp) + @ LX) + (1= 2)XKp) +..+

0y fr(AXy + (1= 2)X) < Uan ))(Xp) + (= e /1) X)
+ A f2)(X) + (1= A f2)(Xp) + ...+

2 [ Y Xp) + (1= A @ [ ) X7)

=Uenfi+arfo+ .t @ )X+ (1= Ay fi+ ..+ 0 1, )(X)
Jadi
(aifi + o fr + ot 0, 1, AX ) + (1= 1)X;5) <

Magfi + o fo+ ..+, [ X X)) + (= A fr + -+ 2, 1, )(Xs)
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Atau

H
> a,f;, @ >0 konveks seksama
in

Theorema 3.5

Misal K c R” merupakain himpunan konveks, X € K dan fungsi konveks, Jika

F(X) mempunyai minimum lokal maka sekaligus merupakan minimum global.

Bukti:

Misal f(X) mempunyai minimum lokal di X" dan X; € K maka untuk suatu
§>0 dapat dipilih A dimana O0<A<1 sedemikian sehingga

X = AX; +(1- /’L)X=|= terletak pada persekitaran N (X*,J )

Dari definisi (2.24) maka:
FX) < fX)
< FOX, +(1- XD
< AF(XD+(A-A)F(X) (karena f(X) fungsi konveks)
HX) <A (X))
karena A > 0 sehingga F(X )< F(X)

Jadi menurut definisi (2.25), X" merupakan minimum global dari f(X).






