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2.1 Regresi Linier

Regresi Linier adalah salah satu cara yang digunakan dalam analisis data
statistik. Model regresi menggambarkan hubungan antara variabel bebas (x) dengan
variabel terikat/respon (Y). Model tersebut dapat dituliskan sebagai berikut:

Y. =8, +8X, +6.X, +. .+ X, +e. 1=123 ... .n (2.1.1)

Model regresi linier dalam persamaan (2.1.1) disebut model regresi lLinier

berganda dengan k variabel bebas yaitu X X, ... Xy Parameter f,, j=0,1....k

disebut koefisien regresi. Model in1 menggunakan asumst g; ~ N(0,6%).

2.1.1 Metode Kuadrat Terkecil

Dalam model regresi linier, untuk taksiran parameternya digunakan metode

kuadrat terkecil. Diberikan fungsi kuadrat terkecil sebagai berikut:
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Fungsi L tersebut diminimumkan terhadap S, £i. . . fk Estimator kuadrat terkecil

Bo, B, .. , [ harus memenuhi:

fﬁ’ = —Zi(sfrﬁo—zﬁ’jxu)ﬂ dan
Polfy bk

f;“ = —22(3;i .y —Z‘ﬁj;\:ij)xij =0 dengani=123,.n:j=1,23, .k
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Sehingga diperoleh persamaan - persamaan normal kuadrat terkecil sebagai berikut:
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B, 2 % +ﬂlzxikxil +ﬂzzxikxi.2 +---+ﬂkZX§; =D XaY; (2.1.1.1)
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Penyelesaian model ini akan lebih sederhana dengan menggunakan bentuk
matriks. Jika didefinisikan dalam bentuk matrik dan vektor maka persamaan (2.1.1)
dapat ditulis sebagai benkut:

y=Xf+¢ ’ 2.1.12)

dengan,
¥ 1 Xy X o Xy B &
Y2 L oXy Xy o Xy By &
_Ynﬁ __1 an xn'_‘. xnk_ _ﬂk~ _gk_

y adalah vektor pengamatan pada variabel tak bebas berukurann x 1



x adalah matriks variabel bebas berukuran n x (k+1)
B adalah vektor koefisien regresi berukuran (k+1) x 1
£ adalah vektor random error berukuran n'x 1
Untuk mendapatkan vektor penaksir kuadrat terkecil [;’ dilakukan dengan cara

meminimumkan jumlah kuadrat galatnya, yaitu:

L = ie? =g'e

i=1

={y~Xp)(y -Xp)
=y'y-B'X'y-y'XB+ ' XXp
:y'y_zﬁlxry+ﬁ'X|Xﬁ
Karena f'X'yadalah sebuah vektor matriks skalar (1X1), dan (#Xy) =

y X/ adalah skalar yang sama, maka penaksir kuadrat terkecil itu harus memenuhi:

al
Bl j
~2Xy+2XXF=0

penyederhanaannya menjadi;
XXB =Xy (2.1.1.3)
Jika (X'X)_1 ada maka diperoleh penyelesaian untuk [3’ yaitu:

B=(xxX)"Xy (2.1.1.4)



Jaminan bahwa nilai dari LSE adalah minimum yaitu bahwa turunan ke dua dari L

terhadap £ harus bernilai positif. Diberikan:

2
oL =2X'X

dengan demikian nilai L akan minimum apabila nilai 2X"X lebih besar dari 0. Karena
matrix X'X adalah definit positif dengan semua unsur diagonalnya berbentuk kuadrat,

maka turunan kedua dari L terhadap £ bernilai positif.
Estimasi ,5’ dapat dinyatakan dengan persamaan:
B(3)=Bx %) xy|=(xx)"xxp @2.1.15)

=p

Matriks variansi dari persamaan (2.1.1.4) adalah:

var (ﬁ) = E!_(/é - E(ﬁ))lﬁ - E(ﬁ)J
= Bx'x)" Xy - E(y)lly - Ey Jx(x %)

= (x'x)" xBlee Jx(x %)

Il

(xx)"o? (2.1.1.6)
Persamaan (2.1.1.6) merupakan varian terkecil dari semua estimator linier tak bias,

hal int dijamin dengan teorema Gauss-Markov.



Teorema Gauss-Markov

Estimator kuadrat terkecil [3’ = (X'X)~] X'y mempunyai variansi terkecil dalam

himpunan semua estimator linier tak bias.

Buktt:
Misal ﬁ" " estimator linier lain dari § yang juga tak bias. Karena B " estimator linier
maka dapat dimisalkan bentuknya sebagai
B =|xxy x+uly
untuk suatu matrix U yang merupakan fungsi dari x, sehingga nilai estimasi untuk B i

dapat diberikan:

E(B%) =[x x)" x+UE(Y)
=[x %) x+uxp)
= [ +UXp
=(1+UX)p
Agar 3" estimasi tak bias dari B maka UX = 0, schingga:
Var(87) = [(X'X)' XU Var(Y)[U+X(X'X)"]
=o” [(X'X)'X'U'+ UU' + (X'X)" + UX(X'X)"]
karena UX =X'UJ' =0 maka

var( A7) = o [(X'X)" +UU"]
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Matrix UU' adalah definit positif, karena semua unsur diagonalnya berbentuk kuadrat.

Jadi terbukti bahwa variansi dari setiap unsur dari vektor £” selalu lebih besar, atau

paling kecil sama dengan variansi unsur f yang sesuai.

2.1.2 Estimasi E(y)

Estimator ﬂ dapat digunakan untuk mengestimasi E(y), dengan persamaan:

E(y)= B, + Bx, + Bx, + ..+ Aix, 2.1.2.1)
berkaitan dengan E(y) = X[B’ , diperoleh:

E(y)= X3 ' (2.1.2.2)
Variansi dari estimator di atas adalah:

var[E(y)] = X(X'X)" X' (2.12.3)

Pandang yr sebagai nilai observasi vang akan datang, yang berkaitan dengan
nilai x, yaitu x;. Maka dengan model yr = x,/ +e, dengan er adalah error. Oleh

karena itu prediksi terbaik dari yr yaitu ¥, , adalah y,= x, B Dengan demikian x; [3‘

dapat digunakan sebagai prediksi dari observasi yang akan datang dan dapat
digunakan sebagai suatu estimator dari nilai harapan E(yy) berkaitan dengan x't

Kemudian dapat diturunkan suatu varianst dari simpangan yrdan ¥, sebagai berikut:

ve- Fo=ye- xefi= x(B- B)+e, (2.1.2.4)

o T e e
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Karena [3’ dan erindependen maka cov (ﬁ .ef) = 0. Hal ini berakibat:

artsr- 300 sl B svatep = WX w 1pt @iz

-

Variansi dari Efy) = X/ adalah [x'r(X' X)_lelcrz. Dan Var(yg) = ot

2.1.3 Jumlah Kuadrat Galat (JKG)

Jika V¥ merupakan nilai harapan dari y yang terestimasi berkaitan dengan
observasi v , maka :
y=Xp (2:1.3.1)

sehingga simpangan dari y; yang merupakan nilai observasi dengan nilai prediksinya

adalah:
~ ' —1 f . . 1 s .
y-3=y-x(Xx)'Xy =[i-x(xx)'x} (2.1.3.2)
dengan 1- X(X'X)_' X 'adalah simetris dan Idempoten (2.1.3.3)
serta [1- X(XX) ' XX =0 (2.1.3.4)

Jumlah kuadrat dari simpangan y; dan nilai prediksinya biasa disebut sebagai

residual, atau Jumlah Kuadrat Galat (Sum Squares Error=8SE), dengan persamaan:

SSE=Y (v, -9,) =(-3) 6 -9) (2.13.5)

i=l
Untuk selanjutnya rumus SSE dapat diperoleh dengan mensubstitusikan persamaan
(2.1.3.2) ke dalam persamaan (2.1.3.5) serta menggunakan persamaan (2.1.3.3) dan

(2.1.3.4), sehingga persamaannya adalah:



SSE =y h-x&x)'xy (2.1.3.6)
=yy-yx&x)'xy
=yy-fA'XYy (2.1.3.7)
dengan diketzhui bahwa § = y'x(x'x)", §'x 'y merupakan jumiah dar perkalian
elemen-elemen 3 dengan X'y, yaitu ruas kanan dari persamaan X X4 = X'y .
SSE pada persamaan (2.1.3.6) ditulis dalam bentuk kuadratis dalam y yaitu:
SSE=-y'h-x(xx)y'xp
Menurut Teorema 1 (Searle, 1971) bahwa : jika x berdistribusi N(j,V)
E(x'Ax)=tr(AV)+ u'Ap
Hal ini berakibat, jika y berdistribusi N(x 8,10 * ), maka diperoieh:
E(SSE) = trfr - x(xxy xfie? + gyt - xexso ek g
=trjr- x(x'x)' xk?
=[n-r(x)] o
Diketahui bahwa frace dari suatu malriks idempoten sama dengan ranknya Dengan

demikian suatn estimator tak bias unfuk &° adaiah

Gr= S5E _ 8SE
a-t(X) n-r

dengan r = r(X), rank dari matriks X.Dalam model regresi penuh r(X) = k+1 dengan k

adalah banvaknya variabel predikior vang terlibat.
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2.1.4 Jum!ah Kuadrat Tetal (JKT)

jumlah Kuadrat Total ¢ Sum Squares Total = SST ) diberikan dengan
persamaan:
SST=yy= > ¥; (2.1.4.1)
i=1

Jumilah Kuadrat Regresi (Sum Square Regression = SSR) dari y; dengan nilai
prediksinya adalah yang tertera pada persamaan (2.1.3.7) merupakan selisih antara
nilai jumliah kuadrat total dengan jumlah kuadrat galat dan dapat ditulis dalam

persamaan:

SSR = SST-SSE= y'y—-ly'y - #Xy)= FXXp (2.1.4.2)





