BABII
RANTAI MARKOV WAKTU DISKRIT HOMOGEN) -

2.1. Definisi Rantai Markov

Menuﬁrt Scheerer, Amne. E. (1969), proses stokhastik adalah himpunan
variabel acak yang merupakan fimgsi waktu atan digebut Jjuga proses acak (réndom
Drocesses).

Himpunan harga-harga yang mumgkin untuk suatu variabel acak Xy dari suatu
proses stokhastik {X;, k > 0} disebut ruang keadaan, dimana X, me an
keadaan sistem itu pada waktu k. Jika suatu proses stokhastik mempunyai sifat ;

P{Xkﬂ —:xlﬁ-ll XO =X, Xl =Xy aeen Xk:xk}
=P{Xet =% | K= X e (2.1.1)

wntuk getiap harga xp, x;, X3, ..., X+ unfuk sebarang k dan xp, x3, X0, , Xp € S {ruang
state), maka proses tersebut disebut dengan proses Markov atau rantai Markov.
Dengan kata lamn bahhwa rantai Maﬂtov merupakan proses stokhastik yang khusus,
yaitu suatu proses stokhastik di mana uniuk meramalkan masa yang akan datang
maka masa lalu tidaklah mempunyai pengaruh apabila masa sekarang diketahui.

Definisi 2.1.1 : (Rantai Markov)
Suatu proses stokhastik { Xp X, ... , X, ...} memiliki sifat Markov, jika
untuk setiap n dan m, distribusi bersyarat pada X, ... , Xim bergantung
pada {X;, Xi, ... , Xy }adalah sama dengan disinbusi bersyarat yang hanya
bergantung pada X, saja. Suatu proses dengan sifai Markov tersebut




disebut déngan proses Markov.Jika ruang keadaan pada proses Markov
terhitung, maka proses Markov tersebut digebut rantai Markov.

Sebagai contoh ilustrasi dari pengeriian rantai Markov ini adalah misainya
diketahui Xy merupakan keadaan mesin pada hari ke-k. Di sini setiap k, misalkan
Xy = 0 atau 1, wntuk ¢ jika mesin dalam keadaan rusak dan 1 Jika mesin dalam
keadaan baik. Di sini S = {0,1}, ruang state {0, 1} uatuk setiap X, Pada suatu hari
mesin dapat dalam keadaan rusak atau baik. Seandainya pada hari ke-k diketahui
rugak, maka peluangnya pada hari itn (ke-k) dapat diperbaiki {(berarti pada hari
bertkutnya mesin dalam keadaan baik) = p (misatkan), atay P(X;s=1 | X, = 0) =p .
Sedangkan jika pada hari ke-k mesin diketahui baik, maka peluang dari berikuinya
dalam keadaan rusak adalah = q (misalken), atan P(X=0 | X%x=1) = q. Jadi
keadaan mesin pada h:_n‘i esok hanya tergantung pada keadaan mesin pada hari ini,
tidak pada hari-hari sebelumnya.

~ Proposisi 2.1.2 ;

Suatu proses stokhastik Xp,X), Xo, ..., Xy memiliki sifat Markov jika dan
hanya jika untuk setiap k distribusi bersyarat pada Xy dengan diberikan Xo,
Xi, Xa,....,Xx adalah fimgsi yang hanya bergantung pada X;.
Bukt :

Misalkan ruang keadaan S terhitung , maka untuk
P(Xers =315 ooy K= Jun | Xo=1,0ee, X =i )

_ PCo=io, X v, XSy o Xt i)

P Xi=ityo XS
_ Pa(Xo) P(Xo,X1) P(X1,X2) ... P(Kictmt, Xictm) -
" P(%) PO X0) PO, Xi) . P(Kes X0,




=P(X X1} PKieet, X2} 1o PKitmot, Xiotn)
=P(Xet =J1 [ Ko =1, 0., X= 1 ).
P =11 X0 =1lp, oo, X =i Xen =j1 ) oo
P(Xitm =jm | Xo=1ip, ..oy Kictmt =Jm1 ).
=P(Xe =1 | X =1 Y P2 =2 Kt =31 ) oenn.
P(Xitm = Jm | Kiotmt = Jmt) -
Persamaan tersebut mengikuti hipotesis distribusi bersyarat pada wakiu
akan datang hanya bergantung pada keadaan iy . Maka distribusi bersyarat
tesebut adalah bergantung pada X, =1, .
Jika X, Xi, ..., Xy uniuk setiap k distribusi bersyarat pada X, diberikan
Xp, X4, ..., Xy adalah fingsi yang bergantung pada X, dan berdasarkan
definisi (2.1.1) maka Xo, X, ..., X bersifat Markov.

Suvatu ranta1 Markov {X,, X, ..., Xy} dikatakan memiliki hukum transisi homogen
1ika distribusi pada Xy, ..., X yang diberikan Xy = vy, tergantung pada keadaan
saat wakio k, misal y , namun tidak bergantung pada wakiu sebelum v.

Jadi secara tidak langsung peluung transisi menyaiakan bahwa peluang transisi tidak
berubah /tetap dalam wakiu (waktu homogen) yang disebut dengan peluang

stasiomner.

2.2. Peluang Transisi k-langkah

Menurut Scheerer, Amne E. (1969) himpunan pada keadaan/kedudukan x;
X, X2 , ..., Xn, Derhubungan dengan setiap ramtai Markov adalah merupakan
himpunan peluang transisi.



Definigi 2.2.1 - (Peluang Transisi)
Peluang transisi, q;,-ﬁ}empakan peluang pada sistim yang bergerak darj
keadaan x; ke x; dalam 1 langkah (pada satu percobaan atan dalam satu
interval wakin). Untuk notasi lebih mudah =P gix).

Oleh karena q; adalah peluang, untuk setiap i dan j, maka q; > ¢ dan untuk setiap |

n
24 =1
=0

pada setiap langkah sistim bergerak dari keadaannya (state) di dalam keadaannya _
yang sama atan keadaan yang lain. P(x; [x;) adalah besarnya peluang pada keadazn
% dengan syarat keadaan sebelumnya adalah x; |
Karena q; mempunyai peluang bersyarat maka harus dipemwhi sifat :
L 0<qy <1 untuk semua i danj.
2. ﬁ:qij = 1 untuk semua i.
sebagaimana ditunjulken dengan :
Prat .+ = Ps=0{Xu =) +P(X=1 | Xy =i)+ ...
+P(Xy=n | X4=1)
=PUX%=0)u a=1)v .. U (Xi=n)| X =1i)]
=PXeS [X=i)

- Definisi 2.2.2 : (Matriks Transisi )

Menurut Scheerer, Anne E. (1969) bahwa matrik transisi pada suatn sistim
dengan n keadaan X X1, %, ... .. X,,, dan peluang transisi q;; 1,§ = 0,1, 2,
...., i, adalah :




Qo0 901 Qoz--- Goq

Q= Q0 4911 Qiz-- Qpy

Qnp qn] Gnz Qpn

Dari persamaan tersebut semua angka q; dalam bentuk matrik transisi adalah non-
negatif dan jumlahan baris qu 4:; = 1 untuk sefiap i,
i=
2.2.1. Peluang Transisi Bersyarat k-Langkah
Menurut Felier (1968), Q'g@ meﬁxpakan besar peluang pada transisi dari x;

ke x; dalam k-fangkah atan dengan kaia lain Q;® adalah peluang bersyarat menuju
keadaan x; dalam k-langkah dengan keadaan awal x; , sehingga transisi yang dibuat
adalah x;, X K oK %
Peluang transisi bersyarat k=1-langkah dinyatakan dengan :

QP =
dan uniuk transisi bersyarat =2-langkah dinyatakan dengan :

%P=3 00y
Dengan induksi maka u:touk transisi bersyarat k=k-langkah -

Q¥ = i Qir Q™
Sehingga untuk Hr#l-ra{rrlﬁah diperoleh :

n
Gt =3 Qe Qu® e (2.2.1.1)
sl
Uniuk lebih lanjut dari pers.(2.2.1.1) diperoleh persamaan Chapman-Kolmogorov :
n
A7 = D7 Qe Qu® e (2.2.1.2)
=t

Bukti ;
Q2 = P(Xanrs=i2o=1)
= P(Xites Xunl Xo)
= P K= Xe=) P XK= {Xo=i)



dimana :

Qy®  adalsh besamya peluang bahwa rantai Markov bergerak dari keadaan v ke
keadaan j dalam s-langkah dengan keadaan sebelumnya pada keadaan ke v.

Q™ | adalah l;esamya peluang bahwa rantai Markov bergerak dari keadaan i ke

keadaan v dalam m langkah dengan keadaan sebelumnya pada i.

Q"™ adalah besarnya peluang bahwa rantai Markov bergerak dari keadaan i ke
keadaan § dalam (m+s) iangkah dengan keadaan sebelumnya pada 1.

Untuk peluang bersyarat dari peubsh acak X yang dimulai  dari keadaan i ke
keadaan j setelah k-langkah dan selama proses membuat fransisi ke dalam beberapa
keadaan Q;® harus memepubi :-

1. Q;® >0 untuk semuai=j=n=0,1,2, ..n

n
2. ZQ::} = 1 untuk semua i.
o

Notasi peluang transisi bersyarat k-langkah dinyatakan dengan :

* k k
a5 b - Gon
k E (k)
Q%= g af - ai
k L7 E
Go G - G

Dunana Q‘E} merupakan multiple dari matrike Q Q Q ... Q sejumlah k.




Confoh 2.2.1 : |

Terdapat rantai Markov dengan dua keadaan, yaitu keadaan O (hari cersh) dan
keadaan 1 (han hujan ). Andai peluang hari hujan kemudian cerah = 1/3, dan peluang
hari cerah kemudian hujan = 1/2, dapat dinyatakan dengan matriks :

12 12
¢ {1;3 2/3]

Diperoieh F=QQ= [

5/12 7/127
7/18 11/18}

1737432 2597432
d 4= = 2 9=
an Q'=00QQ=Q'¢’ {2591543 389/648}

Jika pada 1 Mei hari cerah , maka peluang pada tanggal 3 Mei hari cerah adalah
5/12, dan peluang tanggal 5 Mei hari cerah adalah 173/432.

2.2.2, Peluang Transisi Tak-bersyarai k-Langkah

Menurut Scheerer (1969) distribusi peluang awal pada -suatu sistem
merupakan distribusi peluang dimulainya himpunan suaiu pengamatan , yang ditulis
dengan P°(x) = p:® , karena merupakan peluang maka p®= 0 untuk setiap i dan
f’g p® = 1 Peluang ini secara umum dinyatakan dalam bentuk vektor P yaitu
i=0

vektor peluang awal :

Po={m® p® .. p2]

Jika suatu rantai Markov dengan dua keadaan dan pengamatan dimuiai pada
keadaan pertama (dalam comtoh 2.2.1 dimulai pada keadaan 0 ) maka vekior
peluang awal yang diperoleh adalah :

Pe={1 0]
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Suaty rantai Markov dalam keadaan x; pada t=0 dan kemudian bergerak
dari x; ke x; pada t=1, Peluang bahwa sistim dengan keadaan xp xi, x, xs, eees Xn
berada dalam x; pada saat t = 1 adalah :

n 11
> (X)P(X;/X}= 29, @ Tij = Py o (2.2.2.1)

i=0 i=0
di mana p; adalah distribusi peluang pade sistim pada ¢ = 1 dan ha! ini serupa
dengan peluang awal vekior P, {di mana : matrik 1-barig umumnya disebut dengan
vektor).
Himpunan pada p® adalah distribusi peluang pada sast =1 dinyatakan

dengan vekior :

R

Dengan cara yang sama, suatu proses pada x; saat =2 jika x; = 1 dan bergerak dari x;
ke x; , sehingga dapat dihiteng peluang p,®, bahwa sistem di x; saat t = 2 dari p,®
adalah :

£
p%= T p® g; , dimana p;%> 0 untuk semua i
i=0
n
dan 3 p® =1, dan dinyatakan dengan vekfor P, :
j=0
P2=[06% D1 o 0e® ) e (2.2.2.2)

Setelah diketabui P; , maka untuk =3 -

n
PO =3 BP0 e (2.22.3)
=0
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Sehingga dengan cara yang sama unfuk =k sistem di x; dengan peluang
B s 6D
Bi7 = 2 Pi T G cereereeeereeerreseerisistesi e csn st sesseeennn (2.2.24)
=0

dan dinyatakan dengan vektor P =[ po® p/® . p.®1.
Peluang rantai tersebut berada di x; dengan k-langkah adalsh jumlshsn dari i pada
peluang rantai pada x; setelah {(k-1)-langkah dan langkah berikutnya dari x; ke x; .

Dalam penggunnannya ke suatn proses Markov apabila diketahui

Py — [ 2 . Pl
Qo0 Y901 Qo2 - Yon
Q0 911 Y42 - g
ne Qa1 Qnz - 9m

maka operasi perkalian elemen ke-i pada Pa dengan elemen kolom ke-j pada Q akan

menghasilkan :
Yo¢ QGo1 ---- Con
{ /8 o491 49nn - G
PQ=(pf” p{¥ .. p{” "

qnﬁ qnl qn:n
k1] n ] e
=(Zps§°}qio Zﬂp‘lwqu .Zopi }qin)
1= 1=

1
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unfuk k = 1 maka diperoleh :

Joo ot - Yon
P1Q:(pg‘) p(l . pn} %o i in
.anil a1 - 4Qpn

(Z {quﬂ prUq” - Epl qm]

i=0 i=G i=0
- [ o o o]
= P,
Dengan induksi mntuk k =k-1 akan diperoleh:
990 Y01 ---- ‘Inn]
-1} -1} gy -1y e 91 - Qua
P Q= {pf p{* pfEl_pk!
Yo Gn1 -+ Ypn

1]
:(E plVqe  wpfeilg Z‘,p“‘ - )

.=0 i=a

- [pgk) p(K) ... p{¥

= P,
Secara umum diperoleh persamasn :

19 Y o SO (2.2.2.5)
dimana :
P, : peluang transisi tak-berayarat k-langkah

Q : malrik koleksi peluang transisi bersyarat yang homogen



k-1 : pelnang transisi tak-bersyaraf k-1 langkah.
Sehingga untuk peluang transisi dari
P =Pr1Q
= PQ.Q
= P2 QP

= PGQQ&

Contoh 2.2.2 :
Seperti pada contoh 2.2.1, vekfor peluang awal Pi={1 01].

Sehingga dengan persamaan (2.2.2.4) maka dapat dihitung :

P1=POQ
1/2 1/2
=t o][ ) ,]=[112 1/2}
1/3 273
Pz*P;Q
142 172
={1/2 172 = 5/12 /12
L II[IB 2[3] [ 2}

Sehingga peluang pada tanggal 3 Mei hari cerah adalsh 5/12 dan peluang hari hujan
adalah 7/12.

2.3. RANTAI MARKOV ERGOGDIK
Dalam mempelajari rantai Markov keadaan ergodik dapat dipunskan

beberapa definisi sifat-sifaf rantai Markov :
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Definist 2.3.1:
Keadaan ) dikatakan accessible ( dapat diperoleh ) dari keadaan i, jika
™ - 0 untuk beberapak > 0.

Hal ini berarti bahwa keadaan j diperoleh dari keadaan i dalam berhingga langkah
lika dan hanya jika ada kemungkinan dari sistem unfuk memasuki keadaan j dari

keadaan i.

Definisi 2.3.2 : (keadaan yang saling berkomunikasi)

Jika keadaan | dapat diperoleh dari keadaan i dan sebaliknya keadaan i

dapat diperoieh dari keadaan j, maka i dan j saling berkommnikasi.
Definisi 2.3.3: (rantai ureducible)

Suaty rantai Markov disebut irreducible (tak tereduksi} jika setiap keadaan

berkomumbkasi dengan setiap keadaan lan.
Definisi 2.3.4 :

Suatu keadaan 1 dikatakan periodik dengan periode T (T1) jika Qﬁ® =0,
jikan=mT adalah pergandaan T dan T bilangan bulat positif terbesar .

Keadaan tidak periodik jika tidak terdapat T>1.

Berdasarkan definisi (2.3.4) dapat dikatakan bahwa keadan i faktor terbesar dari
bilangan bulat r>1 dimana q;¥ > 0. Jika periode dari keadaan i adalah 1 maka i

disebut tidak periodik.
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Definisi 2.3.5 :(keadaan ergodik)

Suatu keadaan 1 yang terus menerus tidak periodik dengan wakiu pegulangan
keadaan i (1) dimana <~ disebut Ergodik.

Jadi svatu keadaan tidak periodik yang beriangsung terus menerus dengan wakn

pengulangan berhingga, maka rantai tersebut Ergodik.

Defimsi 2.3.6;
Suata rantai Marko;f berhingga dikatakan reguler jika rantai tersebut

wreducible (tak tereduksi) dan aperiodik (tidak periodik).

Dan definisi (2.3.5) dan (2.3.6) dapat disimpulkan bahwa suatu rantai Markov

yang reguler adalah Ergodik.

Definisi 2.3.7:

Suatu rantai Markov disebut rantai ergodik jika rantai Markov tersebut ada
kemungkinan untuk bergerak dari setiap keadaan ke setiap keadaan vang
lain.

Jadi dar1 definisi (2.3.7) , rantar Markov adalah ergodik jika pangkat ke-k pada

malyiks transisi adalah positif . Dengan demikian rantai tersebut ada kemungkinan

untuk bergerak dari setiap keadaan ke setiap keadazn yang lain dalam k-langkah.
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2.4. Peluang Keadaan Tetap

Memurut Goodman, Roe {1988), besarnya peluang suaiu sistem pada setiap
keadaan di masa yang akan datang akan menjadi tidak tergantung dari keadaan
awal {sekarang ) bahkan peiuang pada setiap keadaan j akan menyju satu harga
tetap (steady state) yaog dinotasikan dengan =; baik dari arzh atas atan dari arah

bawah, vang ditunjukkan oleh gambar 24:

Nl-—------—-=-—---- —— === 7=

qs~—-~-—~/_~.

Gambar 2.4.
Hal ini berarti bahwa proses dalam keadaan terteniu j, setglah sejumlah besar
transisi cenderung ke 7; yang tidak tergantung pada distribusi peluang awal yang
didefinisikan dengan keadaan-keadaan dari suatu rantai Markov . Pada keadaan
tetap ini tidak berarti proses tetap dalam satn keadaan . Sebaliknya proses
berianjut terus membuat transisi-transisi dari suatu keadaan ke keadaan lamn pada

tiap langkah k, peluang transisi 1-langkah dari keadaanike j tetap q; sehingga
7 >0,untukj=0,1,2,....n

.
ﬂj=z 7q; ummkj=0,1,2,.. .n
-0
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Menurut Kemeny, 1.G. Mirkil, H , Sneil, I.L. ,dan Thompson, G.L. (19593,
untuk matriks peluang transisi k-langkah Q;® jika k menuju ke tak hingga maka
mariks fersebut merupakan matriks keadaan tétap yang memiliki baris-baris
dengan elemen-elemen yang identik , artinya sisitim berada dalam keadaan ]
setelah sejumiah besar transisi dan peluang ini tidak tergantung pada keadaan

awal 1.

Sehingga jika P adalah vektor peluang tranmsisi k-langkah dari rantai

Markov (n+1)-keadaan yang berhingga, tak tereduksi dan tidak periodik, maka :

T
[ 7,
Lim PO =10= [T | e (2.4.1.9)
rapra sea
nl

untuk matrike peluang transisi Q pada keadaan tetap dinyatakan dengan :

Lim@P=m=|" ™ = Tl (2.4.1b)
| ST nas s aes s
T, W, T,

dimana 0< 7 <1 dan:
L
E:fﬁ =1
s

untuk setiap i,
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Definisi 2.4.1: (Distribusi Invarian)

Suatu peluang 7 yang diayatakan dengan persamaan f_‘, A Q5 = ; , untuk

i=¢

semuaj € S (S = berhingga) disebut distribusi invarian atau distribusi

keadaan tetap untuk Q.

Dari definisi 2.4.1 menﬁujukkan balwa jika proses bergerak dengan distribusi
peluang awal Py, setelah sejumlah besar langkah maka akan diperoleh distribusi

yang sama dengan IT, dan dapat dinyatakan dengan :

Lim PO ... et et bt b e et e s e e e eeensens s (2.4.2)

Definis1 2.4.2 ;

Vektor IT adalah distribusi stasioner untuk rantai Markov , dengan matriks

transisi Q, jika :

Misalnya I adalah distribusi stasioner , maka dengan induksi :
Q' =) Q= 1Q=1
dan secara umum dinyatakan dengan ;
10 o S (2.3.4)

untuk setiap bilangan bulat k>0,





