LAMPIRAN A

Atom Hidrogen Yang Dikenakan Gangguan Medan Magnet Luar
Fercohaan—percobaan menunjukkan bahwa frekuens:i cdari
emisi radiasi dengan dieksitasi atom—atom hidypogen pada
medan magnet adalah berubal: sampai ke harga medan nolnya.
Sebagail hasiinya, medan magnetik  menyebabkan beberépa

perpecahan garis spekiral. Untuk menjelaskan efek—efek ini

dibutuhkan madifikasi hersamaan Schrodinger dengan

memasukian efekldari medanJmagnet ekstefnal,.ﬁéranya yvaltun
ménjumlghkan bagian—bagian;Hamiltnniannya, dengan catatan
untuk E;Eng tambahan daripada elektran‘terjadi karena
kehadiran medan magnetik. Pada masalah ini ‘dirumuskan
mengenai hubungan diantara gangguan Hamiltonian dan ‘kerja
vang dilakukan'pada Elektrﬁn oleh gangguén médan magﬁetik.r

Anggaplah sebuah elektron berputar dalam  orhit
tertutup C. Kerja yang dilakukan pada elektron ( bermuatah
g )} pada Ekala %evalﬁ5i medan listrik B adalah

*

il - -+
v = e @c ﬁ -« dr

ev

= - g IB { V‘x é }.3 ds {A.1)

Fada persamaan= terakhir dikerjakan dergan menggunakan

tecrema Stokes pada kalkulus vektor :

'EfQ(Vxﬁ).ﬁds:ﬁcﬁ.d? {(B.2)

bPengan hubungan integral-integral Countur {diluar C) pada

beherapa perubahan vektor 2 ke permukaan  integral adalah
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'¥ x A. Permukaan S adalah:dilingkupi oleh C. A adalah unit
vektor normal pada 5§, sementara ds adaiah luasan permukaan
differensial, dr adalah jarak differensizl sepaniang C.

Dengan menggunakan persamaan Maxwell

SR(t)

7 x B{t) = - 5%

(A.3)

dan kemudian mengambil perumusan dari (A.1),; diperoleh

, .
[ _ 3 3
e = g ——i.f ﬁ . 1 ds
[ "4
= .%__ [ e r2 B(L) ] ' (B.4)

fAnggaplah orbit elektron beradius r dengan sebuah komponen
medan magnetik uniform R, normal pada bidang orbit.
Sebuah elektron dengan momentum p dan massa m akan
menjalani sebuah revolusi didalam periocde :

_ 7T
= S om

T b3

Sehingga kerja vang telah dilakukan elektron didalam
waktu dt Sama dengan keria per | revolusi (A.4)

dikalikaﬁ bilangan revulusi didalam dt { ?aitu dt/T )} =

C“.\j = [ E_‘ Fis r‘z __g% ] o ?%'-T dt
_ erp @8R
2m ot at
_ erp’ .
= T dE {(A.3)

dengan dB = (8B/ét)dt adalah perubahan B selama dt.
. ’ : . : i
Untuk memperoleh perubahan energi dari sebuah

elektron didalam medan magnetik B,'diintegraikan pErSamaan

{A.S) dari O sampai B. ' !
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Ml = r p B /S Zm ‘ {(A.5)
Farena B adalabh komponen medan normal pada orbit dapat
dituliskan kemball operator Hamiltonian vang berhubungan

dengan Al sebagai s

AWl = qe (" % J . B
= R - ]
e > L. o
= =— L . B o= g - 2 N {A.7)
= > + : .
Dengan L = + ¥ p adalah operator momentum putar orbital.

. . . . . - . >
Karena interaksi energi dari csebual dipol magnetik O
. ®,

didalaﬁ sebuah  induksi magnetik B adalah _ﬁ

diidentifikasikan

fo=- — & " (h.8)

Sebagai operator momen magnetibk vyang Eering dituliskan

sebhagai

> ; e h e _ £
Hy 57 = ,[ R } = f [ R ] (A-7)

dengan /3 = eh/2m, magnetik Rohr., adalah bilangan yang sama

z4

dengan ?,272 w10 {tJoule mzliweber-

Hamiltonian total pada sebuah elekiran d%dalém sebuah
medan pmtensial simetrik bola dan sebuah medan sSeragam
{uniforml B dapat dipercleh sebagail penjﬁmlahan ‘dari
medan Hamiltonian dan enérgi interaksili magnetik (A7)

2

T _ n 1 E z @ L B o

H = [ 2m ( 2 } r [ T ] * a2 V) ] * .E_L'g

. [ LB
atan
H=H + P8
0 1
=u + Lgp (A.10)
IP) = )




dengan arakh 7 telah dipilih sebagai arah B.

Ferumusan mekanika huantum yang 1ebih sesuai  dari
Hamiltonian {A.10} dimulai dengan pernyataaﬁ Hamiltonian
dari sebuah elektron pada sebush vektor potensial A dan

sebuah potensial skalar statik V{r)

1 [‘;’i - ek )2'+ Vir)

H = Zm
i eh &
=H, o EER M9 LRl e) e o
s | = in . e
dengan : J
: pz
Ho = 5 F Vir) | ;
P o= =ik ¥ s
Bo= IR
dan bubungannva dengan medan E adalah
. a A
= — — 3
E e Vv
Anggaplah kasusnya medan magnetik seragam B =2 EB.

4

Hubungannya dengan vektor potensial A dapat dituliskan
sebagai
a=:‘;tx(—1/2yEl)+:=:\y(1/2}:B)

Dengan pemilihan 3, operator Hamiltonian menjadi

. 2.2 ‘

" i eh B 8. _ a = B L2 2
H=H =+ 2'm [”‘ay Vax]"" gm ¢t Ty )
Dengaﬁ menggunakan definisi  operator momen tum putar
=% ﬁ = —-i h ¥ x 3, gdapat dituliskan sebagai :

2 .2
H=H + [ fi} £t B + fiTji_
(o] r z 2 m

2 _2 .
=H+(£]t.§+£§_(xz+y2) (A.11)
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dengan f3 = lé] h / 2Zm. Hasil ini sesuai dengén {(A.10) vang
telah dibuktikan dengan menghilangkan faktor—faktornva
iermasqk (x2+y2}. Hal ini merupakan referensi
pada kontribusi diamagneték dan faktaf_ ini ser;ng kali
diabaikan dalam kasus dengan bijangan mmméntum anguler
kuantum 1 ataun Spin‘s tidgk éama dengan nol.

Dalam kasus seperti ini ;angétlah.mudah‘untuk menunjukkan
bahwa rasio dari faktor diamagnetik B/ h), [ adalah
merupakan baéian dari j harga e R <r? %/ 6h dan - dapat
diabaikan untuk range harga E vang teiah' ditemukan. &alam
rpetrcobaan labnfatnrium yaitu'lﬂz ﬂeberimz..

| Dperatér—dperatar HD dan Lz adalaﬁlaalingikummut satu
Sama lainnyaf Sebagai akibatnvya memiliki fungsi  eigen
bersama {r6¢lﬁlm} {catatan bahwa m adalah bilangan bulat
dan bﬁkannya massa elektron}. Energi E d;ri operator

nlm

Hamiltonian hisa diperuleh dengan penyeleaaiaﬁ
Hlnlm» = E | nim
: ntm

Dengan menggunakan (A.10) dan hubungan L_{nlm> = m hinlm>,

Ho|n1m}= E L]nlm} persamaan nilai eigen menjadi :
h '

it

H |nlm> + -g— B Lz | rikm { E + ﬁ B ) |nlm>

o nl
sehingga
Ho+ 2 8L Ynlw> =(E. +mpB Vnle> = E | |nim>
[ O Hr ‘ z ] ) nl nim _
= E  +mfBE {m=-1,-1+1,....1 ) (A.12)

rlm nt
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Nilaimnilgi gigen ienaga atom hidrogen sebelum
-terganggu haﬁya- beréantuﬁg Eepada--nﬂ .haka-inilaimnilai
tersebut bersifat degenerasi terhadap '1‘ dan m. Untuk
setiap nilai n, 'l dapat bernilai dari 0 ke n-1, danl bagi

setiap niali 1 ini, m dapét bernilai dari —1 ke +1. ﬁaka,

degenerasi keseluruhan bagi tingkat tenaga Enl ialabh =

- 11 2

n {n
= ‘ + =1

n—4
Y (21 + 1) =2
L=0

Degenerasi terhadap ‘m adalah mérupa#an ciri dari
sembarang medan gaya terpQBBt, vaitu fungsi potensial vang
hanya Eergantung kepada jarak radius r dari suatu titik,
kecuali untuk medaﬁ coulomb déngan degenerasi i merupakan
suatu ciri o khusus  yang membeaakannya -dengan fungsi
potensial =imetri bola lainnya. ﬁpabila_suaéu medan luar
seperti medan magnet'dikénakan pada sistem, simetri bola
yvang pada mulanyé ada seluruhnya dimusnahkan. Maﬁa‘
degenerasi orbital {21 + 1) bagi nomor kuantum  magnet m
akan hilang dan tinghkat ke n dipisahkan menjadi e tingkat

—tingkat yang berlainan.




LAMPIRAN B

Bahasan Singkat Mengenai Operator Momentum Anguler dan

Teori Atom Hidrogen Sebelum Diganggu

B.1. Operator Momentum Anguler
Operator pangkat dua momentum anguler Itntal didalam

fungsi 6,¢ dapat diekspresikan dengan persamaan

. ? - 2f i A 3 1 ‘8 .
@, L 13} { =in 5 @ [Hln & =5 ]+ g on? } Bad|

{(B.1.1)
Komponen sumbu z untuk operator [ dalam'fung5i 6. 1alah

) -} ) : '
<8, 0| L’z = -ih 5o 48,4 (E.1.2)

>

Upeirator £? dan tz kommut, [32,Lz]=0, karena fungsi &/8¢

commut terhadap #8/8¢° .  Jadi fungsi RCPE AT dapat
diberikan secara simultan sebagai - fungsi eigen untak

32 >
i dan £ .
=z

Sekarang dibutuhkan pemecahan untuk <6,¢|ﬁ,m} dan 12

didalam persamaan nilai eigen {B.1.2) dengan menaqalikan

ket |B.m> dari kanan.

©.4|L_|p.m> = —ih g¢ O 1 p| 3
= 1_ <0,¢|8,m> S (B.1.3)

dengan lz adalah nilai eigen dari tz. FPenvelesaian dari

persamasn (B.1.3) adalah :
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.{9,¢|ﬁ=m} = exp { i (lzih)¢ ¥ » Tungsi dalam 6. {B.1.4}
<6 @ |3 .m> membutuhkarn sebuah fuﬁgai nilai tunggal dalam ¢,
vang mengharu;kan syarat :

< O,p + 2 |fam v = 40,p|F.m> R (B.1.5)

yvang membatasi 1z untuk sébuah selt diskrit

1 = mh (m=o0,%1, I2,.., 3y (H.1.6)
z : :

Dengan mengambil nilai dari ]zf vyang . diberikan dalam

{B.1.6) fungsi- eigen pada {H.1.4) menjadi

B ,p|p.my = (2r)" 12 &P

w P. (8 (B.1.7)

F3rn

-1.,2 . .
dengan hkonstanta {(2r) muncul dari syarat aﬁtcnﬁrmalltaE

2 2T i Tgh ‘2 2
1 =N fo de | | N, -2n
N = 1/75% | . (B.i.@)

Fesamaan nilai eigen urtith ﬁ? diberikan oleh (BE.1.9}

sebagai :

2f ' 1 8 . 8 1 3 . .
—h { Sin @ 86 [51” ° o ]+ . 2 }, <6,¢|0ms =
sin & &g

B h <e,p|p,mx (B.1.9)

Dengan mensubstitusikan pérsamaan (B.1.7) kepada {B.1.9)

dipercleh :.

1 & & —fh
—_—— == Ising + () = — =) {B.1.10
{ sin &8 og [ . 212 ] Eiﬂze }Pﬁm ﬁpﬁm( } )
Dengan mengganti wvariabel w = cps a, maﬁa persamaan

(R.1.10) menjadi
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2 . 2 .
aP _ o9 Ee - -—EL"—] P =G {B.1.11)
2 dw z
dw : i—w

{ 1-w> )

vang tak lain daripada per=zamaan Legendre'sekaﬁan, dengan

penyelesaian umumnya adalah

' ‘ R MR T+ b . !

PT(CDE g) = (1 lLDS &) -ood 3 L. (cos?e ~ 1)L
21 , dicose™" |
(B.1.12)

dengan C o k
$ = 1{1 + 1) dan |m| =1
Penyelesaian lengkap dari persamaan (BH.1.19) dengan
berpatokkan pada perumusan {B.l1l.7) adalah ﬁ
<B .| Lamy = -ﬂlﬂﬁ-PT(cns gy =" " : ' {H.1.13)

B s 1 4

thhtuk mencari konstanta normalisas=si . maks {6, 1.m>
L A -]

L

haruves dinormalisasikan berdasarkan kondisi »

1= {d,m|l,m> = z <1.m|@,93<8,8] 1.m5

3

27 k23
[, f, sin & de dp |<e,¢|1,.m>|?

H

2 .
Nt " 2R R ™ 2 .
= o j; jo PI(CDS (=B sin 8 d6 de¢
{B.1.14)
27 T :
dengan = dep f dé sin © - (B.1.15)
DR .
Dengan menggenti w = cos &, persamaan {(B.1.14) menjadi :

2

N2 [: [ PT(W)]‘dw =1

konstanta nermalisasinya dipercleh :




y o iz '
3 ; } {B.1.18)

=
o
3
1l
=
——,
[h]
It
pal
M
| S—
] Faa )
] bt
1
BB

Penvelesaian leﬁgkap dari (E.1.13} adalab = S

[}

A2

; }PT(EDS B)Ei.mq')

©.p|1.m> = -1y {[ 22
| (B.1.17)

dengan faktor (-1)" muncul‘dari kondisi m>0

<8,¢|1,m> biasa disebut dengan fungsi harmonik bolza dan

dilambangkan sebagai H

@ypllom> =Y, (8,8) {(B.1.18)
Beberapa bentuk dari YL - adalah =
8 1| 1=0,m=03 = Y, (8« = 1/Vdn o
<@ ,p| 1,0 =“yi L (8s#) = - V3787 cos 6
Bapl .1 =y +8p) =  V378r  sin 6 exp (lig)
©.:$|2,0> =Y, 6,¢) = YV5/I&r ( I cos'® - 1 )
@.p|2 1 = Y, r,18:¢) = <VI5/Bn cos & sin & exp (lig)

B ,p|2.m2 = ¥ +, (8 ,) Yi5/32r  =in’6 exp (12ig)




B.2. Atom Hidrogen Sebelum Diganggu : ;

Dalam kasus atom hidrogen, harga energi potensial

radial listrik statiknya adalah :

Z e
—

Viry = - , . (E.2.1)

dengan & adalah besarnya ﬁuatan elektron dalam satuan esu

2
e = e {coulomhb) = 13,6 ev-p° ‘ (R.2.2)
4r £,

Bentuk dari energi potansialnya didalam notasi bra {r6¢l,

adalah =z
- . > Phd -
a8, VIF) = V() <r 84| {(B.2.3%)

Didefinisikan operator momentum p sebagai s
T“‘

3]
ar

<ri@,¢| p_ = - ih <0 4| | (R.2.48)

Hubungan antara operator P, darn perkalian titik (dot
product) operator vektor ¥.p adalah :

F.p o= rop {R.2.5)

T

Harga operator pangkat dua mameﬁtum sudut  total Lz,

didefinisikan sebagai perkalian skalar dari dua perkalian

silang (cross product) vektor ¥ dan E

L2‘= (F x E)-(? » E}‘? rzpz - q{F . ﬁ)z + ih\?-ﬁ
= 2_ 2 2 ; -
i L S - {B.2.8)
atau
2__' 1 2 1 P2 ' ' -
F= '“Z“L = B P ‘ (B.2.7)




ax
Dengan melihat pada persamaan (B.2.4}), dapat didefinisikan

operator momentum E didalam notasi bra {r,9,¢| adalah :

L6 . B é‘—ﬁz o dr,s,él
4? ra@,p| L7 -~
r ' r

T & z J .
[ r W ] ‘~r39,¢|

(B.2.8)
UOperator hamiltonian untuk sistem dus partikel  pada
kasus atom hidrogen didalam notasi bra, adalah :

. e i, 32 . '
wa8,p| Fn = 5= <r.0,9] B + <r,6,8] W(H) (B.2.9})
dengan
g Cq -1 m = massa pratqn
m = — + H (B.2.10)
m i .
4 2 m, = massa elektron
Rila persamaan {(B.2.3) disubstitusikan ke persamaan

{B.¥.9), kemudian dikalikan dengan ket |n,1,m} dari kanan,

diperaleh persémaan z

rBp| [ inlm> =

L <rep] P2 |nim> + [- nY_ 2 (20 (¥} <reg|nim>
- S ! ) I 3 - &
Faiifa LY

= Edm; <rég|inim> (B.2.11)

. >, >2 . :
Karena operator Hw dan L” saling kommut

2

£ P2 8m 1 =0 . (E.2.17)

maka fungsi eigen <r.0y¢in,1,m> dapal digunakan secara
. 2 o ‘
simultan untuk £ dan Hm..

Jperator £? bukan merupakan suatu fungsi | radial sehingga

heflaku :




irog| 2 |nim> = dr|n)><ee| BF |1m:

1(I+13h° <r|n(L)><o¢|lm>
= 1(1+1)h° <rég|nims  {B.Z.13)
dengan fungsi eigen :

<réginlim> = <rin(i )><eg|im>

R IF)LY, (0.9 (B.2.13)

Bila persamaan (B.Z2.13) disubstitusikan pada persamaan

{E.Z2.11) akan diperoleb :

2 : N 2
_ h & r_2 & + I€1+1h
2 ar ar : 2

+ V(r) ] <rég|nim>
2o '

2mr

= Ecm> <rég|nlm> (B.2.15)

\ ' .
Femudian dengan memasukkan harga Vi{r} dari (B.2.1) dan
mensubstitusikan pErsamaan {E.2.141 pada (B.2.13)

didapatkan suatu persamsan nilai eigen sebagai  fungsi

radial =

z s s 2 2
_ h d -2 AR o Atl+idhT Ze R - E{m) R = O
A2 g or o2 r
2myr 2mr ;
{R.2.18)
dengan sclusi persamaan diatas adalah :
= ¢ S T, 2L +1 : -
R, (o) = rin(udz p Ehg( P2y L, T (pY {(B.2.17)
dengan substitusi :
. i
2 2 1
{(R.2.18)

R [—8m E(r> 31 - }

2L+ 4
n+i

dan fungsi | {p) dinamakan poelinomial Lague?re sekawan.

Milai eigen {tingkat tenaganya) adalab




Lh
ch

Ecmy = — = E_<m» : L {E.2.19)

= 1+ 1
Mormalisasi integralnya diperoleh :

M

) | 2 a
- i L+4 2 Z2n [{n+1)'vy° .
f; e pz [ Li+{ {p) ] P dp = (n—?wl)! ‘(B'E'EO)

Fungsi eigen dari atom hidrogen adalab :
Lra@ pin,l m>

= {rln(11}<e¢11£} = R (1. Y, | (8,9)

- ~ 3 4y ir2 ' .
={[ zaa ] {n—1—-1}! 3} Pl expl—p/2) Lf:11(p} YL (6.4
o Zn [{n+1)!] ’ Lo

, ‘ . ‘ (H.2.21)
Sebuah daftar dari beberapa fungsi eigen atom hidrogen

keadaan rendah.

- ) CHY S = [ E . . ‘ — ¥
<rog| 100> 7oA ] Ekp[. :;—]
- o
. IR - : -
- <rog|zoo>= [z a2 ] [? - 7;—] exp{— ?E?J
~ o o
' (" T D S r S 7
~ o o
. H
-dr2 ' +igh
<reg|21 1= [64ﬁ:az ] é%— Exp[— %ﬁ?] sin 6 e
: o o
<rog|3003= —=— [3n a° ey et 2 XY enp [~ T
N R g1 " o o & = ) B¥P Sa&
‘ o 8 el

1.-2

O

. N 2 Y Yy, r r : r
<rog | 310x= 5T Eﬂ a ] [ﬁ —-———] - =P (— = ] cos 6




3;-ﬁ s —1/2 o _.r
g1 “ol. 2
-4,2 2

1 ‘ 3 r
81 [6ﬁ % ] Tz
=
0

3 [n aa]uifzufi
81 o 2

H o[/

)

1 ET a3]~1/2 2
162 ) T2

EY

O

+ 1
r r . - ¢
— BEHp}— = =in 8 e
2 3a
D ]

+igh

sin @ cos @ e

-
E}m[—"f'e?]
[»]

+2i¢h

. 2 -
sin g @



LAMPIRAN €

Penentuan Hamiltonian Gangguan H' dan Operator-Uperator

Yang Terlibat Didalam Teori Gangguan.

L

C.1. Penentuan Hamiltonian Gangguan H' Dalam bentuk

Komutator. .

Hamiltonian gangguan HV1 untuk gangguan pada keadaan
state dasar adalah
H' = e 8 z = e 8 r cos & ‘ ; {C.1.1)
dengan € adalah sudut dianfara r dan z.

Hamiltonian tak terganggu H0 pada atom hidrogen

didefinisikan sebagai :

2
b 1 9 2 & 1 8 , L
= - + <
H, Em{zar‘[r ar] z - 36[51“9 ae]
r voosin 8

2 ' ‘
1 o } + Yir) L (C.1.2)

+ .
P ein’e of

dan operator O didefinisakan sebagai

= ab es x'"'2 cos & :
0O = [ + ao r cos @ -] (C.1.3)

2

Sedemikian rupa sehingga berlaku
W'} 100> = [H_,0 1| 100>

-1,z

dengan| 100> = (= = 1 enp (*rfao} o (C.1.4)
"‘]2 1 a ’ 2 a
[ .Q1jLo0r = [—ﬁ —}F[r Er] .
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2 H
= 2 [sin 03] * = 2 ,} + V(r),0 ] | 100>
2 sin @ yosin 6 8¢
2
_f_hn 1 2 2 @ A 3 . ) .
_[ Zm { 2 or [r —5?] t = ET E51n ® 35 ]}’Q ] | LOO>
r ro=sin a
(C.1.5)
Karena Lvariabel?variabel Hﬁ yvang tidak tertulis pada
persamaan (C.1.3) adalah komut terhadap Q.
FPersamaan {C.1.5%) bisa ditulis sebagai
. a eé 2 2“ .
s o re 28 1o o _
[HO’Q]‘100“ T2 [ 2 * v ar * 2] 88 + ctn & og |°
ar i
° cos 8 )
[ = + a r cos @ ] | 100>
_ 3, &8 d 2 2 z -
=T T3 {[ ar +“F'](ao" -EN [ 7 * ao*)
0’ r
2 1 2 N
- [ﬂqw + a r-][ - } cos @ | 100>
2 ol 2 a r |
_ a o .

It

e % r cos 6 [100}

= H' |100> o (C.1.6)
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C.2?. Perhitungan Operator—Operator Dalam Motasi Hra dan

Ket Yang terlibat .Dalam Teori Bangguan.

Perhitungan notasi matriks <100] H'o |100% = <100 QHiiloﬂ}

<100] HQ |100r

A S |1 a H' r® sin @ dr de dg
o o 100
Mmoo o271 5 —4 ~2r/u0 maﬂe@l 2 cos & L
=III [”a ] e [ : +arcn59)
o Jo Jo (&) . hz 2 Lo}

e% r cos & r- sin @ dr do d¢p

m e % ~zrsa 5 ‘ T s zm
= — fo e (7? +ar ]dr J; cos 6 sin 8 4@ J; dg
w h' & :
o
% a3 2
= ——4—5\0 -9

Perhitungan notasi matriks <100] Q° |100%¥

=s s o2y oy 1?0 ¢® sin 6 dr do d¢
Moo ozZ| —2r./d 1__z z 2
= Io j; J; [ w3 ] e [73- + aor-] cos @ v° sin 6
0 .
dr do d¢
1 ~ —2r/a0 ‘ r 2 2
= [ — 3‘] j; e [TT +ar +ar ] r° odr
a
D 1
T 27



&0

Perhitungan notasi matriks <100]z”]1005>=<100|r*cos®e|100>:

r 2 2 3
exp{—?;~] r cos @ [nao]
O.

-—1-2

N %o

" T oy 172
Jo Jo Jo |72
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LAMPIRAN D
Fungsi—-fungsi Matematika.

D.1 Fungsi Legendre Sekawan
FPersamaan differrensial Legendre sekawan adalah :

2
(1 - 2%y y" - ey’ # {n (n + 1) - —Jﬁ———:} y =0
1 - ="

{D.1.1}
Fenyelesaian dari persamaan diatas dinamakan fungsi

Legendre sekawan untuk jenis pertama didefinikan sebagai

il 2 mo2 dm
Foxw) = (L — x} F {x)
Ll dz.l'.l'l [a}
2 m~2 .
ym+r
_ (1n x ) d —_ (xz - 1"
2 n ! dx
(D.1.2})
dimana F_(x) adalah polinomial  Legendre. Kita
mendapatkan :
o -
P o(x)y = Fo(x) {D.1.3)
n n
P: {x)}) = 0 jika m ¥ n (D-1.4)
grthogonalitas dari FT {x}
i m ™ -
. : i (n + m) ! .
= 3
f Pn (=) PL (x) dx énl[ 2n + 1 ] {n'— m} ! ‘D'i'“)

-1

(Spigel, 1968 ,h. 140
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D.2 Polinomial Laguerre Sekawan:

. Persamaan differensial Laguerre Sekawan adalah :

ey’ + {(m+ 1 - %)y + (n —my =0 (D.2.1)

dengan

solusi dari (D.E.i} untuk’ 1integer #©1 dan m  yang

tidak negatif diberikan cleh polinomial Laguerre sekawan.

mn n -
dx

t {~} adalah polinomial Laguerre
n

= L {2) ' ' (D.2.3)
. _
= 0 ; Jika m > n ' ‘ {D.2.4)
2
™oew) + (ntm—2n—-1) LT (k) + n° LT 00 (D.2.%)
n+1 [ %] n—4
(Spigel,1968,h. 155

L™ (x) = n L™(x) — {(n+m) L7 (30) (D.2.56)

rr _n n—1

(Baleman, 1953, Vol. II , h, 189

Orhcocgonalitas

' 1
SV e M) Mix) dx =& Ao t) (D.2.7)
O n P np (i —m}!
(Spigel,1968,h. 1567
Dari persamaan {(D-2.6) dan (D.2.7) bisa diperoleh
hasil—hasil khusus =
2 a3
o m+d X m, . = (Zn—m+lY{n!}
Sy e {Lﬁ(x)} dx EEE (D.2.8)
i — 2 2 e 2 — — LY 1 3
g e {Lmﬁx)} dx = Len’ * (mm@-brdlmmt)3(n’)  p o g

(n—m)!





