BABII

DASAR TEORI

Pada bab II ini dijelaskan tentang lemma zorn, ring dan sifat-sifatnya,

ideal, homomorphisma ring serta beberapa operasi pada matriks.
2.1, Lemma Zorn

Diberikan definisi tentang himpunan terurut parsial sebagai berikut :
Definisi 2.1.1.
~ Suatu relasi R pada himpunan A dikatakan urutan parsial pada A bila
memenuhi :
é. Reﬂekéif, yaitu v a' eAaR a
b. Antisimetris, yaituV a,b € A,aR bdanb R a=a=b.
c. Transitif, yaituVa,b,ce A,aRbdanbRc=>ak c.

Definisi 2.1.2.

Suatu himpunan A bersama-sama dengan relasi urutan parsial yang

~tertentu di A disebut himpunan terurut parsial yang dinyatakan sebagal pasangan

terurut (A,R).
Berikut ini disinggung pula mengenai himpunan bagian terurut parsial,
komparabel, rantat, batas atas dan elemen maksimal,

Definisi 2.1.3.

Pandang (A,R) merupakan himpunan terurut parsial. Maka




1. Setiapa, b € A dikatakan komparabel (berelasi ke K) jikaa R bataub R a.

o

menginduksi urutan parsial R di B. Sehingga himpunan terurut (B,K) disebut
himpunan bégian (urutan pa_rsial} dari hirhpunan terurut ;.)arsiall (ALR).

B himpunan bagian dari A disebut suatu rantai jika dua elemen di dalam B
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adalah komparabel.

4. Suatuelemen z € A disebut batas atas dari B jika x R z untuk setiap x € B.

5. Suatu elemen z € A disebut suatu elemen maksimal dari (A,R) jika tidak ada
elemen x €{y e Aly = z} sedemikianhingga z R x. Dengan kata lain, ze A
adalah suatu elemen maksimal dari (A,R) jika z R % (dengan X € A),
selanjutnya z =x.

Lemma Zorn

Pandang (A,R) adalah suatu himpunan terurut parsial. Jika setiap rantai
dalam A mempunyai batas atas (dalam A), maka A memuat suatu elemen
maksimal.

Berikut ini dikemukakan beberapa hal dasar mengenat definist dan

- teorema yang berkaitan dengan ring ;- -
2.2. Ring
2.2.1. Sifat-sifat Ring

Aksioma-aksioma suatu ring diberikan sebagai berikut :

Jika B suatu h'impunan bagian tak koSong dari IA, maka urutan parsiai' RdiA




Definisi 2.2.1.1.

Suatu ring R adalah suatu himpunan R yaﬁg tidak kosong beserta dua

hukum komposisi yang disajikan dengan tanda penjumlahan dan tanda

pergandaan dan yang memenuhi aksioma-aksioma berikut ©- -

1. Terhadap operasi penjumlahan memenuhi aksioma-aksioma berikut :
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1.1. Untuk semua a, b dalam R dapat ditemukan .dengan tunggal elemen ¢
dalam R juga, sedelnikianhingga é + .b =c. - -
(Va,beR)FceR)atb=c | :

1.2. Untuk semua a, b, ¢ dalam R berlaku(atb)+c=a+(b+c).

(V .a, b,ce Rj. (a+b)+¢¥a+(b+ c); |

1.3. Di dalam R terdapat elemen 0 sedemikianhingga untuk setiap a dari R

berlaku0+a=a+0=a.

{30eR)XVaecR)la+0=0+a=a

1.4, Untuk Sefiap a dalamR da;rrjrét ditéfhukéﬁ élémen —a Sederﬁikidﬁhingga — a -

+a=a+(-a)=0.

(VaeR)}F-aeR).(-a)ta=a+(-a)=0.

1.5. Untuk setiap a, b dalam R berlakna+b=b+a.

(Va,beR).at+tb=b+a
Terhadap operasi pergandaan mempunyai sifat-sifat tertutup dan assosiatif,
yaitu
2.1. Untuk semua a, b dalam R dapat ditemukan dengan tunggal elemen ¢
dalam R sedemikianhinggaab=c.

(Va,beR)I!lceR)ab=c.




2.2, Untuk semua a, b dalam R berlaku{ab)c=a (b ¢).

(Va,b,ceR) (abyc=a(bc). |
3. Kedua aturan komposisi diatas dihubungkan dengan aksioma distributifitas

sebagar berikut :

3.1. Untuk semua a, b, c dalam R berlakulaha(b+c)=ab+acdan
(b+c)a=ba+ca.

| .(.V a,b,c.e R). a(b.n.L'c)“=ab+ac. :
| (Va,b ceR) (b+c)a=ba+lc a.

Sifat-sifat ring diuraikan dalam definisi-definisi berikut :

Definist 2.2.1.2.

Jika R komutatif terhadap pergandaan vaitu apabila pada aksioma-aksioma
suatu ring R ditambahkan aksioma : untuk setiap a, b € R berlaku ab = ba, maka

R disebut ring komutatif.

 Definisi 2.2.13.

Apabila dalam ring R dapat ditemukan elemen ¢; dengan sifat bahwa e;a =

a untuk setiap a € R maka e; discbut elemen satuan kiri. Apabila ada elemen e;

sedemikianhingga ae, = a untuk setiap a € R maka e; disebut elemen satuan

kanan. Apabila ada elemen e sedemikianhingga ca = ae = a untuk setiapa € R
maka discbut elemen satuan. Selanjutnya apabila pada aksioma-aksioma nng R
ditambahkan aksioma tersebut maka R disebut ring dengan elemen satuan.
Definisi 2.2.1.4.

Suatu elemen a dalam ring R disebut idempoten bila a’=a




Definisi 2.2.1.5.

Suatu elemen a dalam ring R disebut nilpotén bila dapat ditemukan
bilangan bulat positif n sedemikianhingga a"=0.

Di dalam suatu ring terdapat subring. Suatu jenis khusus dari subring
adalah ideal. Selanjuinya diberikan definisi tentang subring dan ideal serta hal-hal

vang terkait dengan ideal sebagai berikut :
2.2.2. Ideal

Definisi 2.2.2.1.°
Misalkan R suatu ring. A adalah himpunan bagian dari R dan A bukan
himpunan kosong. Jika A terhadap operasi-operasi yang sama dengan operasi-
operasi pada R merupakan ring, maka dikatakan bahwa A adalah subring dan R.
Syarat periu cukup agar A merupakan subring dari R adalah
untuk setiap a, b € R berlaku
i. a,beA=a-beA.
ii. a,beA>abeA
 Definisi 2.2.2.2,

Misalkan R suatu ring dan ¥ < R dengan U # &, maka U disebut ideal

kiri dari R bila memenuhi ;

i (VabeU)abe U=(a-b)e U

ii. (Vae U)VreR)rae U.




Apabila syarat ii diganti dengan ii.a yaitu bahwa ar (a € U, t € R) harus berada
dalam U, maka U yang memenuhi syarat i dan ii.a disebut ideal kanan. Apabila

baik it maupun 1i.a di'pentihi maka idealnya disebut ideal dua sisi.
Pandang ring R komutatif sehingga semua ideal adalah ideal dua sisi atau
disebut ideal saja. Berikut ini adalah sifat-sifat ideal dari R :

Lemma 2.2.2.3.

Jika Uy, U, ideal dari ring R, maka berlaku :
1. Uy U; ideal dari ring R.

. Uy + Us ideal dari ring R.

2
3. U, U, ideal dari ring R.
Bukti :

1 7Akzﬁirrlrdibruktikanrbahwélﬂjﬂr{a ‘u,l, % ideai dariR méléa ‘é,!,;rm U, idéal dariR o
Diambil u;, w; € Uy Uy maka uy, uy € Yy dan vy, uz € Ua.
Karena u;, u; € U, maka u,-w; € U, sebab U, ideal dari R,
_ begitu juga karena u;, uy € U, maka - 1z € U, sebab U, ideal dari R.
Dariu-w € Uy danu;-w € Uy makay; - € Uy Upeno. 2.2.2.1.
Diambil r € R, vy € Ui maka ry e Uy dan uyr € U, sebab U ideal dari R dan

ru; € Updan uyr € U, sebab U, ideal dari R
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Daii W € Uy danrrui € Uy makaty € Uy ‘“UL;-T .............. S w2222,
Dari uulr .e Uy da..n.ulf e %mé\ka ﬁ,r e Uin U ;2.2.2.3..
Dari2.2.2.1.,2.2.2.2. dan 2.2.2.3. terbukti bahwa U, n U» ideal da'lfi R.

Jadi terbukti bahwa jika U,, U ideal dari R maka U; n U, ideal dari R.
Akan ditunjukkan jika U, U, ideal dari R maka U, + U, ideal dari R.
Diambil .eiernen x, X' € Uy + Uz, r € Rdengan U, + ‘LL;_.= {x e Rlx =1 + uy,
u € Uy, v € Un} maka X=u+ ug-, € ul, mwe Us dgn x' = u;’.+ wu e
Ui, uy' € Ua.

Karena uje Uy, u;'e Uy maka u-u)'e U, rup=ujre U, (sebab U, ideal dari R).
Kareﬁar uzﬂe uz, u;’ e ug ma}:a 1}2-@2‘ G, ‘U,z ru;_fugre ‘U,z (sebab ‘U;;Videralﬂdaﬁ R)

Xx—x=(uw+tw)-(w+u)
=(u-w)+{(w-w)

x—x e U+ Uy,

sehingga didapat bahwa jikax, x' € U+ Up=>x-x € U+ Up...2224.

Diambil x € U;+ Up, r € R dimana jika x=u;+us, y € Uy, u; € Y, maka rx

=rm+wm) = trym e Un+ Updanxr=(wm+wr=uyr+wre U+ U

sehingga didapat jika reR, xe Uyt Uy maka rx = xr € Uy+Us....... 2.2.2.5.
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Dari 2.2.2.4. dan 2.2.2.5. terbukti bahwa U, + U, ideal dari R.
Jadi terbukti bahwa jika U,, U, ideal dari R maka U, + U, ideal dari R.

Akan dibuktikan bahwa jika U,, U, ideal dari R maka U, U, ideal dari R.
Diambil elemen aj, by € Uty dengan a; = inyi dan b; = in‘yi'

i=1 i=1
dimana x;, Xy € U, v, v € Up untuk setiapi € {1,2,,...,n}, maka

aji- by = ZKiYi - Z:Xi'Yil
=1 =1

= XY HReyrt .. FXaYn - (XIVI+HX2 Y2t X' Yn')
= X1yrtXayat. . HRnyet (X0 y Xy Y

aij- b';j 1= U](LLz .................................................................................. 2272.6.

- Diambil a; e Uy U,, r e R dengan a;;= inyi dimana x; € Uy, v € Uz untuk-
=

setiapi €{1,2,...,n} maka
i=1
- = ryrtXyat oY)
= (X vy Xy ). .. H(Xnyn)

= (TXI)Y1+(D<2)Yz+- . +(rxn)Yn>

SEINGEA T8 € U orvvvveoooeeeeeeeeee e nnsssess 2227.

1
dan agr = ZXEYi T
i=l
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= (X y1HXayat. . Xaynr
= (Xy)rH{xay)re. . H(Xpyo)r
= x{y TRyt .. .+xn(ynr),

- sehingga ajre UnUnovvciernleiin e s e 2228
Dari 2.2.2.6.,2.2.2.7 dan 2.2.2.8. terbukti bahwa U, U, ideal dari R.

Jadi terbukti bahwa jika U, Us ideal dari R maka Uy ideal dari Ry

Definisi 2.2.2.4.

Suatu ideal 771 di dalam ring R disebut maksimal bila 770 tidak termuat -

dalam suatu ideal lainnya selain 771 sendini dan R.

71 disebut ideal kiri maksimal dari R jika -

ca. M=R.

b. jika Mcdsc R maka 7=J g atau J =R dimana J; ideal kiri dari R.
Demikian pula 77 disebut ideal kanan. maksimal dari R jika

- WR L

b. Jika Mcd R maka 771=J g atau J =R dengan I g ideal kanan dari R.

Sedangkan 77l disebut ideal maksimal dari R jika 9 ideal kiri maksimal

sekaligus ideal kanan maksimal.




Definisi 2.2.2.5.

U, suatu ideal kiri, kanan atau dua sisi dalam suatu ring R dikatakan sejati

jika W <R, U=Rdan U = {0}.

2.2.3. Homomorphisma Ring

Y

Definisi 2.2.3.
Jika R dan R’ adalah éuatu ring dan pemetaan { : R — R" memenuhi
1. flatb)=1f(a) + f(b)
ii. flab)=fla)fib) Vabek,
maka pemetaan {: R — R’ dinamakan homomorphisma ring dari R ke R’.
Jika pada definisi 2.2.3., f: R — R’ suatu pemetaan satu-satu dan onto maka f

" adalah suatu isomorphisma.

2.3. Beberapa Operasi Pada Matriks

~ Pada subbab ini dijelaskan suatu ilmu hitung matriks yang dapat

ditambéhkaﬁ daﬁ dikaﬁkan sesual derng'anr penggimaainnya.
Definisi 2.3.1.

Dua matriks A dan B dikatakan sama vaitu A = B jika kedua matriks
mempunyai ukuran yang sama dan entri-entri yang bersesuaian dalam kedua

matriks tersebut sama yaitu [A]; = [B]y, untuk semua nilai i dan j, dimana :
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[A]; : entr matn'_ks A dari baris 1 dan kolom ] .
[B]; : entri matriks B dari baris 1 dan kolom j.

Jika A dan B tidak sama, ditulis A s B, maka [A]; = [B];; untuk beberapa nilai 1,].
Definisi 2.3.2.

Jika A dan B sembarang dua matriks yang ukurannya sama maka
penjumlahan A + B adalah rhatriks vang diperoieh dengan menambahkan
bersama-sama entri yang bersesuaian dalam kedua matriks tersebut yaitu {A]; +
[Bl;. Sedangkan pengurangan A — B adalah matriks yang diperoleh dengan
mengurangkan bersama-sama entri yang bersesuaian dalam kedua matriks
tersebut yé.itu [A];j. - [B; Matriks-matriks yahg' ukurann&a berbeda tidak dapat
ditambahkan atau dikurangkan. |
Definisi 2.3.3.

Jika A adalah mainks .befukuran m x 1 dan B adaiah matriké berukuran r x |

n maka hasil kali AB adalah matriks berukuran m X n 'yang'énti‘iéeﬁuinyé -

ditentukan sebagai berikut : untuk mencari entri dalam baris ke-i dan kolom ke-j
dari AB pilihlah baris 1 dari matriks A dan kolom j dari matriks B. Kalikanlah

entri-entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut bersama-sama dan

* kemudian tambahkanlah hasil kali yang dihasilkan sehingga didapat [AB]; = [A}y

Bl + [Aliz [Bly + ... + [Al {Bly= i:[A]ik[B]kj dimana i € {1,2,...,m} dan
k=t

ef{l,2,...n}.
Definisi perkalian matriks mengharuskan banyaknya kolom darimatriks

pertama A harus sama seperti banyaknya baris dari matrikskedua B supaya
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membentuk hasil kali AB. Jika kondisi ini tidak dipenuhi, maka hasil kali tersebut

‘tidak dapat didefinisikan.

Berikut ini adalah aturan-aturan ilmu hitung matriks ;

Teorema 2.3.4.

Dengan menganggap ukuran-ukuran matriks adalah  sedemikianhingga

operast-operasi yang ditunjukkan dapat diketengahkan, maka aturan-aturan ilmu

hitung matriks sebagai berikut :

L

A+B=B-+ A

L.
2. A+(B+C)=(A+B)+C.
3. ABC)=(AB)C.
4. AB+C)=AB+AC.
5. B+C)A=BA+CA.
Bukti :
Karena ruas kirt melibatkan A + B, maka A dan B harus mempunyai ukuran -
yang sama katakanlah m x n. Jelaslah bahwa A + B adalah matriks berukuran
m x n sehingga matriks tersebut mempunyai ukuran yang sama.
Anggap [L]; sembarang entri pada ruas kiri dan {R]; entri yang bersesuaian
" padatuas kanan. Untuk melengkapi bukti tersebut, maka [L}; = [R]; Jika {AL;,
 [BJ; berturut-turut entri dalam baris ke-i dan kolom ke-j dari A, B maka dari
definisi-definisi operasi matriks diperoleh [L]; = [Aly + [B}y dan [R];=[B]; +
[AJ; karena [A];+ [B]; = [B]; + [A); maka [L];= [R].
2. Karena ruas kiri mengoperasikan A + (B + C), maka A, B dan C harus

mempunyal ukuran yang sama katakanlah m x n. Jelas bahwa (A + B) + C
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adalah matriks berukuran m x n sehingga matriks tersebut mempunyai ukuran
yang sama. Anggap [L]; sembarang entri pada ruas kin dan [Rjij'entri Sfang
bersesuaian pada tuas kanan. Untuk melengkapi bukti tersebut, maka [L]; =
[R]i Jika [A]y, [B]j-dan {Cly berturut-turut entri dalam baris ke-1 dan kolom

ke-j dari A, B dan C maka dari definisi operasi matriks diperoleh [L];= [A]; +

(B} + [Cly) dan [R};=([A)}; + [Bl) + [C); karena

[AL;+ ([Bl; +“[C]ij) = txb;]ij N [Bl;+ [C]lJ , sifat as;Jsiatif penjﬁmléﬁan
| =([Aly+ [Bly) + [Cly., |

maka {L];= [R};

. Apabila matriks A berukuran m x n, matriks B berukuran n x p dan matriks C

berukuran p x g, maka A (B C) = (A B) C dengan langkah sebagai berikut
Ukuran matriks sebelah kiri tanda persamaan yaitu A (B C) sama dengan

ukuran matriks sebelah kanan tanda persamaan yaitu (A B) C, masing-masing

sebesar m dan q. Selanjutnya entri-entri matriks A dari baris i adalah [A};;,

[Als, ..., [Aln dimana i = 1,2,... n. Sedangkan entri-entri pada matriks BC
untuk kolom j adalah [B]i{Cly, [Bl2Cly, ..., [BlaCly dimanat =12, ...p.

Jadi entri pada baris ke-1 dan kolom ke-) dari hasil kali matriks A (B C) =

| 1=1

2 [Z[BL. [C]t,-), karena berhubungan dengan penjumlahan terbatas,

maka  urutan  penjumlahan  tersebut  dapat  diubah  menjadi

t=1 \ s=1

g { a
Z[Z[A]is[B]st ][C]ﬁ dimana merupakan entri matriks (A B) C selanjutnya

apabila tanda kurung dihilangkan, maka
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i[i[mﬁ (Bl J{C]" ZZ[A},S{BMC]U adalah entri matriks A B C dari

t=] s=}

baris ke-i dan kolom ke-j. Ini berarti

itA](itBLSECLJ Z[Z[A]AB}J{C]B >3 (ALIBLICK

=l P
. Apabila matriks A berukuran m x n, matriks B berukuran n x p dan matriks C
berukuran n x p maka dibuktikan A (B + C)= A B + A C sebagai benikut :

Matriks sebelah kiri tanda persamaan yaitu A (B + C) berukuran m x p.
Sedangkan sebelah kanan tanda persamaan yaitu AB + AC juga berukuran m x
- p. Jadi ukuran matriks sebelah_kiri dan sebelah kanan tanda persamaan harus
sama sudah terpenuhi. Entri dari matriks sebelah kirt tanda persamaan sama
dengan entri dari matriks sebelah kanan tanda persamaan. Karena entri pada

baris i dan kolom j adalah

i[A]h {B1, +1C1,) = Z[A],t[B]U +Z[A]“[C]U , untuk sernua nilai i dan j.

1=] t=]

Jadi terbukti A(B+C)=AB+AC.

"5. Apabila matriks A berukuran m x n, matriks B berukuran n x p dan matriks C

berukuran n x p maka dibuktikan (B + C) A = BA + CA sebagai berikut :
Matriks sebelah kirl tanda persamaan yaitu (B + C) A berukuran p x n.
Sedangkan sebelah kanan tanda persamaan yaitu BA + CA juga berukuran p x
n. Jadi ukuran matriks sebelah kiri dan sebelah kanan tanda persamaan harus
sama sudah terpenuhi. Entri dari matriks sebelah kiri tanda persamaan sama
dengan enir1 dani matriks sebelah kanan tanda persaman. Karena entri pada

baris 1 dan kolom j adalah
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S (Bl +[CH YAL, = YBLIAL + D ICLIA), , untuk semua nilai i dan j.
. . . ‘=l . ' l=l . . . .

=1

Jaditetbuki A(B+ CO)=AB+AC. B

gy






