BABII

MATERI PENUNJANG

. Dalam bab ini dijabarkan tentang beberapa teori yang dapat menunjang
pembahasan pada bab HI. Teori yang dijabarkan merupakan konsep dasar yang
meliputi matriks, operasi perkalian matriks, algoritma, notasi big Oh, dan running
time.

2.1. Matriks dan Operasi Perkalian Matriks
2.1.1, Matriks
Definisi 2.1.1.1.
Sebuah matriks adalah suatu susunan segi empat siku-siku dari bilangan-
bilangan. Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam
matriks.
Contoh 2.1.1
Susunan berikut ini merupakan matriks.
3 5 1 11 .
1 41, Jo 3 -2 8],|2 3 2,[2}[5]
7 11 55 5
Seperti yang ditunjukkan pada contoh 2.1.1, maka ukuran matriks dapat
bermacam-macam. Ukuran matriks itu sendini dijelaskan dengan menyatakan

banyaknya baris dan banyaknya kolom pada matriks tersebut. Sebagai contoh

yaitu matriks pertama pada contoh 2.1.1 mempunyai 3 baris dan 2 kolom




sehingga ukuran dari matriks tersebut adalah 3 kali 2 yang biasanya ditulis dengan
3x2.

Dalam penulisannya, huruf besar digunakan untuk menyatakan matriks-
matriks, sedangkan huruf kecil digunakan untuk menyatakan entri dalam matriks.
Yika A adalah sebuah matriks, maka a; digunakan untuk menyatakan entri yang
terdapat pada baris ke- i dan kolom ke- j dari A. Sehingga suatu matriks berukuran

m X n secara umum dapat ditulis

anp iz ot Oy

a a anw a
4= ?1 ?2 ) ‘?n

Spl G2 7 gy

sedangkan baris ke-1 dari matriks A adalah matriks berukuran 1 x n dan untuk

=12 ...,m, baris ke-i tersebut dapat ditulis

A= [ail g a,-,,]
dan untuk j=1,2,... ,n kolom ke-j dari matriks A dapat ditulis
ay;
Aejy = Y

amj
2.1.2. Operasi Perkalian Matriks
Definisi 2.1.2.1
Jika A adalah suatu matriks dan ¢ adalah suatu skalar, maka hasil kali cA

adalah matriks yang diperoleh dengan mengalikan masing-masing entri dart

A olehc.




Contoh 2.1.2
Jika A adalah matriks
-1 3
A=[4 0
maka
-3 9 2 -6
3A= 112 0 dan (-2A)= (-8 0
i 6 -2 -4
Definisi 2.1.2.2.

Jika A adalah matriks berukuran m x r dan B adalah matriks berukuran r x n,
maka hasil kali AB adalah matriks berukuran m x n yang entri-entrinya
ditentukan sebagai berikut. Untuk mencari entri pada baris ke- i dan kolom
~ke- j dari matriks AB, dipilih baris ke- i dari matriks A dan kolom ke- j dari
matriks B. Entri-enfri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut

dikalikan bersama-sama dan kemudian hasil kali yang diperoleh dijumlahkan.

Misalkan C = AB dan c;; adalah entri dari matriks C, maka c;; berada pada baris
ke- i dan kolom ke- j dari AB. Misalkan A” sebagai notasi dari baris ke- i matriks
A dan By, sebagai kolom ke- j dari matriks B, maka dapat ditulis

) =A%Bg, (2.1.2.1)
Persamaan 2.1.2.1 dapat digambarkan pada hasil kali antara sembarang matriks A

dan sembarang matriks B yang memenuhi syarat untuk operasi perkalian matriks.
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Terlihat bahwa C21 = &4 Dai
__ =ma121-.5” . az,bﬂ L ﬁ-zr'_b;l o
Sehingga secara umum persamaan 2.1.2.1 dapat dituiis iengkap sebagai
Cy = ai1.b1j + aiz.sz + ... T a-u.brj (2122) .

Untuk memperjelas definisi perkalian dua buah matriks disajikan contoh 2.1.3

Contoh 2.1.3

Cari hasil kali AB dart

_ 0 -1
1 0 -1 2 1 1
A= s B=
0 2 1 3 2 0
1 2]
7 Penyelesaian

Karena A adalah matriks berukuran 2 x 4 dan B adalah matriks berukuran 4

X2,

maka hasil kali AB adalah matriks berukuran 2 x 2. Entri pada baris ke- 2 dan

kolom ke- 2 dari AB dihitung sebagai berikut.
-1
Ly _ oo
0 T

I 0 -1 2
0 2 1 3
2

(0.(-1) + 2.1+ (1.0)+ (3.2) =8

— D = O

Perhitungan untuk hasil selebihnya adalah

(LO)+(0.1)+ ((-1)2)+ (2.D) =0




(L(-1)+(0.1) + ((-1).0) + (2.2) =3

0O+R.D+A2)+3B.1H=7
0 3
AB —

7 81

2.1.3. Sifat Assosiatif dari Perkalian Matriks
Meskipun sifat komutatif untuk perkalian bilangan 1l tidak berlaku pada

operasi perkalian matriks, namun banyak sifat-sifat operasi pada bilangan riil yang
berlaku pada matriks. Salah satu di antara sifat yang paling penting adalah sifat

assosiatif pada operasi perkalian.
Theorema 2.1.3.1

Jika matriks A bersesuaian dengan matriks B dalam operasi perkalian matriks
dan matriks B bersesuaian dengan matnks C, maka matriks A akan
“bersesnaian” dengan matriks BC dan matriks AB akan bersesuaian dengan
matriks C sehingga
A(BC)=(AB)C (2.1.3.5)
Bukti
Misalkan matriks A berukuran m x n, matriks B berukuran n x p, dan matriks C
berukuran p x s maka matriks (AB) berukuran m x p dan matriks (BC) berukuran
n x s. Baris ke-i dari matriks (AB) untuk i=1,2,... ,m adalah
(ABY? =( AYByy A®Bg ... AYBg)

dan kolom ke-j dari matriks (BC) untuk j= 1,2,....s adalah
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B(UCU)

8(2)C .
(BC);y=|" 1)

B¢ )
' éehiilga untuk sembafang p_osiSi idan ] berlaku

(ABYCY) = (4BYC,,,

= (AYBy)).0;+ (ADBp, )0y +...+(AYB, ),

= (ayby, +ayh, +...+ ainbnl)'clj +(ayby +apby +... +a, erZ)'C2j

tH

+ .+ (a,.!blp +al2b2p +...+ ai,,b”p).cpj (1)

(ABCY, = AM(BC)y,

= a,.(BYC,) + 4, (BIC,) + ... + a4, (B™C )

m

= (b Byt B, ) + (DG + 03Cy +H By )

+...+ ain (bnlclj + anch +o.+ bnpcpj) (H)

karena i dan j adalah sembarang maka pembandingan antara persamaan (i) dan (i)

mermmyukkan bahwa (AB)C = A(BC)

2.2. Algeritma

Terbentuknya model matematika yang sesuai pada suatu pemecahan
masaigh hanya metupakan bagian dari pemecahan masalah tersebut. Oleh karena
itirasak-meléngkapi proses pemecahan masalah tersebut diperlukan suaty metode

atdirfemgkah-langkah yang akan digunakan untuk membawa model matematika
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tersebut ke arah penyelesaiannya. Langkah-langkah tersebut biasa disebut dengan

algoritma.

Algoritma pertama kali diperkenalkan oleh seorang ahli matematika yaitu
Abu Jufar Mubammad Tonu Musa Al Khavarizmi, dimana sccara_babase
algoritma mempunyai arti suatu metode khusus untuk menyelesaikan suatu
masalah yang nyata. Di dalam bidang pemrograman, algoritma didefinisikan
sebagai suatu metode khusus yang tepat dan terdiri dari serangkaian langkah yang
terstruktur dan ditulis secara matematis yang akan dikerjakan untuk

menyelesaikan masalah dengan bantuan komputer.

Di dalam prosesnya, hubungan antara masalah, algoritma, dan hasil dapat

digambarkan sebagai berikut :

masalah

modetl

7

algoritrria

—

program

data

eksekusi

\!

hasil

Gambar 2.2.1, Diagram hubungan masalah, algoritma, dan hasil
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Suatu algoritma yang baik mempunyai beberapa kriteria sebagai berikut :

L.

o

Adanya input

Suatu algoritma mempunyai input yang diperoieh dari himpunan objek yang

-telah ditetapkan:

Dalam menyelesaikan suatu masalah, algoritma harus menghasitkan output

yang merupakan solusi atau hasil dari masalah yang sedang diselesaikan.
Efektif dan efisien

Suatu algoritma dikatakan efektif jika algortima tersebut dapat menghasilkan
suatu solusi yang sesuai dengan masalah vang sedang diselesaikan. Sedangkan

algortima yang efisien adalah algoritma yang mempunyai waktu proses yang

- singkat dah.penggunaan memorinya sedikit.

Jumlah langkahnya berhingga

Banyaknya langkah vang disusun harus berhingga, karena jika tidak demikian

maka proses yang dilakukan akan memerlukan waktu yang relatif lebih lama.
Berakhir

Proses yang dilakukan dalam mencari suatu penyelesaian masalah harus
berhenti atau berakhir dengan hasil akhir berupa solusi atau berupa informasi
tentarig’ tidak diketemukannya solusi. Dengan perkataan lain, baik dalam
kondisi solusinya ada maupun tidak maka proses tetap harus mempunyai

akhir,
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6. Terstruktur

Urutan dari barisan langkah-langkah vyang digunakan harus disusun

sedemikian rupa agar proses penvelesaiannya tidak berbelit-belit dan

. memungkinkan waktu proses menjadi lebih singkat serta akan mempermudah

di dalam melakukan pemeriksaan ulang.

2.3. Pengertian dan Sifat-Sifat Big Oh
Definisi 2.3.1

Diberikan S, himpunan semua fungsi yang mempunyai domain D yang
mewakili himpunan bilangan riil. Dikatakan f{n} = O(g(n)), dibaca ' f(n)
adalah big-Oh dari g(n)' jika ditemukan pasangan bilangan positif ¢ dan k

sedemikian hingga berlaku

1R}l = clgm)| -
untuk semuan € Ddann > k
Dari definisi 2.3.1 maka untuk menunjukkan f{n) = O (g(n)) hanya dibutuhkan

untuk menentukan sepasang konstanta ¢ dan k sedemikian hingga jika nzk

maka | f{n} | < c| g(n) | Penulisan f(n) = O(g(n)) berarti bahwa f{n) merupakan

anggota dari O(g(n)) .
Caontoh 2.3.1

Jika suatu fungsi f(n) = 3n° + 2n® merupakan fungsi dari waktu tempuh suatu

algoritma maka f(n) adalah big-Oh dari n®, yang dinotasikan f(n) = O(n*)
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Penyelesaian

Berdasarkan  definisi 2.3.1 bahwa jika f(n) = O(n’) maka terdapat dua

konstanta bulat positif ¢ dan k sedemikian hingga berlaku
= .3.113_4.__21_.12_1 <ol
n= 0 — f{0)=0
n=1->1f1)=3+2=5
ambil k=0 dan ¢ =5 schingga berlaku 3n® + 2n* < 5n° untuk n > 0.

Jadi terbukti bahwa f(n) = O(r’).

Teorema 2.3.1

Misalkan f(n) = a;n® + a,n’’ + ... + ajn + ag adalah fungsi polinomial

derajat p dengan a, = 0 dan g(n) = n®, maka f{n) = O(g(n)).
Bukti:

Untuk membuktikan teorema 2.3.1 akan dicari sepasang konstanta ¢ dan k

sedemikian hingga | f(n) | < ¢.| g(n) | untuk n > k
Dipilihc=|ap!+iapi |+ ... +]a;|+|ay|dan k=1, maka untukn > 1

| f(n) | = | agn® + apan®’ + ... +am+ag]

1A

| apn® | + | apn®™ |+ ..+ |amn | +] a]

IA

1
|aplin® |+ |ap, ]| |+ ... +]a;||n]+]ag

IA

|ap| 0P|+ apa[ |01+ .+ a1 ||n” [+ a0} |0
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=(lapl+lapa|+ ... lar]+ a0 ) 0’|

=c.|n"|

=c|gn)|

" terlihat bahwa | f(n) | < ¢.] g(n) |, sehingga terbukti bahwa f(n)=O(gn)).

Téorema 2.3.2

Misalkan S adalah himpunan semua fungsi dengan domain D yang
merupakan himpunan bilangan riil. Fungsi-fungst fi(n), f(n), gi(n), dan g,(n)
adalah anggota-anggota S sedemikian hingga fi(n) = O(gi(n)) dan f(n) =

O(g(n)) maka berlaku
(a). fi(n) + f(n) = O(max {gi(n),g:(n)}).
(b). fi(m) . Hr(n) = O(gi(n) . gAm))

Bul_(_ﬁ IR L

(a). Akan dibuktikan bahwa terdapat sepasang konstanta ¢ dan k sedemikian

hingga untuk n > k berlaku

ifi(m) + f(n) [ = c.| max{gi(n).g2(n)} |

Karena fi(n) = O(gi(n)) dan £i(n) = O(g,(n)) maka terdapat ¢, ¢z, k; dan

k; sedemikian hingga untuk ne D di manan > k) dann > ky berlaku :
| fi(n) + 2(n) | < [ fi(n) [+ ]| f2(n) |
< ¢i| gi(n) | + cof gan) |

= ¢1,81(n) + C2.&2(n)
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< crmax {gi(n), @)} + c2max {gi(n), gam)}
= (Crt¢;).max {gi(n), gAn)}
mmaka itk k= max (k, ks} terbuli bahwa
fi(n) + f5(n) = O(max {gi(n), g2(n)}).

(b). Karena fij(n)=0(gi(n)) dan f3(n) = O(g:(n)) maka terdapat ¢;,c.ki,
dan k, bilangan positif sedemikian hingga untuk n €D dengann = k;
dan n = k; maka bertaku | fi(n) | < ¢1.| gi(n) | dan | f(n) | < ca.| gam) |.
Pilih k = max{k,, k;} dan ¢ =c,.c,, maka
| fi(n).f5(n) [ = | fi(n) || £2(n) |

C Zenjgin) el g(n) ]
=¢1.62. gi{n) |.] ga(m) |
= cV-| g1(n).g(n) |

sehingga terbukti bahwa fi(n).f(n) = O(gi(n).g(n))
2.4. Running Time

Proses suatu algoritma di dalam mencari solusi dari suatu masalah
memerlukan waktu tegentu, di mana satuan waktu yang dibutubkan diharapkan
dalam wakg gadp wiatif singkat Di dalam suatu analisa algoritma untuk

menentukan kecepatan prosesnya digunakan istilah running time dan biasanya
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dinotasikan dengé.ﬁ T(n). Adapun hal-hal yang mempenga'ruhi' besar kecilnya

nilai running time adalah :

a. Banyaknya langkah

“ Semakin- banyak langkah atau instruksi yang digunakan maka semakim -~~~ ~ -

besar nilai running time yang dibutuhikan dalam proses tersebut.

b. Ukuran atau besar data

Ukuran atau besar data yang digunakan akan sangat berpengaruh pada

proses perhitungan.
c. Jenis operasi

Jenis operasi yang digunakan juga berpengaruh pada running time. Jenis

operasi tersebut meltputi operast aritmetika, operast nalar atau logika.

Karena terdapat beberapa hal yang dapat mempengaruhi besar kecilnya

nilai running time suatu algoritma maka terdapat kemungkinan bahwa di dalam
proses penyelesaian masalah suatu algoritma mempunyai kondisi yang berbeda.
Oleh karena itu perhitungan running time suatu algoritma dalam proses pericarian

solusi suatu masalah dibedakan dalam tiga keadaan, yaitu ;
(1). Keadaan terburuk (Worst Case)

Merupakan suatu keadaan yang terburuk dari proses di dalam suatu algoritma.
Sehinéﬁa waktu yang ditempuh oleh algoritma tersebut adalah waktu yang

maksithum.
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(ii). Keadaan rata-rata (4verage Case)

Hal ini merupakan suatu keadaan dari running time yang ekivalen dengan nilai
harapan dari fungsi running time untuk setiap input yang mungkin. Analisa
. untuk kondisi ini jarang dilakukan, karena adanya kesulitan dalam menentukan _
.suatu data yang secara ﬁmum dapat mewakili keadaan rata-rata data yang

digunakan.
(ii1). Keadaan Terbatk (Best Case)

Merupakan suatu keadaan yang terbaik dari proses di dalam suatu algoritma.
Sehingga waktu yang ditempuh oleh algoritma tersebut adalah waktu yang

minimym,

Untuk selanjutnya dalam menentukan running time suatu algoritma
diasumsikan terjadi keadaan terburuk. Hal imi1 dilakukan dengan beberapa alasan
sebagai berikut
(1). Keadaan terburuk dapat menerima semua batasan data masukan meskipun

untuk masukan yang tidak bagus.

(2). Running time pada keadaan terburuk dari suatu algoritma merupakan batas
atas dart running time atau dapat dikatakan sebagai waktu maksimal yang
dibutubkan. Sehingga dengan demikian akan memberikan swvatu jaminan
bahwa tidak ada running time yang lebih besar.

(3). Untuk beberapa algoritma, keadaan terburuk merupakan kejadian yang sering

terjadi. Sebagai contoh adalah dalam pencarian informasi pada suatu basis




19

data, keadaan terburuk selalu terjadi apabila informasi yang terjadi tidak

berada dalam basis data.

Suatu algoritma mempunyai ciri-ciri khusus yang mungkin berbeda satu
~dengan yang lain, oleh karena itu dibutuhkan identifikasi aigoritma secara
signifikan. Untuk menganalisa running time suatu algoritma harus diketahui

aturan-aturan yang dapat menyederhanakan perhitungan. Atfuran-aturan yang

diperiukan dalam analisa tersebut adalah :

(1). Running time setiap assigment (tugas), baca (read), dan stateman write

besarnya adalah O(1).

(2). Loop
Running time dari suatu loop adalah jumlah iterasi yang dilakukan untuk
menyelesaikan statemen-statemen dalam loop tersebut.

(3). Loop berkalang

Jika dalam suatu algoritma terdapat loop berkalang, yaitu loop yang berada di
dalam loop, maka yang menjadi pedoman perhitungan adalah loop yang
paling dalam. Running time-nya adalah hasil dari perkalian semua ukuran

loop.
(4). Statemen berurutan

Apabila terdapat statemen berurutan, maka penentuan running time-nya

menggunakan running time maksimal dan running time yang ada.
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(5). Statemen if kondisi then statemen

Running time untuk memeriksa kondisi secara normal adalah O(1). Dan
untuk statemen adalah running time pada saat statemen dieksekusi (kondist
 terpenuhi).

Contoh 2.4.1

Misalkan himpunan A merupakan sebuah array yang terdiri dari n elemen,
yaitu A(1), A(2), ..., A(n). Akan dilakukan pengurutan bilangan dengan
urutan natk, Variabel key menunjukkan variabel kunci untuk perbandingan.

Algoritma pengurutan bilangan tersebut adalah sebagai berikut

Tnsertion_sort(A) Times

1 forj€<2ton n

2 dokey € A[j] n—1

3 {insert A[j] into the sorted sequence Af1.j-1]} n-1

4 i€j-1 n-1

5 while 1 > 0 and Afi] > key 2t

6 do A[i+1] € A[i] DBY(FE)
7 161—1 Z?zg(_tj_l)
8 Ali+ 1] € key n-1

Dengan times adalah jumiah maksimal eksekusi yang dapat dilakukan untuk

setidp statefhen dan t; adalah harga running time statemen pada saat j.

Penjelasan

Running time algoritma pada contoh 2.4.1 adalah jumlah running time dart

setiap statemen yang dijalankan.




21

Tmy=n+ @D+ @D+ D, a0 -0+ 2,0, -D + @)

Keadaan terbaik terjadi jika array data yang dimasukkan dalam keadaan

sudah terurut naik. Apabila terjadi keadaan terbaik, maka hanya statemen

pada ‘nomer -5-yang - dikerjakan- sedangkan -statemen-6- dan- 7 -tidak- perlu

dikerjakan sehingga t; = I untuk j =2,3,...,n dan running time-nya adalah
T(n)=n+ (n-1) + (n-1) + (n-1) + (n-1)

=5n+4

=Q0(n)

Jika array data tersaji dalam keadaan sebaliknya, yaitu tersaji dalam keadaan
terurut menurun (urut dari besar ke kecil), maka terjadi keadaan terburuk.
Dalam keadaan ini maka elemen A[j] harus dibandingkan dengan setiap

elemen terurut pada subarray Afl..j-1] secara menyeluruh, séhingga t=j-

untuk j1=23,...n
Diketahui bahwa

i j= n(n+1) "1 dan Z(f—l) _ n{n—1)
j=2 J=2 2

sehingga running time-nya adalah

T(n)=n+ (a-1)+ (n-1) + (f_(”_zﬁ_ 1J+(n(n2—1))+ [n(nz—l)J+ (n-1)

3241, 4
2

=0(r?)






